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Kniha je určena zájemcům o mechaniku tekutin a nelineární dynamiku 
v geofyzikální hydrodynamice. Publikace je mimo jiné zamýšlena jako po-
kročilý studijní text doplňující studijní materiál k přednáškám „Vybrané 
partie geofyzikální hydrodynamiky“ a „Vlnové pohyby a energetika atmo-
sféry“ konané na Matematicko-fyzikální fakultě Univerzity Karlovy v Pra-
ze. Některé partie monografie však jistě najdou uplatnění i v kurzu 
„Dynamické meteorologie“ nebo hydrodynamiky obecně. 
 Kniha seznamuje čtenáře s technikami vyšetření stability hydrodyna-
mického proudění jak v lineárním, tak nelineárním přiblížení (část I.). Druhá 
část knihy pojednává o obecnějších problémech nelineární geofyzikální 
hydrodynamiky a netradičních postupech při studiu proudění tekutin. 
Dodejme, že právě nelineární analýza je perspektivním oborem moderní 
matematiky, což dobře dokumentuje předkládaná monografie. 
  Publikace je určena pracovníkům se zaměřením na dynamiku tekutin na 
univerzitách i ve výzkumných ústavech. Dobře však poslouží i studentům 
a doktorandům na vysokých školách univerzitního i technického směru, a to 
i takových oborů jako je fyzika atmosféry nebo matematické a počítačové 
modelování. 
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PŘEDMLUVA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kniha je určena především posluchačům meteorologie a klimatologie na 
Matematicko-fyzikální fakultě Univerzity Karlovy v Praze. Publikace je 
mimo jiné zamýšlena jako pokročilý studijní materiál k přednášce „Vybrané 
partie geofyzikální hydrodynamiky“ určené pro poslední ročník magister-
ského studia, popřípadě doktorského studia meteorologie a klimatologie. 
Některé partie monografie však jistě najdou uplatnění i v kurzu „Dynamické 
meteorologie“ nebo hydrodynamiky obecně. Záměrem autorů je seznámit 
studenty uvedené specializace a případné další zájemce s lineární analýzou 
stability atmosférických procesů, s obecnějšími problémy nelineární geofy-
zikální hydrodynamiky a s netradičními postupy při studiu proudění tekutin, 
s nimiž se zájemci mohou setkat v soudobé literatuře. Těmito postupy rozu-
míme matematické struktury respektující současný stav lineární a nelineár-
ní analýzy, ve druhém případě velkou měrou přihlížející k algebraickým 
metodám. Právě nelineární analýza reprezentuje jeden z perspektivních obo-
rů matematiky a její zaměření na fyzikální disciplíny se výrazně projevuje 
v poslední době i při matematickém modelování v dynamice tekutin. To 
však neznamená, že některé jejich problémy nelze řešit lineární analýzou. 
Svědčí o tom prvá část předkládané monografie, která jako celek tématicky 
navazuje na díla o deterministickém chaosu, vydaná nakladatelstvím Acade-
mia v letech 1990, 1996 a 2003. S tím souvisí jak výběr látky, tak i metody 
výkladu. Další informace o celkovém zaměření monografie nalezne zájemce 
v úvodních kapitolách. 
 Z matematických prostředků předpokládáme u čtenáře znalost základů 
diferenciálního a integrálního počtu, diferenciální geometrie a vektorové 
analýzy. S použitím náročnějších partií matematiky se čtenář setká v částech 
zaměřených na nelineární systémy hydrodynamiky, reprezentovanými ko-
nečnědimenzionálními aproximacemi výchozích parciálních diferenciálních 
rovnic – evolučních rovnic dynamiky atmosféry. Jejich součástí je i teorie 
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grup a její speciální oblast, teorie reprezentací. Snažili jsme se, aby kniha, 
pokud je to možné, tvořila uzavřený celek a nenutila čtenáře sáhnout 
k doplňující matematické literatuře. Zájemcům, kteří chtějí hlouběji pro-
niknout do matematického modelování atmosférických pohybů kvadraticky 
nelineárními systémy hydrodynamického typu, doporučujeme ke studiu 
kapitoly 7 a 8 z knihy J. Horáka, L. Krlína a A. Raidla „Deterministický 
chaos a jeho fyzikální aplikace“ (Academia, Praha 2003), zaměřené na 
matematické modely klimatu a na nelineární analýzu chaotických časových 
řad. Samotné matematice klimatu je věnováno dílo „Matematické modelo-
vání v problémech klimatu“, které vyšla tamtéž v roce 2006. 
 O autorství knihy se autoři podělili takto: Jiří Horák sepsal druhou část 
(II.) a Aleš Raidl je autorem první části (I.). 
 Ještě je třeba učinit poznámku o odkazování na rovnice. Protože se 
prakticky v části I. neodkazujeme na rovnice z části II. a obráceně, jsou 
rovnice v obou částech (pro zkrácení) číslovány odděleně. 
 Autoři vyjadřují vděčnost prof. RNDr. Janu Bednářovi, CSc. za péči 
a úsilí, které věnoval tomu, aby publikace spatřila světlo světa. Za nakres-
lení některých obrázků z první části knihy a všech obrázků z její druhé části 
autoři děkují kolegovi RNDr. Jiřímu Mikšovskému, Ph.D. Dík patří rovněž 
manželce druhého z autorů (A. R.) PhDr. Marině Raidlové za pečlivé 
přepsání a převedení do elektronické podoby celé druhé části knihy. 
Speciální poděkování patří doc. RNDr. Otakaru Zikmundovi, CSc. – jeho 
podrobné přečtení rukopisu a navržené úpravy přispěly k odbornému i jazy-
kovému zpřesnění textu. 
 
 
    Autoři 
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1 ÚVOD 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
První část knihy pojednává o hydrodynamické stabilitě, respektive instabi-
litě, neboť právě instabilní proudění se bude těšit našemu zvýšenému zájmu. 
Výběr látky byl uspořádán tak, aby podával určitý přehled o stabilitě atmos-
férického proudění různých měřítek. Výklad začínáme kapitolou o pertur-
bační metodě a poruchách vlnového charakteru, které hrají ústřední roli 
v celé první polovině monografie. Další význačnou úlohu při výkladu před-
stavuje různým způsobem modifikovaná metoda vzduchové částice, kterou 
vychylujeme z její rovnovážné polohy několika způsoby, a to vertikálně, ho-
rizontálně nebo šikmo. Ačkoliv stabilitu atmosféry zkoumáme povětšinou 
na základě linearizovaných rovnic, v některých případech provádíme i zo-
becnění na nelineární situace.  
 Výklad postupuje od zkoumání stability atmosférických pohybů menších 
měřítek, jaké představuje například Kelvinova-Helmholtzova instabilita, 
přes popis Rayleighovy-Bénardovy konvekce následovaný rozborem insta-
bility mezoměřítka (symetrická a částečně inerční instabilita), až po proble-
matiku stability kvazigeostrofických pohybů synoptického měřítka – kon-
krétně výkladem o barotropní a zejména baroklinní instabilitě. Do publikace 
jsme zařadili také některé části, které tvoří dnes již klasické partie teorie 
hydrodynamické stability, například Milesův-Howardův teorém, polokru-
hový teorém a Rayleighův, popřípadě Fjørtoftův teorém. 
 U čtenáře první části knihy se všeobecně předpokládá znalost základů 
hydrodynamiky, které lze získat z výborných monografií Batchelora [1] 
a Landaua, Lifsitze [2], a dále vědomostí z oblasti proudění vzduchu v at-
mosféře, tzn. z dynamické meteorologie. V tomto směru jako zdroj infor-
mací dobře poslouží Holtonova kniha [3], Duttonova monografie [4], 
z česky psané odborné literatury také příručka Pechaly a Bednáře [5]. 
 Omezený prostor, který pro výklad problematiky máme, nám neumožnil 
zařadit řadu zajímavých statí o hydrodynamické stabilitě. Máme zde na 
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mysli zejména kapitoly o nelineárních interakcích mezi základním stavem 
a perturbacemi. Rovněž, až na výjimku představovanou Rayleighovou-
Bénardovou konvekcí, neuvažujeme disipaci. Samostatnou kapitolu by si 
jistě vyžádálo i studium barotropní stability Rossbyho vln. Potřebné infor-
mace v tomto směru jistě čtenář nalezne v monografiích (seřazeno chrono-
logicky) Lina [6], Chandrasekhara [7], Drazina a Reida [8], popřípadě 
Gonrèche a Mannevilla [9]. Z hlediska geofyzikální hydrodynamiky lze 
zájemcům doporučit vynikající knihu Pedloskeho [10]. 
 Co je vlastně předmětem zájmu teorie hydrodynamické stability? Tato 
teorie studuje stabilitu určitého základního, chcete-li výchozího stavu, vůči 
poruchám různého charakteru, které na tento základní stav působí. Poruchy 
nebo-li perturbace mohou díky stabilitě základního stavu zanikat, nebo 
naopak v instabilním případě s časem sílit. Velmi často uvažujeme, že per-
turbace mají na počátku infinitezimální charakter. Jejich případné zvětšová-
ní však může představovat spouštěcí mechanismus, kdy kupříkladu ustálené 
laminární proudění přejde v neuspořádané, chaotické proudění – turbulenci. 
Poněkud zjednodušeně a s jistou dávkou nadsázky lze říci, že projevy počasí 
spočívají v nestabilitě atmosférické cirkulace – například podle moderních 
představ soudobé dynamické meteorologie vznikají synoptické poruchy ve 
středních zeměpisných šířkách díky baroklinní instabilitě původně zonál-
ního západního proudění. Prostřednictvím baroklinní instability tak může 
dojít k přestavbě zonální atmosférické cirkulace v cyklonální. 
 Studium vzájemného působení fluktuací a základního stavu se rozpadá na 
dva zásadní problémy. Na určení základního stavu osvobozeného od fluktu-
ací a na popis evoluce poruch (fluktuací). Druhým úkolem se budeme 
vesměs zabývat v následujících kapitolách, kdy odvodíme rovnice pro per-
turbace a tyto poruchy budeme povětšinou uvažovat ve tvaru vln. Proto se 
nyní zastavme u problematiky stanovení základního stavu. To není při 
studiu pohybů v atmosféře tak jednoduché, jak by se na první pohled mohlo 
zdát. Mohlo by nás napadnout, že takový základní stav by bylo možné 
získat časovým průměrováním proudění přes dostatečně dlouhý časový 
interval; podobný postup se vskutku používá například při studiu turbu-
lence. Je užitečné si však uvědomit, že takto získaný jakýsi střední základní 
stav již obsahuje a je ovlivněn fluktuacemi, od kterých bychom jej chtěli 
oprostit. Fluktuace totiž mohou vést ke vznikům toků tepla a hybnosti 
s obecně nenulovými časovými průměry. Časově vystředované proudění tak 
zahrnuje i existující fluktuace. Jak v této souvislosti poznamenává Pedlosky 
[10], časově průměrované proudění se obvykle jeví stabilnější než skutečný 
stav bez fluktuací. Neznalost základního stavu nás tedy nutí k jeho defi-
nování. Musí to být však definice dostatečně smysluplná. V atmosféře obvy-
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kle předpokládáme, že základní stav je tvořen zonálním geostrofickým 
prouděním. To dobře odpovídá podmínkám, když studujeme stabilitu pohy-
bů velkého měřítka. V práci se snažíme nalézt jistý kompromis mezi tím, 
aby na jedné straně byl základní stav atmosféry dostatečně jednoduchý 
a mohli jsme získané rovnice řešit bez použití metod numerické mate-
matiky, a na druhé straně dosti složitý na to, aby výsledný model popisoval 
vlastnosti atmosféry dostatečně věrně. Naštěstí se ukazuje, jak uvidíme 
z dalšího výkladu, že i poměrně jednoduchá konfigurace základního stavu, 
například při studiu baroklinní instability, uspokojivě postihuje řadu sku-
tečných rysů zemské atmosféry. 
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2 PERTURBAČNÍ TEORIE 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Úlohy dynamické meteorologie a geofyzikální hydrodynamiky vůbec jsou 
spojeny s nutností řešit soustavu hydrodynamických rovnic, tj. tří pohybo-
vých rovnici, rovnice kontinuity, stavové rovnice a první hlavní věty termo-
dynamické. Zmíněnou soustavu lze psát v mnoha tvarech, z nichž jedním 
z možných je tento: 
 

   ( ) 2 rp
t

α∂
+ ⋅∇ = − ∇ − × + +

∂
v v v Ω v g f , (2.1a) 

 

   d
dt t
α α α α∂
= + ⋅∇ = ∇⋅
∂

v v , (2.1b) 
 

   p RTα = , (2.1c) 
 

   d d
d dp
q Tc
t t

α= −
d
d
p
t

. (2.1d) 
 

Souřadnicovou soustavu O(x,y,z) volíme pravotočivou, obvykle pevně 
spojenou s rotující Zemí tak, že osa x míří k východu, osa y na sever a osa z 
kolmo vzhůru.  Čas značíme t, v se složkami (u, v, w) představuje rychlost 
proudění, p je tlak, (0, Ω cosϕ, Ω sinϕ) je úhlová rychlost rotace Země, 
kterou v dostatečně přesném přiblížení považujeme za konstantní 
(Ω = 7,29⋅10–5 s–1, ϕ je zeměpisná šířka). Tíhové zrychlení Země je repre-
zentováno vektorem g (0, 0, –g) a fr značí sílu tření. Veličina α představuje 
měrný objem, související s hustotou ρ vztahem α = 1/ρ, R je měrná plynová 
konstanta, T teplota a q je teplo vztažené na jednotku hmoty dodané, nebo 
odebrané studované soustavě. Na tomto místě poznamenejme, že v případě 
nutnosti, pracujeme-li například s oceánem, je nutné soustavu hydrodyna-
mických rovnic obohatit o další rovnice, typicky o rovnici salinity (slanosti) 
a vhodným způsobem upravit i stavovou rovnici; viz např. [11]. 

Ω
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 Analytické řešení soustavy (2.1) není v obecném případě známo, zejména 
díky existenci nelineárních členů. Její řešení tedy musíme hledat buď po-
mocí numerické integrace, nebo přistoupit k zavedení zjednodušujících 
předpokladů. Vhodnou metodou, která zjednodušuje výchozí rovnice, je 
perturbační teorie. Spočívá v tom, že studované proudění považujeme za 
součet dvou toků (proudění): základního stavu osvobozeného od fluktuací, 
a malých poruch (perturbací). Přitom předpokládáme, že  
  1) základní stav splňuje soustavu rovnic (2.1), 
  2) výsledné proudění (základní stav + perturbace) splňuje soustavu 

rovnic (2.1). 
Předpokládáme-li navíc, že 
  3) poruchové (perturbační) veličiny jsou řádově menší než jim 

odpovídající veličiny popisující základní stav, hovoříme o lineární 
perturbační metodě. 

Hydrodynamické rovnice napsané pro výsledný stav zjednodušíme pomocí 
rovnic (2.1), napsaných pro základní proudění, jejich vzájemným odečte-
ním. Předpoklad 3) nám pak navíc umožňuje zanedbat v rovnicích členy, 
které jsou nelineární vzhledem k poruchám. Získáme tak rovnice popisující 
chování poruch. Tyto rovnice pak nazýváme perturbačními rovnicemi. 
 
 
2.1 Perturbační pohybové rovnice 
 
Pro ilustraci nyní odvodíme perturbační pohybové rovnice. Veličiny vzta-
hující se k základnímu stavu označíme pruhem, tzn. v , α , p . Poruchové 
veličiny označíme svislou čárkou, tzn. ′v , α′ , p′  reprezentují postupně 
perturbace v poli rychlosti proudění, měrného objemu a tlaku. Zopakujme 
znovu pro přehlednost, že 
– základní stav je dán veličinami v , α , p , 
– výsledný stav je dán veličinami ′+v v , α α′+ , p p′+ . 
Pochopitelně vezmeme-li v úvahu i rovnice (2.1c) a (2.1d), jsme nuceni 
uvažovat i případné poruchy v poli teploty atd., ale v tomto ilustrativním 
případě, kdy používáme pouze pohybové rovnice, vystačíme s poruchami 
v poli rychlosti, měrného objemu a tlaku. Podle předpokladu 1) platí pohy-
bová rovnice pro základní stav, tedy 
 

   ( ) 2p
t

α∂
+ ⋅∇ = − ∇ − × +

∂
v v v Ω v g , 
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kde jsme pro jednoduchost zanedbali tření. Podle předpokladu 2) platí 
pohybová rovnice (2.1a) i pro výsledný stav, tzn. 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )p p
t

α α
′∂ + ′ ′ ′ ′ ′+ + ⋅∇ + = − + ∇ + − × + +

∂
v v v v v v Ω v v g . 

 

Odečteme-li od poslední rovnice rovnici předposlední, získáme 
 

( ) ( ) ( ) 2p p p
t

α α α
′∂ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ = − ∇ − ∇ − ∇ − ×

∂
v v v v v v v Ω v ′ . 

 

 Uvážíme-li i předpoklad 3), můžeme členy, které jsou nelineární vzhle-
dem k poruchám zanedbat, protože jsou co do velikosti alespoň o řád menší 
než členy zbývající. V takovém případě dostáváme 
 

   ( ) ( ) 2p p
t

α α
′∂ ′ ′ ′ ′+ ⋅∇ + ⋅∇ = − ∇ − ∇ − ×

∂
v v v v v Ω v ′ , 

 

což je hledaná lineární perturbační pohybová rovnice. Analogicky postupu-
jeme i při odvozování perturbační rovnice kontinuity, stavové rovnice i prv-
ní hlavní věty termodynamické. Ještě poznamenejme, že místo měrného 
objemu α bývá obvyklejší používat v pohybových rovnicích hustotu ρ =1/α 
tak, jak to budeme činit později. 
 Lineární perturbační metoda představuje jisté omezení v tom smyslu, že 
umožňuje studium stability základního proudění, které je vystaveno pouze 
malým (v podstatě nekonečně malým) poruchám. Selhává však v případě, 
kdy amplitudy poruch narostou po určité době v důsledku instability do 
takových velikostí, že již není možno nelineární členy v rovnicích opome-
nout. Podobně, je-li základní proudění stabilní vzhledem k nekonečně 
malým poruchám, nedává lineární perturbační metoda žádné informace 
o tom, je-li toto proudění stabilní i vzhledem k poruchám dostatečně vel-
kým. Přesto je možné, jak uvidíme později, pomocí lineární teorie popsat 
některé vlastnosti fluktuací v reálné atmosféře, například délku dominantní 
vlnové poruchy nebo její vertikální strukturu. Poznamenejme ještě, že 
lineární perturbační metoda je v dynamické meteorologii spojena zejména 
s Bjerknesovým jménem (viz například [12]). 
 Aplikujme nyní výše popsanou lineární perturbační metodu na proudění 
ve vertikální rovině (x, z). Pro jednoduchost neuvažujme rotaci Země 
a atmosféru považujme za nestlačitelnou tekutinu. Není-li dále explicitně 
uvedeno jinak, neuvažujeme ani síly tření. Základní stav definujme násle-
dovně: ( )u z , 0w = , ( )p z , ( )zρ . Pro takové základní proudění mají pohy-
bové rovnice v rovině (x, z) tvar 
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   0p
x

∂
=

∂
, (2.2a) 

 

   p g
z

ρ∂
= −

∂
. (2.2b) 

 

Rovnice kontinuity pro základní stav je splněna identicky. Poruchy v poli 
rychlosti ve směru osy x a z nechť jsou ( , , )u x z t′ , ( , , )w x z t′ , v poli tlaku 

( , , )p x z t′  a poli v hustoty ( , , )x z tρ′ . Výsledný stav má tedy tvar ( )u z +  
, , ( , , )u x z t′ ( , , )w x z t′ ( ) ( , , )p z p x z t′+ , ( ) ( , , )z x z tρ ρ′+ . Podle předpokladu 

2) perturbační metody můžeme psát 
 

 ( ) ( ) ( ) (( ) ( )u u u u u u p pu u w
t x z

ρ ρ
′ ′ ′∂ + ∂ + ∂ + ∂ +⎡ ⎤′ ′ ′+ + + + = −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

)
x

′
∂

, (2.3a) 

 

 ( )( ) ( ) (w w w p pu u w g
t x z z

)ρ ρ ρ
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ +⎡ ⎤′ ′ ′+ + + + = − − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

ρ′ , (2.3b) 

 

   ( ) ( ) ( )( )u u w
t x

0
z

ρ ρ ρ ρ ρ′ ′ ρ′∂ + ∂ + ∂ +′ ′+ + + =
∂ ∂ ∂

. (2.3c) 
 
V této soustavě rovnic zanedbáme nelineární členy vzhledem k poruchám 
a odečteme od každé z rovnic (2.3) odpovídající rovnici (2.2). Tímto postu-
pem dostáváme následující perturbační rovnice 
 

   d 1
d

u u uu w
t x z ρ
′ ′∂ ∂ ∂′+ + = −

∂ ∂ ∂
p
x
′
, (2.4a) 

 

   1w w pu
t x z

gρ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂ ∂
+ = − −

∂ ∂ ∂
′

, (2.4b) 

 

   d 0
d

u w
t x z
ρ ρ ρ′ ′∂ ∂ ′+ + =
∂ ∂

. (2.4c) 
 
Není obtížné se přesvědčit, že rovnici kontinuity pro perturbace je možné 
rovněž psát ve tvaru: 
 

   0u w
x z
′ ′∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (2.4d) 
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Zaveďme dále proudovou funkci ψ vztahy 
 

   ,u w
z x
ψ ψ∂ ∂′ ′= − =
∂ ∂

. (2.5) 
 

Tím rovnice (2.4a) až (2.4c) přejdou na tvar 
 

   
2 2 d 1

d
uu

t z x z x z x
ψ ψ ψ

ρ
p′∂ ∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ , (2.6a) 
 

   
2 2

2

1 pu
t x x z

gψ ψ ρ
ρ ρ

′ ′∂ ∂ ∂
+ = − −

∂ ∂ ∂ ∂
, (2.6b) 

 

   d 0
d

u
t x x z
ρ ρ ψ ρ′ ′∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
= . (2.6c) 

 

Rovnici (2.6b) parciálně derivujme podle x a odečtěme ji od rovnice (1.6a) 
parciálně derivované podle z. Tím dostaneme 
 

 
2

2
2

1 d d 1 d d
d d d d

u u gu
t x z z z z z x x

ρ ψ ρ ψψ
ρ ρ

′⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + ∇ + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ
ρ

. (2.7) 

 

Derivujme rovnici (2.6c) parciálně podle x, dělme ji ρ  a vyjádřeme z ní 
(1/ )( / )xρ ρ′∂ ∂ . Výsledek pak dosaďme do rovnice (2.7). Poté dostáváme 

 

  
2 2 2

2
2 2

d d
d d

u uu g
t x z z z x x

ψ ψ ψψ δ δ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + ∇ − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

δ , (2.8) 

 

kde jsme označili 
 

   1 d
dz
ρδ

ρ
≡ − . 

 

Tím jsme převedli řešení soustavy perturbačních rovnic (2.4) pro neznámé 
, , u′ w′ ρ′a p′  na řešení jedné diferenciální rovnice pro proudovou funkci 

ψ. K rovnici (2.8) (stejně jako k soustavě (2.1) resp. (2.4)) je třeba přidat 
vhodné okrajové, popřípadě počáteční podmínky, jak provedeme později. 
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3 NORMÁLNÍ MODY 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vhodnou metodou řešení rovnice (2.8) je metoda normálních modů. Protože 
koeficienty v rovnici (2.8) nezávisí ani na čase t ani na souřadnici x, její 
řešení hledáme ve tvaru 
 

   { }i ( )ˆ( , , ) ( )e k x ctx z t zψ ψ −= ℜ , (3.1) 
 

kde  značí reálnou část výrazu, před kterým stojí. Vlnové číslo k ≥ 0 ve 
směru osy x musí být reálné, aby amplituda vlny (modu) byla při velkých x 
konečná. Amplitudová funkce 

ℜ

ψ̂ a růstový faktor (rychlost růstu) kci mohou 
být komplexní (ci značí imaginární část fázové rychlosti c). Zapíšeme-li 
fázovou rychlost c jako součet reálné a imaginární části 
 

   ir ic c c= +  (3.2) 
 

a dosadíme-li toto vyjádření do (3.1), máme 
 

   { }i ( )ˆ( , , ) ( )e ei rkc t k x c tx z t zψ ψ −= ℜ . (3.3) 
 

 Je-li kci=0, pak se amplituda poruchy s časem nemění, tzn. je stabilní. Je-
li kci < 0, pak porucha s časem slábne. Naopak, je-li kci > 0, pak porucha 
s časem zesiluje. V posledních dvou případech říkáme, že je porucha insta-
bilní. Na tomto místě je však třeba poznamenat, že někteří autoři, například 
[13], zavádí pojem stability (instability) poněkud odlišně, a to: kci = 0 – 
neutrální porucha, kci < 0 – stabilní porucha, kci > 0 – instabilní porucha. 
My se budeme vždy snažit o explicitní rozlišení, aby bylo zřejmé, o jaký 
časový vývoj poruchu se jedná. 
 V dalším textu budeme písmeno ℜ vynechávat a budeme mít na paměti, 
že fyzikální význam mají jen reálné části výrazů (3.1), (3.3), respektive 
jejich analogie.  
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 Všimněme si, že při kci > 0 se může porucha stát po uplynutí dostatečně 
dlouhé doby natolik velká, že se nelineární efekty stanou natolik význam-
nými, že lineární přístup pozbyde platnosti. Proto je vhodné metodu 
normálních modů používat, v souladu s lineární perturbační teorií, jen na 
počáteční stadia vývoje poruch.  
 Dosazením (3.1) do rovnice (2.8) dostáváme 
 

 
2 2

2 2
2 2

ˆ ˆd d d dˆ ˆ( ) ( )
d d d d

u uu c k u c g
z z z z
ψ ψ ˆψ δ δ ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
δψ , (3.4) 

 

což je již „jen“ obyčejná diferenciální rovnice pro amplitudovou funkci ψ̂ . 
 Rovnice (3.4) je velmi důležitá nejen proto, že jí budeme studovat 
v dalším textu, ale i pro to, že z ní vyplývají další vztahy, které hrají 
důležitou úlohu v teorii hydrodynamické stability. Předně, uvážíme-li, že se 
hustota ( )zρ  mění s výškou obvykle mnohem pomaleji než rychlost 
proudění ( ),u z  a že δ << 1, můžeme v poslední rovnici zanedbat ty členy 
obsahující δ, které se nacházejí na její levé straně, a ponechat pouze ten člen 
s δ, který stojí na pravé straně rovnice (3.4). Fyzikálně to znamená, že 
zanedbáváme změny hustoty u členů postihujících setrvačnost, ale ponechá-
váme u členu, který popisuje archimédovský vztlak. Taková situace se 
velmi podobá Boussinesquově aproximaci [8]. Po naznačené úpravě přejde 
(3.4) na tvar 
 

   
2 2

2
2 2

ˆd dˆ ˆ ˆ( )
d d ( )

u gu c k
z z u c
ψ ψ ψ ψ

⎛ ⎞
− − − +⎜ ⎟ −⎝ ⎠

0δ
= , (3.5) 

 

který nazýváme Taylorova-Goldsteinova rovnice. 
 Půjdeme-li ještě dále a nebudeme-li uvažovat změny hustoty vůbec 
(budeme pracovat například s homogenní tekutinou), redukuje se rovnice 
(3.4), popřípadě (3.5), na rovnici 
 

   
2 2

2
2 2

ˆd dˆ ˆ( )
d d

uu c k
z z
ψ ψ ψ

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
0= , (3.6) 

 

o které hovoříme jako o Rayleighově rovnici. Pro dvě posledně jmenované 
rovnice byla odvozena řada teorémů, které se váží ke stabilitě různých typů 
proudění. Některé si v následujícím textu uvedeme. 
 Závěrem tohoto oddílu si ještě povšimněme, že jsme poruchy (3.1) 
popřípadě (3.3) uvažovali dvourozměrné, nezávislé na souřadnici y. K tomu 
nás vede tvrzení Squireova teorému, podle kterého v homogenní tekutině 
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existuje ke každé instabilní trojrozměrné vlně vždy vlna dvojrozměrná, 
která je instabilnější a která se pohybuje rovnoběžně se směrem proudění. 
Na případ stratifikované tekutiny Squireův teorém zobecnil Yih (bližší po-
drobnosti viz [14]). Předmětem našeho prioritního zájmu jsou právě mody 
(vlny) co možná nejinstabilnější, nehledě na to, že uvažování dvojrozměr-
ných namísto trojrozměrných poruch výpočty poněkud zjednoduší. 
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4 KELVINOVA-HELMHOLTZOVA 
INSTABILITA, INSTABILITA TAYLOROVA  
A HELMHOLTZOVA TYPU  

 
 
 
 
 
 
 
V této kapitole se budeme zabývat řešením rovnice (3.4) za jistých zjed-
nodušujících předpokladů. Ukážeme jaký vliv má na stabilitu proudění 
rozložení hustoty, vertikální střih větru (vertikální gradient rychlosti prou-
dění) a tloušťka vrstvy, ve které tekutina proudí. 
 Uvažujme dvě nad sebou ležící vrstvy dvou nestlačitelných tekutin, které 
se navzájem nemísí, s hustotami ρ1, ρ2 a konstantními rychlostmi základního 
proudění          . Zanedbáme-li zemskou rotaci, je plocha oddělující obě te-
kutiny v klidovém stavu horizontální. Umístěme do této roviny počátek 
pravoúhlé souřadnicové soustavy. Osa x nechť je orientována ve směru 
proudění obou tekutin a osa z nechť míří kolmo vzhůru. Dále označme 
všechny veličiny vztahující se k horní tekutině indexem 1, k dolní tekutině 
indexem 2. Nechť je horní tekutina omezena neprostupnou horizontální 
rovinou ve výšce z = h1 a podobně dolní tekutina nechť je ohraničena 
rovinou ve výšce z = – h2. 

1 2,u u

 Na základní stav charakterizovaný veličinami 1u , 2u , 1( )p z , 2 ( )p z , 1ρ , 
2ρ nechť jsou superponovány poruchy v poli rychlosti proudění a tlaku: 

, , , 1( , , )u x z t′ 2 ( , , )u x z t′ 1( , , )w x z t′ 2 ( , , )w x z t′ , 1( , , )p x z t′ , 2 ( , , )p x z t′ . Výsled-
ný stav tedy můžeme charakterizovat takto: 
– horní tekutina: 1 1( , , )u u x z t′+ , 1( , , )w x z t′ , 1 1( ) ( , , )p z p x z t′+ , 1ρ , 
– spodní tekutina: 2 2 ( , , )u u x z t′+ , 2 ( , , )w x z t′ , 2 2( ) ( , , )p z p x z t′+ , 2ρ . 
Perturbace v poli rychlosti proudění můžeme nahradit perturbačními prou-
dovými funkcemi ψ1, ψ2 podle vztahu (2.5). Namísto pohybových rovnic 
a rovnice kontinuity je pak možno použít rovnice typu (3.4). To znamená, že 
 

   
2

21
1 1 12

ˆd ˆ ˆ( ) 0, e
d

k x ctu c k
z
ψ ψ ψ ψ −⎛ ⎞

− − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

i ( )
1 , (4.1a) 
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2

22
2 2 22

ˆd ˆ ˆ( ) 0, e
d

k x ctu c k
z
ψ ψ ψ ψ −⎛ ⎞

− − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

i ( )
2 . (4.1b) 

 

Předpokládáme-li, že 1u c≠ , 2u c≠ , můžeme řešení rovnic (4.1) psát ve 
tvaru 
 

   1 1 1ˆ e ekz kzA Bψ −= + ,  (4.2a) 
 

   2 2 2ˆ e ekz kzA Bψ −= + , (4.2b) 
 

Kde A1, A2, B1, B2 jsou integrační konstanty, které určíme z okrajových 
podmínek. Kinematická okrajová podmínka na horní hranici vrchní tekutiny 
vyžaduje, aby normálová složka rychlosti k neprostupné hranici byla rovna 
nule, to znamená 
 

   1 1
1 1 1 1ˆ ( ) e ekh khz h A B 0ψ −= = + = . (4.3a) 

 

Označme tedy 
 

   1 1 1
1e e

2
kh kh CA B −= − ≡ , 

 

kde C1 je nová konstanta. Dosazením poslední rovnice do (4.2a) máme 
 

   [ ]1 1ˆ ( ) sinh ( )1z C k z hψ = −

0

. (4.4a) 
 

Zcela analogicky aplikujeme kinematickou okrajovou podmínku na dolní 
hranici spodní vrstvy tekutiny, tedy 
 

   2 2
2 2 2 2ˆ ( ) e ekh khz h A Bψ −= − = + = . (4.3b) 

Označme 
 

   2 2 2
2 2e e

2
kh kh CA B− = − ≡ , 

 
kde C2 je konstanta. Dosazením poslední rovnice do (4.2b) máme 
 

   [ ]2 2ˆ ( ) sinh ( )2z C k z hψ = +

1 2,

. (4.4b) 
 
 Abychom mohli formulovat dynamické okrajové podmínky na rozhraní 
obou tekutin, určíme poruchy  v tlakovém poli. Z rovnice (2.6a) vy-
plývá po dosazení pomocí (2.5), že 

       

 

p p′ ′
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   2 1
1 1 1 1i ( ) cosh ( ) e k x cti ( ) pk u c C k z h

x
ρ − ′∂⎡ ⎤− −⎣ ⎦ =

∂
, (4.5a) 

   2 2
2 2 2 2i ( ) cosh ( ) e k x cti ( ) pk u c C k z h

x
ρ − ′∂⎡ ⎤− +⎣ ⎦ =

∂
. (4.5b) 

 

Podobně z rovnice (2.6b) máme 
 

   2 1
1 1 1 1( ) sinh ( ) e k x cti ( ) pk u c C k z h

z
ρ − ′∂⎡ ⎤− −⎣ ⎦ =

∂
, (4.6a) 

   2 2
2 2 2 2( ) sinh ( ) e k x cti ( ) pk u c C k z h

z
ρ − ′∂⎡ ⎤− +⎣ ⎦ =

∂
. (4.6b) 

 

Integrujme rovnice (4.6) podle souřadnice z: 
 

   i ( )
1 1 1 1 1( )cosh ( ) e (k x ctp k u c k z h f xρ −′ ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦ ) , (4.7a) 

   i ( )
2 2 2 2 2( )cosh ( ) e (k x ctp k u c k z h f xρ −′ ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦ )

2

, (4.7b) 
 

kde f1(x) a f2(x) jsou integrační funkce. Parciálním derivováním rovnic (4.7) 
podle x a následným porovnáním s rovnicemi (4.5) zjistíme, že 
 

   1 1 2( ) , ( )f x D f x D= =  
 

a D1 a D2 jsou integrační konstanty. Pro jednoduchost je volme rovny nule, 
tedy 
 

   i ( )
1 1 1 1( )cosh ( ) e k x ctp k u c k z hρ −′ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ , (4.8a) 

   i ( )
2 2 2 2( )cosh ( ) e k x ctp k u c k z hρ −′ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ . (4.8b) 

 

Pro přehlednost ještě uveďme tvar poruch v poli rychlosti proudění: 
 

   i ( )1
1 1 1cosh ( ) e k x ctu kC k z h

z
ψ −∂′ ⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∂

, (4.9a) 

   i ( )2
2 2 2cosh ( ) e k x ctu kC k z h

z
ψ −∂′ ⎡ ⎤= − = − +⎣ ⎦∂

, (4.9b) 

   i ( )1
1 1 1i sinh ( ) e k x ctw kC k z h

x
ψ −∂′ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∂

, (4.10a) 

   i ( )2
2 2 2i sinh ( ) e k x ctw kC k z h

x
ψ −∂′ ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∂

. (4.10b) 
 

Dynamická okrajová podmínka na rozhraní mezi tekutinami vyžaduje 
spojitost tlaku při přechodu přes toto rozhraní. Předpokládáme-li, že částice, 
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které spočívají na tomto rozhraní, na něm budou setrvávat, je možné psát 
zmíněnou dynamickou okrajovou podmínku následovně 
 

   [ ]1 2 1 2 rozhraní

d ( ) ( )
d

p p p p
t

′ ′ 0− + − = . (4.11) 
 

Podmínka je sice definována pro rozhraní, ale uvážíme-li, že se zabýváme 
lineární teorií, ve které považujeme poruchy za daleko menší než veličiny 
základního stavu, lze předpokládat, že odchylka rozhraní od jeho klidové 
polohy je nevelká. Podmínku (4.11) proto můžeme vztáhnout k rozhraní 
v poloze z = 0. Tedy 
 

   [ 1 2 1 2 z=0

d ( ) ( )
d

p p p p
t

′ ′ ] 0− + − = . (4.12) 
 

Poslední výraz představuje dvě rovnice (pro dolní a horní tekutinu), které po 
aaaaaaaaaa 

provedení Eulerova rozvoje              zanedbání nelineárních členů, 
mají tvar 

          a d
dt t

∂
= + ⋅∇
∂

v

 

   1 2 1 2
1 1 2

0

( ) ( ) ( )
z

p p p pu w g
t x

ρ ρ1
=

′ ′ ′ ′∂ − ∂ −⎡ ⎤′+ + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
, (4.13a) 

   1 2 1 2
2 2 2

0

( ) ( ) ( )
z

p p p pu w g
t x

ρ ρ1
=

′ ′ ′ ′∂ − ∂ −⎡ ⎤′+ + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
, (4.13b) 

 

kde jsme využili rovnice hydrostatické rovnováhy. 
 Dosadíme-li nyní do rovnic (4.13) pomocí (4.8) a (4.10) obdržíme 
 

  
[ ]

2
1 1 1 1 2 1 1

2 2 1 2 2

( ) cosh( ) ( )sinh( )

( )( )cosh(

C k u c kh g kh

C k u c u c kh

ρ ρ ρ

ρ

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦
= − − )

=

, (4.14a)
 

 
[ ]1 1 1 2 1

2
2 2 2 2 2 1 2

( )( ) cosh( )

( ) cosh( ) ( )sinh( ) .

C k u c u c kh

C k u c kh g kh

ρ

ρ ρ ρ

− − =

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦
 

(4.14b)
 

 

Vyjádříme-li z obou posledních rovnic poměr C2/C1 a porovnáme je navzá-
jem, získáme kvadratickou rovnici pro fázovou rychlost c: 
 

  

2
1 2 2 1 1 1 2 2 2 1

2 2 2 1 1 2
1 1 2 2 2 1

( ) 2( )
( ) 0

a a c u a u a c
g a au a u a

k

ρ ρ ρ ρ
ρ ρρ ρ

+ − + +

−⎛ ⎞+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= , (4.15)
 

 

kde jsme označili 
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   . 1 1 2tgh( ), tgh( )a kh a k≡ ≡ 2h
 

Řešením rovnice (4.15) dostáváme frekvenční rovnici 
 

2

1 1 2 2 2 1 1 2 2 1 1 2
1 2 1 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

( )
2

u a u a a a u ugLc a
a a a a a a

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ π ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞+ −
= ± − ⎜+ + ⎝ ⎠

a −
⎟+

, (4.16) 

 

kde vlnové číslo k souvisí s vlnovou délkou L vztahem k = 2π/L. 
 Zabývejme se nejprve několika speciálními případy. 
 a) Položme 1 2 0u u= = . Rovnice (4.16) se pak zjednoduší na tvar 
 

   1 2 2 1

1 2 2 1

(
2

a agLc
a a

)ρ ρ
π ρ ρ

−
= ±

+
. (4.17) 

 

To znamená, že takové poruchy jsou stabilní (c je reálné číslo), je-li ρ 2 > ρ 1. 
Tomu odpovídá situace, kdy spodní tekutina má větší hustotu než tekutina, 
která leží nad ní. Je-li však ρ 1 > ρ 2, dostáváme nenulovou imaginární část 
fázové rychlosti c. Všimněme si, že v takovém případě je jedna porucha 
sílící a druhá slábnoucí díky znaménku ± v (4.17). Tento typ instability, 
který je způsoben růstem hustoty s výškou, bývá označován jako statická 
instabilita, instabilita Taylorova typu [15] nebo též Rayleighova-Taylorova 
instabilita [16]. Jsou-li obě tekutiny velmi hluboké, je a1≈a2≈1, a poté 
 

   2 1

1 22
gLc ρ ρ
π ρ ρ

−
= ±

+
. (4.18) 

 

Naopak jsou-li obě tekutiny velmi mělké a mají-li navíc stejnou tloušťku, 
h1 = h2 ≡ h, máme 
 

   2

1 2

c gh 1ρ ρ
ρ ρ

−
= ±

+
, (4.19) 

 

neboť pro taková h je a ≡ tgh(kh) ≈ kh. 
V rovnici (4.17) položme a1 = a2 ≡ a (obě tekutiny mají stejnou hloubku), 
pak 
 

   2 1

1 2

(
2

agLc )ρ ρ
π ρ ρ

−
= ±

+
. (4.20) 
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Z poslední rovnice je patrné, že rychlost stabilních gravitačních vln na 
rozhraní dvou tekutin stejné tloušťky roste se zvětšující se hloubkou tekutin. 
Podobně, jsou-li tyto vlny instabilní (            ), pak jedna porucha sílí a dru-
há slábne rychleji při větší tloušťce vrstev než odpovídající poruchy na 
rozhraní tekutin s menší tloušťkou. 

1 2ρ ρ>

 b) Položme nyní ρ1 = ρ2 ≡ ρ, 1 2 0u u≠ ≠ . Uvažujeme tedy jen střih větru. 
Potom z  (4.16) vyplývá 
 

   1 2 2 1 1 2
1 2

1 2 1 2

iu a u a u uc
a a a a

a a+ −
= ±

+ +
. (4.21) 

 

Nyní jsme obdrželi ryze střižné vlny, které mají nenulovou imaginární 
složku fázové rychlosti, jsou tedy instabilní. Opět si všimněme, že jedna 
porucha sílí a druhá slábne. Příčina instability již není „statická“, nýbrž 
„dynamická“. Tato instabilita bývá někdy nazývána instabilitou Helm-
holtzova typu [15]. Jsou-li obě tekutiny velmi hluboké, dostáváme z (4.21) 
 

   1 2 1 2i
2 2

u u u uc + −
= ± . (4.22) 

 

Naopak v případě velmi mělkých vrstev máme 
 

   1 1 2 2 1 2
1 2

1 2 1 2

iu h u h u uc
h h h h

h h+ −
= ±

+ +
. (4.23) 

 

Za povšimnutí stojí ještě jedna zajímavost. Mají-li totiž obě vrstvy stejnou 
tloušťku h1 = h2, pak 
 

   1 2 1 2i
2 2

u u u uc + −
= ± , (4.24) 

 

a takové poruchy se přemísťují stejnou rychlostí a mají stejnou rychlost 
růstu (růstový faktor) jako ryze střižné vlny na rozhraní dvou velmi hlu-
bokých tekutin (viz vztah (4.22)). 
 c) Nechť ρ1 = 0, 1 0u = , h2 ≡ h, 2u u= . Máme tedy pouze jednu vrstvu 
tekutiny. Ze vztahu (4.16) pak obdržíme 
 

   2tgh
2
gLc u h

L
π

π
⎛= ± ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ , (4.25) 
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což je vzorec pro fázovou rychlost vnějších gravitačních vln na volné 
hladině tekutiny o tloušťce h. Je vidět, že takové vlny jsou stabilní – jejich 
amplituda se s časem nemění. Je-li tekutina navíc velmi hluboká, máme 
 

   
2
gLc u
π

= ± . (4.26) 
 

To je Stokesův vztah pro vnější gravitační vlny na volné hladině jedné 
vrstvy velmi hluboké tekutiny, které bývají v anglosaské literatuře označo-
vány také jako „deep-water waves“. Je-li však tekutina velmi mělká, je 
 

   c u gh= ± , (4.27) 
 

což je Lagrangeův vztah pro rychlost „dlouhých“ gravitačních vln na volné 
hladině mělké tekutiny. Takové vlny bývají v anglosaské literatuře označo-
vány jako „shallow-water waves“ nebo jednoduše „long waves“. 
 d) Zajímavý je též případ, kdy na velmi hluboké tekutině spočívá velmi 
mělká tekutina, jejíž tloušťku označme h1 ≡ h. Nechť dále 1 2 0u u= = , potom 
a 

   2 1 2 1
1 2 1

( ) (gh ghc
kh

)ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

= ± − ≈ ± −
+

ρ . (4.28) 

 

V případě, že nad velmi mělkou tekutinou, jejíž tloušťku opět označíme 
h2 = h, leží velmi hluboká tekutina, dostáváme (položíme-li opět 1 2 0u u= = ) 
 

   2 1 2 1
1 2 2

( ) (gh ghc
kh

)ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

= ± − ≈ ± −
+

. (4.29) 

 

Porovnáme-li vztahy (4.28) a (4.29) vidíme, že se stabilní poruchy (ρ 1 > ρ 2) 
pohybují v prvním případě rychleji než ve druhém. Jiná je situace v případě 
instability (ρ 1 > ρ 2). Pak totiž sílící porucha roste v druhém případě rychleji 
než v prvém a slábnoucí porucha slábne také rychleji v druhém případě než 
v prvém. 
 e) V literatuře bývá také uváděna frekvenční rovnice pro gravitačně 
střižné vlny na rozhraní dvou velmi hlubokých tekutin. Položíme-li v (4.16) 
a1 = a2 = 1, dostáváme 
 

   
2

1 1 2 2 2 1 1 2
1 2

1 2 1 2 1 22
u u u ugLc ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ π ρ ρ ρ ρ

⎛ ⎞+ −
= ± − ⎜+ + ⎝ ⎠

−
⎟+

. (4.40) 
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Je vidět, že poruchy s vlnovou délkou kratší než kritická vlnová délka LKH 
 

   

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2

( ) ( )2 2
( )( ) ( )(KH

u u TT u uL
g g T T

ρ ρπ π
ρ ρ ρ ρ

− −
= =

− + − + )T T
 (4.41) 

 

jsou instabilní. Při přechodu od hustoty k teplotám v posledním vztahu jsme 
použili stavovou rovnici. O instabilitě spojené se vztahem (4.41) hovoříme 
jako o Kelvinově-Helmholtzově instabilitě. Odhadněme nyní orientačně nu-
mericky velikost kritické vlnové délky LKH. Položíme-li 1u u2−  = 10 ms–1, 
aaaaaaaaaaaaa 
 Než se vrátíme k obecnému tvaru rovnice (4.16), je nutné ještě objasnit, 
co rozumíme pod pojmy „velmi hluboká tekutina“ a „velmi mělká tekutina“. 
Za velmi hlubokou tekutinu považujeme takovou, pro kterou je h > 0,4 L. 
Potom se totiž fázová rychlost vnějších gravitačních vln na volné hladině 
takové tekutiny určená pomocí vztahu (4.26) liší od své přesné hodnoty 
určené pomocí vztahu (4.25) o méně než 0,5 %. Podobně, velmi mělká 
tekutina je taková, pro kterou je h < L/25. Tehdy se totiž fázová rychlost 
vnější gravitačních vln na volné hladině takové tekutiny určená pomocí 
vztahu (4.27) také liší od své přesné hodnoty určené pomocí vztahu (4.25) 
o méně než 0,5 %. 
 Věnujme nyní pozornost obecnému případu gravitačně střižných vln. Ze 
vztahu (4.16) vyplývá, že všechny poruchy s vlnovou délkou kratší než 
kritická vlnová délka Lk jsou instabilní (amplituda jedné poruchy se časem 
zvětšuje, druhá zmenšuje). Všechny ostatní vlny s L > Lk jsou stabilní. 
Kritickou vlnovou délku dostaneme, položíme-li výraz pod odmocninou 
v rovnici (4.16) roven nule: 
 

   
2

1 2 1 2

2 1 1 2 2

( )2
k

u uL
g a

ρ ρπ

1aρ ρ ρ ρ
−

=
− +

. (4.42) 

 

Čím větší je střih větru, tím je Lk větší, tzn. instabilita se „posouvá“ i do 
oblasti delších vln. Je-li  Lk = 0 a všechny poruchy jsou stabilní 
(je-li zároveň ρ 2 > ρ 1). Střih větru tedy proudění destabilizuje, ale vliv tíže 
je opačný – stabilizující (při ρ 2 > ρ 1). Pro krátké vlny (L < Lk) převládá 
nestabilizující vliv střihu větru, zatímco pro delší vlny (L > Lk) je domi-
nantní stabilizující působení zemské tíže. Při pevně zvolených hustotách 
a rychlostech proudění vede zvětšování tloušťek vrstev, nebo alespoň jedné 
z nich, k posunutí Lk ke kratším vlnovým délkám. To znamená, že se 
zvětšuje oblast stabilních vlnových délek. Jinými slovy to znamená, že 
gravitačně střižné vlny na rozhraní dvou tekutin mají tendenci být stabilní 

          , je 

1T  = 280 K, 2T  = 275 K, vychází LKH ≈1 800 m. 

1 2u u=
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vzhledem k hlubokým vrstvám a instabilní vzhledem k mělkým vrstvám 
tekutin. 
 

 
 

Obr. 4.1 Oblačnost formovaná při Kelvinově-Helmholtzově instabilitě. 
 

 
 

Obr. 4.2 Počítačová simulace vývoje Kelvinovy-Helmholtzovy instability. Čas t = 0 
představuje počáteční stav, kdy na sobě spočívají dvě vrstvy tekutiny, čas t = 1 představuje 

lineární stádium, kdy dochází k nepatrnému rozvlnění rozhraní obou tekutin. Časy t = 2 
a t = 3 reprezentují nelineární stadia vývoje instability. 

32 



 Kelvinovu-Helmholtzovu instabilitu můžeme pozorovat jak v labora-
torních podmínkách (viz například [8]), tak i v reálné atmosféře. Ve druhém 
případě je patrná z přítomnosti Kelvinových-Helmholtzových vln, v jejichž 
vrcholech vzniká při dostatečně vlhkém vzduchu typická oblačnost, která je 
znázorněna na obrázku 4.1. V anglosaské literatuře bývá taková oblačnost  
označována jako billow clouds, zatímco čeština pro ni speciálního označení 
neužívá. Naším přístupem jsme byli schopni zachytit pouze počáteční 
stadium vývoje Kelvinovy-Helmholtzovy instability, kdy se rozhraní obou 
tekutin formuje do tvaru jednoduchých vlnek o nepříliš velké amplitudě. 
Nelineární stadia jsou zachycena na obrázku 4.2 v bezrozměrných časech 
t = 2 a t = 3. 
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5 PERTURBAČNÍ STAVOVÁ 
A TERMODYNAMICKÁ ROVNICE 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nyní odvodíme perturbační stavovou a termodynamickou rovnici pro mo-
del, který byl formulován v kapitole 2. Jednak tím uzavřeme soustavu per-
turbačních rovnic zmíněného modelu (perturbační rovnice kontinuity byla 
uvedena rovněž v kapitole 2), jednak odvozené rovnice využijeme v úva-
hách v dalším textu. 
 Pro přehlednost zopakujme, že výsledné pole rychlosti proudění, tlaku, 
hustoty (popřípadě měrného objemu) a teploty jsme uvažovali ve tvaru 
 

( )u z + ( , , )u x z t′ , 
          ( , , )w x z t′ , 

( )p z + ( , , )p x z t′ , 
( )zρ + ( , , )x z tρ′ , 
( )T z + ( , , )T x z t′ , 

 

kde vodorovným pruhem jsou označeny veličiny popisující základní stav 
a svislou čarou malé odchylky od tohoto stavu, pro které platí u u′>> , 
            ,             ,               . Symbol „>>“ znamená „větší alespoň o jeden 
řád“. 
 Stavová rovnice základního stavu má tvar 
 

   p RTρ=  (5.1) 
 

a výsledný stav platí 
 

   ( ) ( )p p R Tρ ρ T′ ′+ = + + ′ , (5.2) 
 

což po roznásobení dává 
 

   p p R T R T R T R Tρ ρ ρ ρ′ ′ ′+ = + + + ′ ′ . 

p p′>> ρ ρ′>> T T ′>>
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V poslední rovnici zanedbáme čtvrtý člen na pravé straně. Přihlédneme-li 
navíc k rovnici (4.1), dostaneme po vydělení poslední rovnice p  
 

   p
p T

Tρ
ρ

′ ′ ′
= + . (5.3a) 

 

To je hledaný tvar perturbační stavové rovnice. Ještě poznamenejme, že 
kdybychom místo s hustotou ρ pracovali s měrným objemem α, získali 
bychom alternativní tvar perturbační stavové rovnice 
 

   p
p T

Tα
α

′ ′ ′
+ = . (5.3b) 

 

 Uvažujme termodynamickou rovnici (první hlavní větu termodynamic-
kou) ve tvaru 
 

   d 1 d d
d dp
T pc
t tρ
− =

d
sT
t

, (5.4) 

 

kde s značí měrnou entropii a cp měrné teplo při stálém tlaku. Do této 
rovnice dosadíme veličiny popisující výsledný (složený) stav: 
 

   d 1 1 d 1 (
d d1

p
T T pc w p T T
t z t pρ ρ

ρ

⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞⎛ ⎞∂′ ′+ − + = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ′∂ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦+⎜ ⎟
⎝ ⎠

d)
d
s
t

. (5.5) 

 

Totální derivaci podle času ve druhém sčítanci na levé straně poslední 
rovnice vyjádříme následovně: 
 

   

d d d1 1
d d d

d ,
d

p p p p p pp p w
t p p t t p z t p

pgw p
t p

ρ

⎡ ⎤′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂′+ = + + = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
′⎛ ⎞′= − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

d
d

p
′
=

 (5.6)

 

 

kde jsme použili rovnici hydrostatické rovnováhy pro základní stav a zaned-
bali poměr /p p′  ve srovnání s jedničkou ve členu, který stojí před derivací 

 Vydělíme-li rovnici (5.5)  , zanedbáme poměry           a  e 
srovnání s jedničkou a dosadíme vyjádření (5.6) do rovnice (5.5), obdržíme, 
s přihlédnutím k perturbační stavové rovnici (5.3a), 

           .             /′ vd / dp t T T T/ρ ρ′
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   d
d d

p
p d

c wT T pc R
t T T z t p t

γ d d
d
s′′ ′⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎛ ⎞ + + − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (5.7) 

 

kde jsme navíc využili, že 
 

   2

1 , d
T T T g
T z T z R

γ
′ ∂ ∂

<< ≡
∂ ∂

;  
 

γd představuje suchoadiabatický gradient teploty. Dosadíme-li do (5.7) zno-
vu pomocí (5.3a) a využijeme-li Mayerova vztahu cp = R + cv, získáme 
 

   d d
d d

pv
p d

p

c wc p Tc
t c p T z t

ρ γ
ρ

⎛ ⎞ ′′ ′ ⎛ ⎞∂
− + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

s . (5.8) 

 

Druhý sčítanec upravíme pomocí Poissonovy rovnice (definice potenciální 
teploty) 
 

   
/

0
pR c

pT
p

θ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (5.9) 

 

kterou logaritmicky derivujeme podle času 
 

   1 d 1 d d
d d p

T R
t T t c p t
θ

θ
= −

d
p , 

 

kde 
 

   d d,
d d
T T p pw w
t z t z

ρ∂ ∂ gw′ ′ ′= = = −
∂ ∂

. 
 

Tedy 
 

   1 d
d d

p

w w T w g w
t z T z T c T
θ θ γ

θ θ
′ ′ ′ ′ ⎛∂ ∂ ∂

= = + = +⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠

T
z
⎞
⎟ . (5.10) 

 

Označme 

   p

v

c
c

γ ≡ , (5.11) 

 

   2
0

g
z
θω

θ
∂

≡
∂

; (5.12) 
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ω0 představuje Brunt-Vaisalovu frekvenci. Dosazením výrazů (5.10), (5.11) 
a (5.12) do rovnice (5.8) získáme hledaný tvar perturbační termodynamické 
rovnice: 
 

   
2
0d 1 1 d

d dp

wp s
t p g c

ωρ
γ ρ

′′ ′⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠ t
. (5.13) 
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6 STABILITA VNITŘNÍCH GRAVITAČNÍCH 
(VZTLAKOVÝCH) VLN 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
V kapitole 4 jsme pojednávali o stabilitě vlnových pohybů v soustavě, která 
se skládala ze dvou tekutin s odlišnými hustotami, popřípadě rozdílnými 
rychlostmi proudění. Vzniklé vlny byly spojeny s diskontinuitou v poli hu-
stoty, popřípadě rychlosti proudění. Takové vlny je možné označit jako gra-
vitačně střižné. 
 V následující části budeme uvažovat vztlakové vlny v tekutině se 
spojitým průběhem hustoty v základním stavu, které vznikají rozdílným 
působením gravitace a vztlakových archimédovských sil na případné neho-
mogenity v rozložení hustoty. Tyto nehomogenity můžeme v rámci dříve 
představené perturbační teorie považovat za perturbace. Abychom zachovali 
návaznost na předešlé kapitoly knihy, použijeme model formulovaný v ka-
pitole 2, ale budeme uvažovat pouze vlny šířící se vertikálním směrem. 
Proto položme 0u = , . 0u′ =
 Perturbační pohybová rovnice ve vertikálním směru (2.4b) a perturbační 
rovnice kontinuity (2.4c) budou mít tvar 
 

   1w p g
t z

ρ
ρ ρ

′ ′ ′∂ ∂
= − −

∂ ∂
,  (6.1a) 

   0w
t z
ρ ρ′∂ ∂′+ =
∂ ∂

. (6.1b) 
 

K těmto dvěma rovnicím je třeba přidat rovnici třetí, neboť rovnice (6.1a) 
a (6.1b) obsahují tři nezávisle proměnné. Bude jí termodynamická rovnice 
(5.13) odvozená v předchozím textu. Navíc uvážíme předpoklad adiaba-
tičnosti probíhajících procesů, to znamená 
 

   
2
0d 1 0

d
wp

t p g
ωρ

γ ρ
′′ ′⎛ ⎞

− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Tuto rovnici ještě upravíme na vhodnější tvar. Totální derivaci podle času v 
poslední rovnici provedeme následovně: 
 

2 2

d 1
d

1 1 1

1 1 ,

p
t p

p p p pw w w w
p t z p z t z z

p
p t t

ρ
γ ρ

ρ ρ ρ ρ
γ ρ

ρ
γ ρ

′ ′⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠

′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′ ′= + − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

′ ′∂ ∂
≈ −

∂ ∂

ρ
≈  

 

kde jsme zanedbali všechny členy nelineární vzhledem k poruchám. 
Termodynamickou rovnici je pak možno psát ve tvaru 
 

   
2
01 0wp p p

t t g
ωργ γ

ρ
′′ ′∂ ∂

− +
∂ ∂

=

,

. (6.1c) 
 

Rovnice (6.1) tvoří soustavu tří parciálních diferenciálních rovnic pro tři 
neznámé. V souladu s metodou normálních modů hledejme její řešení ve 
tvaru 
 

   
 (6.2)

 

i( )

i( )

i( )

ˆ e ,
ˆ e ,
ˆ e

kz t

kz t

kz t

w w
p p

ω

ω

ωρ ρ

−

−

−

′ =

′ =

′ =
 

kde ω = kc značí kruhovou frekvenci. Dosazením řešení (6.2) do rovnic 
(6.1) přejde tato soustava parciálních diferenciálních rovnic na homogenní 
soustavu algebraických rovnic 
 

   

2
0

ˆˆ ˆi i

ˆˆ i 0

ˆˆ ˆi i

w kp g

w
z

p w p p
g

0,

,

0.

ωρ ρ
ρ ωρ

ωγρ ωρ ωγ ρ

− − =
∂

− =
∂

− + =  (6.3)

 

 
Z algebry je dobře známo, že tato soustava má netriviální řešení právě 
tehdy, když determinant sestavený z jejích koeficientů je roven nule. 
Tedy 
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2
0

i i

0 i

i i

k g

z

p p
g

ωρ
ρ ω

ωγρ ωρ ωγ

− −
∂ 0,− =
∂

−

 

 

což vede na frekvenční rovnici 
 

2
2 20 i 0p k p k g

g z z
ω ρ ργρ γ ρ ρ ω

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞− + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
= . 

 

Vyčleněním reálné a imaginární části z poslední rovnice obdržíme 
 

   2 g
z
ρω

ρ
∂

= −
∂

, (6.4) 
 

a zároveň 
 

   2
0

g
z
ρω

ρ
∂

= −
∂

, (6.5) 
 

Odkud je zřejmé, že k oscilacím tvaru (6.2) dochází s kruhovou frekvencí 
rovnou Brunt-Vaisalově frekvenci 0ω . Porovnáme-li výrazy (6.4), (6.5) 
a definici Brunt-Vaisalovy frekvence (5.12) vidíme, že  
 

   2 2
0

g g
z z
θ ρω ω

θ ρ
∂ ∂

= = = −
∂ ∂

. (6.6) 
 

Poslední rovnost ve vyjádření (6.6) pochopitelně obecně neplatí – je 
poplatná našemu modelu a vlastně je důsledkem toho, že naše tekutina je 
boussisquovská (více podrobností viz například [17]). 
 Je evidentní, že je-li  0 (resp.         > 0), je ω reálné číslo 
a porucha reprezentovaná výrazy (6.2) je stabilní. Naopak je-li   0 
(resp.             < 0) máme co do činění s instabilním případem vnitřních gra-
vitačních vln. 

            z >    
<

 
           

 Není obtížné nahlédnout, že z Posissonovy rovnice (v české odborné lite-

ratuře tradičně označované jako definice potenciální teploty) 
/

0
pR c

pT
p

θ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

/θ∂ ∂ / zρ∂ ∂
z/θ∂ ∂

/ zρ∂ ∂
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kde p0 = 1 000 hPa, při platnosti rovnice hydrostatické rovnováhy a využití 
stavové rovnice vyplývá, že 
 

   d
T

z
θ γ γ

θ
∂

= −
∂

, (6.7) 
 

kde γd =g/cp je suchoadiabatický teplotní gradient a /T zγ = −∂ ∂  je lokální 
teplotní gradient. Poté lze, vzhledem ke zmíněným teplotním gradientům, 
podmínky stability vyjádřit takto: 
 

   
instabilita,
stabilita.

d

d

γ γ
γ γ
> −

< −
 (6.8) 

 

Je-li γd=γ, hovoříme o indiferentním případě nebo indiferentním teplotním 
vertikálním zvrstvení prostředí. 
 Případ zmíněných vln jsme studovali eulerovsky, i když tradičně bývají 
vztlakové oscilace studovány metodou částice, tedy lagrangeovsky, kdy se 
odvozuje řešení pro výchylku vzduchové částice ve vertikálním směru z ro-
vnovážné polohy. Není obtížné si uvědomit, že oba přístupy jsou ekvi-
valentní. Představíme-li si totiž pod našimi perturbacemi vzduchovou 
částici*), pro její výchylku δ z z rovnovážné polohy ve stabilním případě 
podle (6.2) platí  
 

   0i( )d ˆ e
d

kz tz w w
t

ωδ −′= = . (6.9) 
 

Na tomto místě připomínáme, že fyzikální význam má pouze reálná část vý-
razu (6.9). Integrací poslední rovnice s počáteční podmínkou  = w0 
a užitím Eulerova vzorce  ostáváme pro výchylku vzdu-
chové částice z rovnovážné polohy v čase t výraz 

( 0w t′ = )
d                         i os i sinϕe c ϕ ϕ= +

 

   0
0

0

sin( )wz tδ ω
ω

= , (6.10) 

 

                                                 
*) Vzduchová částice (nebo obecně částice tekutiny) představuje abstrakci, pod kterou rozumíme určitý objem 

vzduchu (tekutiny), který splňuje následující požadavky: 
1. je dostatečně velký, abychom nemuseli uvažovat jeho molekulární strukturu, to znamená, že obsahuje 

řádově několik miliónů molekul vzduchu (tekutiny). To nám umožňuje uvnitř tohoto objemu dobře 
definovat veličiny jako je teplota, tlak atd.; 

2. je dostatečně malý2. je 

, abychom nemuseli uvažovat jeho molekulární strukturu, to znamená, že obsahuje 
řádově několik miliónů molekul vzduchu (tekutiny). To nám umožňuje uvnitř tohoto objemu dobře 
definovat veličiny jako je teplota, tlak atd.; 
dostatečně malý na to, abychom uvnitř tohoto objemu mohli zanedbat prostorové změny teploty, tlaku 
a dalších veličin, které nám dovolila uvnitř objemu zavést podmínka 1.; 

3. je tak malý, že při svém pohybu prostředím nevyvolává kompenzující pohyby ve svém okolí. 
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ze kterého je zřejmé, že vzduchová částice koná kolem své rovnovážné 
polohy harmonické oscilace s periodou T0=2π /ω0. Hodnota Brunt-Vaisa-
lovy frekvence se v atmosféře mění jak s výškou, tak s roční dobou; 
v troposféře klesá s výškou a je zde větší v zimě než v létě, nad troposférou 
se nemění monotónně [10]. Pro průměrné troposférické podmínky můžeme 
orientačně položit ω0≈1,2⋅10-2 s-1 [3]. Pak vychází T0 ≈ 8 minut. 
 Není obtížné se přesvědčit [4], že v případě / zθ∂ ∂ < 0, a přepíšeme-li 
navíc ω0 jako 
 

0
gi

z
θω

θ
∂

=
∂

, 

 

vychází pro výchylku δz 
 

   

0 e e

2

g gt t
z zw

z
g

z

θ θ
θ θ

δ
θ

θ

∂ ∂
−

∂ ∂
⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝=

∂
∂

⎠ . (6.11) 

 

Z prvního členu poslední rovnice vyplývá, že δ z roste exponenciálně s ča-
sem, což je jasný znak instabilní situace. 
 
Poznámka 1: v rovnici (6.1a) jsme mohli pro Boussinesquovskou tekutinu druhý výraz na 

pravé straně              nahradit členem obsahující potenciální teplotu            a zmíněnou 

rovnici psát ve tvaru 

gρ
ρ
′

− gθ
θ
′

 

1w p g
t z

θ
ρ θ

′ ′ ′∂ ∂
= − +

∂ ∂
. 

 

Oprávněnost takové záměny vyplývá z následujících úvah. Logaritmickým derivováním 
Poissonovy rovnice (definice potenciální teploty)          odle z dostáváme                    p
 

1 d 1 d d
d d p

T R
z T z pc z
θ

θ
= −

d
p . 

 

Ze stavové rovnice p RTρ=  vyplývá 
 

1 d 1 d 1 d
d d d
T p

T z p z z
ρ

ρ
= − . 

( ) /
0

pR cpT pθ =
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Kombinace posledních rovnic vede na 
 

1 d 1 d d
d d

v

p

c p
z p c z dz
θ ρ ρ

θ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞
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, 

 

2 ( / )( / )s p vc c c p ρ=  je kvadrát rychlosti zvuku. Tedy 
 

2

1 d 1 1 d d
d ds

p
z zc dz
θ ρ

θ ρ
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 

Vezmeme-li v úvahu, že pohyby v atmosféře i rychlost šíření gravitačních vln v atmosféře 
jsou menší než rychlost šíření zvuku, redukuje se poslední rovnice na 
 

1 d 1 d
d dz z
θ ρ

θ ρ
= − . 

 

Identifikujeme-li nyní dθ  a dρ s perturbacemi θ ′ a ρ′ objasňuje se nám oprávněnost 

záměny             za        z počátku této poznámky.     
 
 

gρ
ρ
′

− gθ
θ
′

    43 



7 NELINEÁRNÍ ZOBECNĚNÍ METODY 
ČÁSTICE 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Stabilita vertikálního zvrstvení atmosféry bývá tradičně studována metodou 
částice. Tuto metodu můžeme v prvním přiblížení použít ke zhodnocení 
možnosti vývoje konvektivních vertikálních pohybů. Úvahy spojené s kla-
sickou metodou částice jsou meteorologické veřejnosti dobře známé a vedou 
vlastně na závěry, které jsme uváděli v předešlé kapitole o vnitřních gravi-
tačních (vztlakových) vlnách. Citujme na tomto místě tedy pouze výcho-
diska a některá fakta související s klasickou metodou částice s tím, že 
podrobné odvození je publikováno v [4] nebo v české odborné literatuře 
například v [5] nebo [18].  
 Označíme-li veličiny, které vztahujeme ke vzduchové částici indexem p, 
zatímco veličiny popisující stav okolního vzduchu ponecháme bez indexu, 
a předpokládáme-li, že 
 a) tlak uvnitř vzduchové částice pp se vždy přizpůsobuje okolnímu tlaku p, 
tzn. pp = p, 
 b) vzduchová částice se pohybuje adiabaticky, takže se nemění její po-
tenciální teplota θp, 
vyplývá z těchto podmínek, že 
 

   p

p

T
T

pθρ
ρ θ

= = . (7.1) 

 

Pro zrychlení vzduchové částice po jejím vychýlení z rovnovážné polohy, 
ve které splývá se svým okolím, platí 
 

   
2

2

d d
d d

p p p

p

w T Tz g g g
t t T

pρ ρ θδ θ
ρ θ
− − −

= = = = . (7.2) 
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Po přijetí dalšího předpokladu, že výchylka δ z vzduchové částice je natolik 
malá, že můžeme rozdíl potenciálních teplot θ – θp ve výšce δ z nad 
rovnovážnou polohou aproximovat prvním členem Taylorova rozvoje 
 

p z
z
θθ θ δ∂⎛ ⎞− = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

, 
 

dostáváme diferenciální rovnici pro výchylku δ z: 
 

   
2

2

d 0
d

z g z
t z
δ θ δ

θ
∂

+ =
∂

. (7.3) 
 

Její rozbor pak vede na závěry zmiňované v závěru kapitoly o stabilitě 
vnitřních gravitačních (vztlakových) vln, a to na kritéria (6.8). 
 Nyní prozkoumejme pohyb vzduchové částice znovu, důkladněji, a to v pří-
padě, kdy již není výchylka δ z tak malá, že bychom mohli zanedbat 
nelineární efekty, respektive použít prvního členu Taylorova rozvoje k vyjá-
dření rozdílu θ – θp [4]. Považujme nadále pohyb vzduchové částice za adia-
batický, takže můžeme první hlavní větu termodynamickou pro vzduchovou 
částici psát ve tvaru 
 

   
d d 0
d d

p
p p

T pc
t t

α− = . (7.4) 
 

Dále předpokládejme, že lokální časová změna tlaku a změna tlaku způso-
bená horizontální advekcí je zanedbatelná. Za stálé platnosti předpokladu a) 
máme pro individuální změnu tlaku vzduchové částice: 
 

   
d d
d d

p
p

p p pw g
t t z pwρ∂
= = = −

∂
, (7.5) 

 

kde jsme využili předpokladu, že prostředí obklopující vzduchovou částici 
splňuje rovnici hydrostatické rovnováhy. Z kombinace posledních dvou 
rovnici vyplývá, že 
 

   
d

0
d

p
p p p

T
c gw

t
α ρ= = . (7.6) 

 

Uvážíme-li navíc vztah (7.1), můžeme poslední rovnici přepsat do tvaru 
 

   
d
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d

p p
p p

T T
c gw
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    45 



Rovnici (7.2) ještě můžeme uvést ve vhodnějším vyjádření 
 

   0p pdw T T
g

dt T
−

− = . (7.8) 
 

Vztahy (7.7) a (7.8) tvoří systém rovnic pro vertikální rychlost wp (a tedy 
zároveň výchylku δ z) vzduchové částice, která se pohybuje atmosférou 
o libovolném teplotním profilu T(z). 
 Předpokládáme-li, že teplota okolí vzduchové částice T je pouze funkcí 
vertikální souřadnice z, můžeme z posledních dvou rovnic eliminovat teplo-
tu Tp. Dostáváme: 
 

   ( ) ( )
2

2

d d
0

d d
p p p p

d d

w w w w g
t T t T

γ γ γ γ+ − + − = . (7.9) 
 

Integrací (7.9) obdržíme: 
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0 0

d ddd e e
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d d
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T Tp pw w g

t t T
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Vynásobením této rovnice rychlostí wp a přeskupením jednotlivých členů 
máme 
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Zaveďme nyní počáteční podmínky. Nechť v čase t = 0 je rychlost vzducho-
vé částice wp=0 a její zrychlení nechť je konečné, tedy dw2/dt = wdw/dt = 0. 
Provedením integrace s těmito počátečními podmínkami dostáváme 
výsledek 
 

  
( )

( )
( )

0 0

2 2d d2

0

d 2e e d
d

t
p p

d d
w w

t
T Tp p

d

dw w gw
t d T

τ

γ γ τ γ γ τ

γ γ
τ

′− − −⎡ ⎤∫ ∫⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ τ . (7.12) 

 

Z něho je zřejmé, že je-li γd < γ  po celé trajektorii vzduchové částice od 
jejího počátečního bodu, jsou oba členy na pravé straně rovnice (7.12) 
kladné a kinetická energie vzduchové částice roste. To tedy znamená, že 
nerovnost γd < γ zajišťuje instabilitu. Naopak předpokládáme-li stabilní 
situaci, pak musí být 
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   ( )
2 2d 0

d
p

d

ww
t T

γ γ⎛ ⎞ − − <⎜ ⎟
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 (7.13) 
 

alespoň podél části trajektorie vzduchové částice, a proto alespoň někde 
musí být γd >γ. Podrobnějším rozborem jsme tedy získali naprosto identická 
stabilitní kritéria (6.8) jako jednodušší analýzou. To nebývá příliš častá 
situace, naopak pečlivější rozbor, zejména zahrnutí nelineárních vlivů, spíše 
vede na poněkud modifikovaná stabilitní kritéria [4]. To v dalším textu bude 
dobře dokumentováno při vyšetřování například inerční instability. 
 
 

    47 



8 KRITICKÉ RICHARDSONOVO ČÍSLO 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V předchozích kapitolách, kde jsme pojednávali o stabilitě gravitačně střiž-
ných vln, proti sobě působily dva faktory: stabilizující vliv zemské tíže (při 
stabilním vertikálním zvrstvení v tekutině) a destabilizující vliv střihu větru 
(gradient rychlosti proudění). 
 Vhodným parametrem, který zahrnuje oba faktory, je Richardsonovo 
číslo, nazývané též Richardsonovo číslo v gradientovém tvaru, definované 
jako 
 

   
2
0

2Ri
u v
z z

ω
=

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 . (8.1) 

 

Za předpokladu vzájemné rovnosti koeficientů turbulentní difúze pro hyb-
nost a pro teplo toto číslo vyjadřuje poměr mezi termickou produkcí (nebo 
zánikem) kinetické energie a produkcí této energie z mechanických příčin 
[18]. V meteorologii se tohoto čísla proto používá k hodnocení stupně 
možnosti rozvoje konvektivních a turbulentních pohybů vzduchu v atmos-
féře. Za mezní případ bychom mohli mylně označit stav, kdy je veškerá 
mechanicky generovaná kinetická energie při stabilním teplotním zvrstvení 
okamžitě spotřebována. Této situaci by odpovídala hodnota Richardsonova 
čísla Ri =1. Jak ukážeme v dalším textu, není takováto interpretace zcela 
správná, a hraniční, mohli bychom říci kritická, hodnota Richardova čísla je 
rovna číslu 1/4. 
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8.1 Klasické odvození Milesova-Howardova teorému 
 
Nyní odvodíme stabilitní kritérium vztažené k tomuto číslu pro model 
tekutiny zavedený v kapitole 2. To znamená, že uvažujeme nestlačitelnou 
tekutinu v rovině xz, jejíž výsledný stav je popsán veličinami,           , w′, 
               ,               ,                . Pro takovou tekutinu jsme odvodili rovnici 
(3.4), do které pomocí (6.6) zavedeme Brunt-Vaisalovu frekvenci ω0, 
                . Tedy 

( )u z u′+
( )p z p′+ ( )zρ ρ′+ ( )T z T ′+

 

2
0 / gδ ω=

2 22 2
2 2 0 0

02 2

ˆ ˆd d d dˆ ˆ( ) ( )
d d d d

u uu c k u c
z g z z g z

ω ωψ ψ 2 ˆψ ψ ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− − − − − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ψ . 

 

Poslední rovnici je pro další úvahy možné převést na výhodnější tvar 
 

2
2 2 0

2

ˆd d d dˆ ˆ( ) ( ) ( )
d d d d

uu c u c k u c
z z z z k

ωψρ ψ ρ ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
2 0.ψ =   (8.2a) 

 

Při úpravě jsme použili 
 

2

2

ˆ ˆd d d d d
d d d d dz z z z z

ˆψ ρ ψ ψρ ρ⎛ ⎞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
 

Předpokládejme dále, že tekutina je ohraničena neprostupnými hranicemi 
rovnoběžnými s osou x ve vzdálenostech z = d, z = –d. K rovnici (8.2a) je 
třeba přidat vhodné okrajové podmínky, které by vyjadřovaly, že normálová 
složka rychlosti proudění k zavedeným neprostupným hranicím je nulová. 
To znamená, že 
   ˆ ( ) 0dψ ± = . (8.2b) 
 

Definujme novou funkci F(z) vztahem 
 

   ˆ ( ), ( )F z u cψ ≡ Ω Ω ≡ − . (8.3) 
 

Dosadíme-li (8.3) do (8.2), obdržíme 
 

( )
2

2 3/ 2 2 20
2

d d d 0
d d d

duF F k F
z z z dz k

ωρ ρ
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞Ω Ω −Ω + −Ω Ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ = , (8.4a) 

 

   ( ) 0F dΩ ± = . (8.4b) 
 

Nyní rovnici (8.4a) vynásobme Ω–3/2F 
*, kde F 

* značí funkci komplexně 
sdruženou k funkci F: 
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( )
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u kF F F F
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ωρρ ρ
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞Ω Ω − + −Ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ Ω⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= . (8.5) 

 

Přitom jsme použili *F F F= ⋅ . 
Dále integrujme rovnici (8.5) podél z od –d do +d: 
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2 2
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d d

d d

d
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uF F z F
z z z z

k F z
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∫ ∫

∫  (8.6)

 

 

První integrál na levé straně v (8.6) označme I a upravme integrací per 
partes: 
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 (8.7)

 

 

Integrál na pravé straně v (8.7) upravíme pomocí 
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na tvar 
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což po dosazení do (8.7) dává 
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50 



Poslední sčítanec v (8.8) integrujme per partes 
 

2
2 2d1 d 1 d 1 d dd d

2 d d 2 d 2 d d

dd d

dd d

Fu uz F F
z z z z z

ρ ρ ρ
−− −

u z⎡ ⎤ ⎛= − ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎞

⎣ ⎦ ⎝∫ ∫ ⎠
. 

 

Uvážíme-li okrajovou podmínku (8.4b), poslední rovnice i výraz (8.8) se 
zjednoduší: 
 

2
2 21 d d d 1 dd d

2 d d d 4 d

d d

d d

u F uI F z F z
z z z z

ρ ρ
− −
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Dosazením tohoto vyjádření do (8.6) dostaneme 
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∫ ∫
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Ve druhém integrálu v (8.9) jsme použili 2*1/ /Ω = Ω Ω . Dosadíme-li do 
rovnice (8.9) za fázovou rychlost c = cr+ici a vyčleníme-li z této rovnice 
imaginární část, získáme 
 

   
2 2
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            , p

. (8.10) 

 

Jsou dvě možnosti jak zaručit platnost poslední rovnice: 
 
 a) je-li         ak musí být ci = 0 a námi uvažovaná porucha je 

tedy stabilní, 

   
2

0 4
u
z

∂
∂⎝ ⎠

2 1ω ⎛ ⎞≥ ⎜ ⎟

 b) je-li ci ≠ 0, porucha je tedy instabilní, a pak musí být                        pro 
nějaké z mezi – d a d. 

2
2
0

1
4

u
z

ω ∂⎛ ⎞< ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
Možnost a) vlastně vyjadřuje postačující podmínku stability, zatímco vari-
anta b) představuje nutnou podmínku instability našich poruch. Je-li /u z∂ ∂  
≠ 0 můžeme s přihlédnutím k definici Richardsonova čísla (8.1) uvedené 
podmínky psát ve tvaru: 
 a) postačující podmínka stability je              pro všechna z mezi – d a d, 
 
 b) nutná podmínka instabilita je              někde mezi – d a d. 

1
4

Ri ≥
1
4

Ri <
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Tyto podmínky jsou předmětem tvrzení tzv. Milesova-Howardova teorému 
[19,20] a hodnotě, kdy je Richardsonovo číslo rovné 1/4, můžeme říkat 
kritická, tedy  
 

1
4kRi = . 

 

Na tomto místě je třeba ještě poznamenat, že Milesův-Howardův teorém 
bývá tradičně odvozován ze zjednodušeného tvaru rovnice (3.4), a to 
z Taylorovy-Goldsteinovy rovnice (3.5). Ukázali jsme, že je možné jeho 
odvození provést i za obecnějších podmínek. 
 
 
8.2 Odvození Milesova-Howardova teorému na základě 

 energetických úvah a metody částic 
 
Ke stejným závěrům o kritické hodnotě Richardsonova čísla můžeme dospět 
méně formálními úvahami založenými na metodě dvou částic a energe-
tických vztazích [4]. Uvažujme dvě vzduchové částice, které se na počátku 
nacházejí v nepříliš vzdálených hladinách z0 a z0 + Δ z a které jsou v tomto 
počátečním stavu v rovnováze se svým okolím, mají tedy stejnou hustotu ρ, 
potenciální teplotu θ a rychlost proudění U jako okolní vzduch (viz obrázek 
8.1). Je-li Δ z dostatečně malé, můžeme potenciální teplotu, hustotu a ry-
chlost proudění v okolí vzduchové částice v hladině z0 + Δ z vyjádřit pomocí 
prvních členů Taylorova rozvoje 
 

   0 0 0
0

( ) ( )z z z z
z
θθ θ θ∂⎛ ⎞

0 zθ ′+ Δ = + Δ ≡ + Δ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, (8.11) 

 

   0 0 0
0

( ) ( )z z z z
z
ρρ ρ ρ ρ∂⎛ ⎞

0 z′+ Δ = + Δ ≡ − Δ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, (8.12) 

 

   0 0 0
0

( ) ( ) UU z z U z z U U z
z

∂⎛ ⎞
0′+ Δ = + Δ ≡ + Δ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. (8.13) 

 
Předpokládáme-li, že výměna poloh částic je adiabatická a tlak částic se 
přizpůsobuje okolnímu tlaku, vyplývá z Bernoulliovy rovnice (viz například 
[21]), že při takovém procesu se zachovává součet kinetické energie, po-
tenciální energie a entalpie soustavy tvořené oběma vzduchovými částicemi. 
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 Vypočtěme nejprve, jak se změní výměnou polohy vzduchových částic 
jejich potenciální energie. Před výměnou je potenciální energie P rovna 
 

  
[ ]0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ( )

2 (

P g z z z g z z z z

g z z z z z

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

′= + + Δ = ⎡ + − + Δ Δ ⎤ =

) .
⎣ ⎦

′= ⎡ + Δ −Δ + Δ ⎤⎣ ⎦  (8.14)
 

 

 
 

Obr. 8.1 Schématické znázornění vzájemné výměny poloh  
dvou vzduchových částic mezi hladinami z1 a z2 

 

Vnímavý čtenář si jistě všiml, že index 0 vztahujeme k hladině z0 zatímco 
index 1 k hladině z0 + Δz tak, jak je naznačeno na obrázku 8.1. Abychom 
vyjádřili potenciální energie poté, co si částice vymění pozice, je nutné znát, 
jak se změní jejich hustoty. Z Poissonových rovnic napsaných pro vzdu-
chové částice (index p) a okolní vzduch (index e) 
 

/ /

0 0,
p pR c R c

p p e e
p pT T
p p

θ θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 
 

stavových rovnic 
 

,p p ep RT p R eTρ ρ= =  
 

a platnosti výše uvedených předpokladů vyplývá, že 
 

   p p e eθ ρ θ ρ= . (8.15) 
 
Hustota vzduchové částice, která se z původní hladiny z0 přemístí do hla-
diny z0 + Δ z, je rovna 
 

  0 0 0 0* 0 01 1
1 0

0 0

( )( )z z
z

θ θ ρ ρ ρ θθ ρρ ρ
θ θ

′ ′+ Δ − Δ
0

0

zρ
θ

′
′= = = Δ + Δ , (8.16) 

 

kde jsme zanedbali člen obsahující (Δ z)2, protože je řádově menší než členy 
zbývající. To je také konzistentní s tím, že jsme uvažovali jen první členy 
Taylorova rozvoje ve vztazích (8.11) až (8.13). Vzduchová částice, která 
přejde z hladiny z0 + Δ z do hladiny z0 bude mít ve své nové poloze hustotu 
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1 00
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θ

⎛ ⎞′
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kde jsme opět zanedbali nelineární členy a dále použili pravidel pro počítání 
s malými čísly. Konečně tedy můžeme pro potenciální energie vzduchových 
částic, poté co si vymění polohy, psát 
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Změna potenciální energie vyvolaná změnou polohy vzduchových částic je 
rovna 
 

   * 2
0

0

1 ( ) ( )P P P g z z
z
θρ ρ

θ
∂⎛ ⎞Δ = − = Δ = Δ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2 2
0 0ω . (8.19) 

 

 Jednoduchým způsobem se můžeme přesvědčit, že entalpie soustavy 
obou částic se výměnou poloh obou částic nezmění, protože závisí jen na 
tlaku v okolí obou částic. Entalpie před výměnou poloh je totiž rovna 
 

   0 0 1 1 0 1(p
p p

c
H c T c T p p

R
ρ ρ= + = + )  (8.20) 

 

a po výměně 
 

   * * * * *
1 1 0 0 0 1(p

p p

c
H c T c T p p )

R
ρ ρ= + = + , (8.21) 

 

kde jsme využili stavové rovnice. 
 Věnujme nyní pozornost kinetické energii soustavy obou vzduchových 
částic, případně její změně. Zaměřme se nejprve na kinetickou energii spo-
jenou s horizontálním pohybem obou částic. Za dodatečného předpokladu, 
že jsou pro kinetickou energii ve vrstvičce o tloušťce Δ z podstatnější změny 
rychlosti proudění než změny hustoty, je kinetická energie před výměnou 
rovna 
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 2 2 2 2 2 20
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1( ) ( ) (
2 2HK U U U z U U U z U zρ ρ )⎡ ⎤′ ′⎡ ⎤= + + Δ = + Δ + Δ⎣ ⎦ ′⎢ ⎥⎣ ⎦

. (8.22) 
 

K výpočtu kinetické energie     spojené s horizontálním pohybem vzdu-
chových částic po výměně jejich poloh je nutné znát nové horizontální 
rychlosti obou částic. Je-li        , je zřejmé, že vzduchová částice, která 
přejde z nižší hladiny do vyšší, bude urychlována, zatímco vzduchové čá-
stice, která se přemístí z vyšší hladiny do nižší, bude zpomalována. Dutton 
[4] zavádí předpoklad, že vzduchové částice nepřizpůsobují svojí horizon-
tální rychlost rychlosti okolního vzduchu okamžitě, nýbrž rychlost vzdu-
chové částice v nové poloze je rovna průměrné rychlosti proudění okolního 
vzduchu ve vrstvičce, kterou vzduchová částice při přemístění prošla. Podle 
tohoto předpokladu tedy bude mít vzduchová částice, která přejde z polohy 
z0 do pozice z0 + Δ z, horizontální rychlost 

*
HK

0 0U ′ >

 

( )0 0 0 0 0
1 1
2 2

U U U z U U z′ ′+ + Δ = + Δ  
 

a částice přemístěná z polohy z0 + Δ z do pozice v hladině z0 bude mít 
stejnou rychlost, neboť projde stejnou vrstvou vzduchu. Kinetická energie 
horizontálního pohybu po výměně obou vzduchových částic je tedy 
 

  
2

* 20
0 0 0 0 0 0 0

1 (2( ) ( )
2 2 4H

zK U U z U U U z Uρ ρ 2 )⎡ ⎤Δ⎡ ⎤′ ′ ′ ′= + Δ = + Δ +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (8.23) 

 
a změna této energie vyvolaná výměnou pozice vzduchových částic je rovna 
 

   
2

* 2
0 0

( )( )
4H
zK K K Uρ Δ′Δ = − = − . (8.24) 

 
Z posledního vztahu je patrné, že uvedená část kinetické energie po výměně 
pozice obou částic klesá.  
 Označme kinetickou energii spojenou s vertikálním pohybem obou částic 
před výměnou jejich poloh Kv a po výměně      . Podle Bernoulliovy rov-
nice, s přihlédnutím k (8.20) a (8.21), musí za výše uvedených předpokladů 
platit 

*
vK

 

   
2

* * 2
0 0

0

1 ( )
4v v H v

UK K P K K z
z

ρ ω
⎡ ⎤∂⎛ ⎞= + Δ + Δ = + − Δ⎢ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

2⎥ . (8.25) 

 

    55 



Na tomto místě si uvědomme, co rozumíme stabilitou naší soustavy dvou 
vzduchových částic. Za stabilní situaci můžeme označit stav, při kterém 
výměna vertikálních poloh obou vzduchových částic způsobí pokles jejich 
kinetické energie. To vyžaduje, aby      nepřevyšovalo Kv. Docházíme tak 
k postačující podmínce stability 

*
vK

 

   
2

*
0 0

0

1 ( ) 0
4v v

UK K z
z

ρ ω
⎡ ⎤∂⎛ ⎞− = − Δ ≤⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 , (8.26) 

 

kterou můžeme s přihlédnutím k definici Richardsonova čísla (8.1) psát jako 
Ri ≥ 1/4. Naopak, nutnou podmínkou instability je nerovnost Ri < 1/4. 
Dostali jsme tedy stejné podmínky, jaké jsou předmětem tvrzení Milesova-
Howardova teorému, které jsme odvodili v oddíle 8.1. 
 Před zveřejněním uvedeného teorému uváděli různí autoři na základě po-
zorování odlišné hodnoty kritického Richardsonova čísla, při kterých se 
v atmosféře objevují konvektivní a turbulentní pohyby vzduchu. Citujme 
tyto empirické výsledky, tak jak je uvádí Belinskij [24]: 
 

Richardson – 1, 
Prandtl – 1/2, 
Taylor     – 1/4, 
Tollmien – 1/24, 
Sverdrup – 1/11. 
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9 STABILITA RAYLEIGHOVY-BÉNARDOVY 
KONVEKCE 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

V předchozích kapitolách jsme dosud studovali konvektivní vertikální pohy-
by v prostředí bez vnitřního tření (vazkosti) tekutiny. Pro rozvoj vertikálních 
pohybů pak byla rozhodující vzájemná souhra gravitačních a archimédov-
ských vztlakových sil. V následující části textu vezmeme do úvahy rovněž 
viskozitu prostředí. Do pohybové rovnice ve vektorovém tvaru (2.1a) je pak 
třeba za sílu tření fr dosadit (viz například [2] nebo [4]). 
 

   21 1( ) (
3r μ λ μ

ρ
)⎡ ⎤= ∇ + + ∇ ∇⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

f v v . (9.1) 
 

Ve složkovém vyjádření pak mají pohybové rovnice, kterým pro viskózní 
tekutinu říkáme Navierovy-Stokesovy, tvar 
 

  1311 12d 1
d
u u u u uu v w
t t x y z x y z

σσ σ
ρ
⎛ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = + +⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎞
⎟ , (9.2a) 

 

  2321 22d 1
d
v v v v vu v w
t t x y y x y z

σσ σ
ρ
⎛ ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = + +⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎞
⎟ , (9.2b) 

 

  31 32 31d 1
d a
w w w w wu v w g
t t x y z x y z

σ σ σ
ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
, (9.2c) 

 

kde ga představuje gravitační zrychlení a σij jsou složky tenzoru napětí 
 

  2 div div , , 1, 2,3
3

ji
ij ij ij ij

j i

vvp i
x x

σ δ μ δ λδ
⎛ ⎞∂∂

= − + + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
v v j . (9.3) 

 

V uvedeném vyjádření označujeme složky rychlosti proudění u = v1, v = v2, 
w = v3 a osy x = x1, y = x2, z = x3. Parametry μ a λ postupně představují 
koeficient dynamické vazkosti a druhou vazkost. Z rovnic (9.2) je patrné, že 
neuvažujeme rotaci Země. 
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 O tom, zda se ve vrstvě tekutiny, jejíž spodní vrstvu udržujeme teplejší 
než svrchní, a ve které se uplatňuje kromě viskozity i vedení tepla, rozvine 
konvekce, rozhoduje velikost takzvaného Rayleighova čísla Ra, přesněji 
řečeno, zda jeho velikost překročí kritickou hodnotu Rak. Poté hovoříme 
o konvektivní instabilitě. Rayleighovo číslo je definováno vztahem 
 

   4agRa Hα γ
κν

=  (9.4) 
 

a jedná se tedy o bezrozměrný parametr, který vyjadřuje vztah mezi 
destabilizujicím vlivem vztlakových sil na jedné straně a stabilizujícím 
vlivem viskozity a vedení tepla v tekutině na straně druhé. Bližší podrob-
nosti o fyzikální interpretaci Rayleighova čísla uvádíme v poznámce 2. Ve 
vztahu (9.4) představuje H tloušťku studované vrstvy tekutiny a α, κ, ν 
popisují její fyzikální vlastnosti. Jmenovitě je α koeficient teplotní roztaž-
nosti, κ koeficient teplotní vodivosti a ν kinematická vazkost. Parametr γ  je 
teplotní gradient ve vrstvě H, tedy 0 1d d ( ) /T z T T Hγ = − = − , kde T0 před-
stavuje teplotu spodní a T1 horní vrstvy vzduchu (pro konvekci je nutné, 
nikoliv postačující, aby T0 > T1). 
 Uvedené číslo nese pojmenování po lordu Rayleighovi, který naznačený 
problém konvekce řešil poprvé kvantitativně v roce 1916, i když ještě před 
ním jej z hlediska experimentálního studoval Bénard v roce 1900*). Z tohoto 
historického důvodu často místo o konvektivní instabilitě hovoříme 
o Rayleighově-Bénardově instabilitě. 
 Kritická hodnota Rayleighova čísla Rak závisí na uspořádání modelu či 
experimentu, zejména na okrajových podmínkách. V následujícím textu od-
vodíme vztah pro kritické Rayleighovo číslo pro tekutinu, jejíž spodní i hor-
ní hranice jsou tvořeny volnou hladinou. Mohlo by se zdát, že uvažování 
spodní hranice tekutiny jako volné hladiny je poněkud nefyzikální, ale k ta-
kovému uspořádání nás vedou historické důvody (použil jej právě 
Rayleigh). Navíc bylo ukázáno [25], že volnou spodní hladinu tekutiny lze 
modelovat i experimentálně pomocí vrstvy tekutiny s mnohem menší visko-
zitou než jakou má tekutina ve vrstvě H.  
 V této kapitole také použijeme techniky často užívané v geofyzikální 
hydrodynamice, a to postupu, kdy skutečné proměnné převedeme na jejich 
bezrozměrné tvary. Z tohoto důvodu budeme označovat ve zbývající části 
této kapitoly skutečné proměnné dolním indexem „*“, tedy * *, ,pv atd. 

                                                 
*) Konvektivní instabilita byla poprvé popsána Jamesem Thomsonem (bratrem lorda Kelvina) v roce 

1882. 
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Uvažujme tedy vrstvu tekutiny o tloušťce H, jejíž spodní hladinu umístěnou 
ve výšce            udržujeme při stálé teplotě     , zatímco horní volnou hladi-
nu ve výšce         udržujeme při stálé teplotě     . Uspořádání modelu je 
znázorněno na obrázku 9.1. Problematiku Rayleighovy-Bénardovy konvek-
ce v prvním přiblížení dobře popisují hydrodynamické rovnice v Boussi-
nesquově aproximaci. Ačkoliv v odborné literatuře existuje několik mírně 
odlišných verzí této aproximace (viz například [8,11,26,27]), jejich spo-
lečným rysem je skutečnost, že hustotu tekutinu považujeme za nepříliš 
proměnnou kolem její referenční hodnoty    , kromě členu v pohybových 
rovnicích, ve kterém se vyskytuje u gravitačního zrychlení. A dále předpo-
kládáme, že rovnici kontinuity uvažujeme ve tvaru platném pro nestlači-
telnou tekutinu. Výchozí hydrodynamické rovnice v Boussinesquově apro-
ximaci potom mají tvar 

* 0z = *0T
*z H= *1T

*0ρ

 

   [ ]* *0 * *01 ( )T Tρ ρ α= − − , (9.5a) 
 

 2* *
* * * * * *0

* 0

( ) ( )a a
p g z g T T

t
α

ρ
⎛ ⎞∂

+ ⋅∇ = −∇ + + − + ∇⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v v v v k v*ν , (9.5b) 

 

   * 0∇⋅ =v , (9.5c) 
 

   2*
* *

*

T T
t

κ∂
*T+ ⋅∇ = ∇

∂
v . (9.5d) 

 

Abychom se vyhnuli dvojznačnosti, připomínáme, že v této kapitole α ozna-
čuje koeficient teplotní roztažnosti, nikoliv měrný objem. Vektor k před-
stavuje jednotkový vertikálně orientovaný vektor ve směru souřadnicové 
osy . *z

 

 
 

Obr. 9.1 Schématické uspořádání modelu  
pro studium Rayleighovy-Bénardovy konvekce. 

 

 Základní stav nechť odpovídá klidovému stavu, to znamená 
 

  2
* * *0 * * *0 *0 * *

10, ,
2aT T z p p g z zγ ρ ⎛= = − = − −⎜

⎝ ⎠
αγ ⎞

⎟v , (9.6) 
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kde průměrný teplotní gradient ve vrstvě H v klidové stavu                     
můžeme vyjádřit jako                           . Na tento základní stav nechť jsou 
dále superponovány poruchy v poli rychlosti proudění, teploty a tlaku 
               ,                 a                 . Výsledný stav tedy můžeme psát ve tvaru 

* *d dT zγ = −
*0 *1( )T T Hγ = −

* * *( , )p t′ x
 

* * *( , )t′v x * * *( , )T t′ x

  * * * * * * * * * * * * * * *( , ), ( ) ( , ), ( , )t T T z T t p p p t′ ′= = + = +v v x x x′ . (9.7) 
 

Obvyklým postupem, kdy výchozí rovnice (9.5) napíšeme pro základní stav, 
poté pro výsledný stav, a tyto rovnice linearizujeme vzhledem k perturbacím 
(poruchám), dostaneme pohybovou rovnici, rovnici kontinuity a termody-
namickou rovnici pro poruchové veličiny 
 

   2*
* *

* *0

1
ap g T

t
α ν

ρ
′∂

*′ ′= − ∇ + + ∇
∂
v k ′v , (9.8a) 

 

   * 0′∇ ⋅ =v , (9.8b) 
 

   *
*

*

T w
t

γ κ *T
′∂ ′ ′− = ∇

∂
. (9.8c) 

 

Poznámka 2: známe-li zákonitosti, kterými se řídí náš model konvekce, můžeme dát 
Rayleighovu číslu přesnější interpretaci [11]. Je-li pro rozvoj vertikálních pohybů 
v tekutině limitujícím faktorem viskozita prostředí, můžeme z rovnováhy mezi vztlakovou 
sílou   ózního tření  hadnout 
rychlost vertikálních rychlostí při konvekci: 

                                  a silou visk od                                  , 

 

2**
* *2

a
a

g Twg T w
H

αν
α

ν
Δ

Δ ≈ ⇒ ≈ H

              
P

. 
 

Tok tepla zprostředkovaný samotnou konvekcí přibližně vyjádříme jako   
    ,  zatímco pro tok tepla vedení můžeme psát     oměr 
posledních dvou toků tepla, to znamená poměr množství tepla přeneseného konvekcí ku 
množství tepla zprostředkovaného vedením, je Rayleighovo číslo 

          
                                                   . 

 
2 2

*

3 4*

*

a

a a

g T H
g T g

Ra H H
T

H

α
α αν

κ νκ νκ

Δ
Δ

= = =
Δ

γ
, 

 

kde jsme využili skutečnosti, že * /T Hγ = Δ . Ve výsledku jsme tedy dostali stejnou 
formuli jako (9.4), kterou jsme Rayleighovo číslo definovali. Tím jsme objasnili jeho 
fyzikální význam. 
 

 Po cimrmanovském kroku stranou se vraťme zpět k rovnicím (9.8). Podle 
zmíněného postupu do nich zaveďme bezrozměrné proměnné vztahy 
 

* *0 *a ag g Tρ ρ α′ ∼− Δ 2 2 2
* * * /w z w H∂ ∂ ∼ν ν

* * * *T′ ′ Δ ≈∼w T w
2 2

*ag T Hα≈ Δ ν * * *T z T Hκ κ∂ ∂ Δ∼
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* *
2

2
*

2
*0

, ,

,

t Ht
H H

T H pT p
H

*

*

,

.

κ
κ

γ ρ κ

′
= = =

′ ′
= =

x vx v

 (9.9)

 

 

Poté rovnice (9.8) přejdou na tvar 
 

   2p Ra Pr T Pr
t

∂
= −∇ + + ∇

∂
v k v , (9.10a) 

 

   0∇⋅ =v , (9.10b) 
 

   T w T
t

∂
− = ∇

∂
, (9.10c) 

 

kde 
 

   Pr ν
κ

=  (9.11) 
 

je Prandtlovo číslo.  
 Rovnice (9.10) se budeme snažit upravit do takového tvaru, jehož řešení 
snáze nalezneme; a tímto postupem odvodíme rovnici pro vertikální ry-
chlosti w. Aplikace operátoru rotace (∇× ) na rovnici (9.10a) vede na vztah 
 

   2( )Ra Pr T Pr
t

∂
= ∇ × + ∇

∂
ξ k ξ , (9.12) 

 

kde  značí bezrozměrný vektor vorticity. Opětovná aplikace operá-
toru rotace na poslední rovnici dává 

= ∇×ξ v

 

   2 2( ) TRa Pr T Pr
t z
∂ ∂⎛ ⎞∇ = ∇ −∇ + ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

v k 4v , (9.13) 
 

kde jsme využili rovnice kontinuity (9.10b). Vertikální složka rovnice (9.13) 
má tvar 
 

   2( ) Hw Ra Pr T Pr w
t
∂

∇ = ∇ + ∇
∂

4 , (9.14) 
 

kde   značí horizontální laplacián. Eliminace bezroz-
měrné teploty T v poslední rovnici a rovnici (9.10c) vede na rovnici pro 
vertikální rychlost, ve které se nevyskytují žádné neznámé proměnné: 

                                   2 2 2 2 2
H x y∂ ∂ + ∂ ∂∇ =
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   2 2 21
Hw Ra w

t Pr t
∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞−∇ −∇ ∇ = ∇⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

. (9.15a) 
 

Podobně lze ukázat [8], že bezrozměrná teplota T splňuje formálně stejnou 
rovnici 
 

   2 2 21
HT Ra T

t Pr t
∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞−∇ −∇ ∇ = ∇⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

. (9.15b) 
 

 Abychom mohli poslední rovnice řešit, je třeba formulovat okrajové 
podmínky. Tvoří-li obě hranice tekutiny volné hladiny, které mají nepro-
měnné teploty, nabývají okrajové podmínky tvaru  
 

   
2

2 0, na volných hladinách 0,1ww T z
z

∂
= = = =
∂

. (9.16) 
 

Podrobnější pojednání o odvození okrajových podmínek uvádíme pro zvída-
vé čtenáře v poznámce 3. 
 Rayleigh hledal řešení rovnic (9.15) splňující okrajové podmínky (9.16) 
ve formě normálních modů 
 

   
ˆ ( ) ( , )e ,
ˆ( ) ( , )e ,

st

st

w w z f x y

T T z f x y

=

=  (9.17)
 

 

kde s může být komplexní číslo s = sr + i si. Právě podle toho, jaké je 
s, usuzujeme na stabilitu. Ze vztahu (9.10c) po dosazení za w a T pomocí 
(9.17) vyplývá, že 
 

   
2

2

d ˆ ˆ
d H s f T f w

z
⎛ ⎞

−∇ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, (9.18) 

 

tedy 
 

   
2

2
2

d ˆ ˆ
d Hk s T

z
⎛ ⎞

w− − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (9.19) 

 

Pro funkci f platí 
 

   2 0H Hf k f∇ + = , (9.20) 
 

kde      je libovolná separační konstanta, které můžeme snadno dát násle-
dující interpretaci. Poslední rovnice totiž představuje redukovanou vlnovou 

2 kH
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rovnici, zvanou také Helmholtzova rovnice, a konstantu Hk  tedy můžeme 
považovat za horizontální vlnové číslo. 
 Rovnice (9.15a) po dosazení řešení ve tvaru (9.17) přejde do podoby 
 

   
2 2 2

2 2 2 2
2 2 2

d d d ˆ
d d dH H H H

sk k s k w k R
z z z Pr

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
− − − − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
ˆa w  (9.21) 

 
a okrajové podmínky (9.16) nabývají tvaru 
 

   
2

2

ˆd ˆˆ 0, na volných hladinách 0,1
d

ww T z
z

= = = = , (9.22) 
 

kde T  můžeme dosazením (9.17) do (9.14) určit jako ˆ
 

   
2 2

2 2
2 2 2

1 d dˆ ˆ
d dH H

H

sT k k
k Ra z z Pr

⎛ ⎞⎛
= ⋅ − − −⎜ ⎟⎜

⎝ ⎠⎝
w
⎞
⎟
⎠

. (9.24) 

 
 Nyní jsme postavení před problém řešit rovnici (9.21) šestého řádu s šesti 
okrajovými podmínkami (9.22). Jedná se v podstatě o problém určit vlastní 
čísla sn a jim odpovídající vlastní funkce   , n = 1, 2, …, což obecně není 
triviální záležitost. Zastavme se proto nejprve u některých obecnějších 
postřehů týkajících se stability. Lze ukázat (viz [8] nebo poznámka 4), že 
v tomto případě platí takzvaný princip změny stability. Pro dané Ra je 
konvekce instabilní (normální mody    , resp.    (9.17) zvětšují s časem 
svou velikost), jestliže sr > 0 pro jakýkoliv mod, a stabilní, jestliže sr ≤ 0 pro 
všechny mody. Tedy kritická hodnota Rayleighovy čísla Rak je taková, pro 
kterou je sr (     , Ra) > 0 pro nějaké  , kdekoliv je Ra > Rak, a sr (     , Ra) ≤ 0 
pro všechna      , kdekoliv je Ra ≤ Rak. Případ s=0 vytyčuje hranici stability. 

  

    

   

 Vraťme se k řešení rovnice (9.21) s hraničními podmínkami (9.22). 
Řešení je představováno množinou vlastních funkcí 
 

   ˆ ˆ( ) ( ) sin , 1,2,nw z w z n z nπ= = = … , (9.25) 
 
kterým odpovídají vlastní čísla sn. Z (9.25) a (9.21) plyne, že 
 

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( ) n
H H n H

sn k n k s n k k R
Pr

π π π⎛ ⎞+ + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

H a

ˆ n

. (9.26) 

w

ˆ n n̂w T

k2
Hk 2

Hk2
H

2
Hk

 
Odsud pro sn dostáváme 
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2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1(1 )( ) ( 1) ( )
2 4

H
n H H

H

k Ra Prs Pr n k Pr n k
n k

π π
π

= − + + ± − + +
+

. (9.27) . (9.27) 

  

Z posledního vztahu je vidět, že z nerovnosti Ra < 0 opravdu vyplývá, že 
reálná část sn je menší než nula, a Ra > 0 implikuje sn = 0. Pro hranici 
stability sn=0 z (9.26) máme 

Z posledního vztahu je vidět, že z nerovnosti Ra < 0 opravdu vyplývá, že 
reálná část sn je menší než nula, a Ra > 0 implikuje sn = 0. Pro hranici 
stability sn=0 z (9.26) máme 

+

2 2 2 3

2

(( ) H
n H

H

n kRa k
k

π +
=

  

) , (9.28)       

 

kde jsme jednotlivým Rayleighovým číslům ze zřejmých důvodů přiřadili 
index n; Ra1 < Ra2 < … . Závislost Ra1 na horizontálním vlnovém čísle je 
znázorněna na obrázku 9.2. Proloženou křivku můžeme nazvat marginální 
nebo hraniční, protože od sebe odděluje v rovině (     , Ra) stabilní a insta-
bilní mody (9.17). Minimum křivky přísluší kritické hodnotě Rayleighova 
čísla a jemu odpovídá hodnota horizontálního vlnového čísla označme      . 
Vypočtěme obě kritické hodnoty – hledejme tedy minimum Ra1(     ), a pro-
to položme 

2
Hk

Hkk
2
Hk

 
2 2 2 2 2

1
2 4

d (2 )( ) 0
d

H H

H H

Ra k k
k k

π π− +
= = . 

 

Odsud vyplývá, že minimum nastává pro 
 

   
2H Hkk kπ

= ≡ , (9.29) 

 

a této hodnotě odpovídá kritická hodnota Rayleighova čísla 
 

   
4

1
27min ( ) 657,5

4H
k Hk

Ra Ra k π
−∞< <∞

= = � ; (9.30) 
 

kritická hodnota kHk vychází numericky přibližně 2,221. Poznamenejme, že 
teoreticky odvozená hodnota Rak byla poměrně uspokojivě potvrzena i ex-
perimentálně (viz například [25]). Vypočtěme ještě pro zajímavost hori-
zontální vlnovou délku LHk spojenou s kritickým vlnovým číslem. V bez-
rozměrných proměnných je LHk = 2π/kHk = 23/2 2,83. Uvědomíme-li si, že 
jsme bezrozměrné proměnné zavedli prostřednictvím vztahů (9.9), vychází 
pro skutečnou vlnovou délku  

�

                                   . 3/ 2
* 2 2,83Hk H= �L H
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 Jak získané výsledky interpretovat? Z obrázku 9.2 i provedeného odvo-
zení je zřejmé, že pro Ra < Rak jsou všechny mody (9.17) stabilní, zatímco 
při Ra > Rak se objevuje instabilita. Jestliže Rayleighovo číslo nepatrně 
překročí kritickou hodnotu Rak, objeví se instabilní mod se zvětšující se 
amplitudou a skutečnou vlnovou délkou o velikosti 23/2H. Na tomto místě je 
třeba zdůraznit, že převyšuje-li Ra jen nepatrně svou kritickou hodnotu, je 
instabilní jen mod s n = 1, zatímco ostatní jsou stabilní. 

 
Obr. 9.2 Závislost Rayleighova čísla Ra≡Ra1 na horizontálním vlnovém čísle. V grafu je 

vyznačena kritická hodnota Rayleighova čísla Rak. 
 
 Popsaný typ instability nazýváme konvektivní instabilitou*), popřípadě 
Rayleighovou-Bénardovou instabilitou, někdy též Rayleighovou-Bénardo-
vou konvekcí. 
 Za povšimnutí ještě stojí, že kritická hodnota Rayleighova čísla nezávisí 
na fyzikálních vlastnostech tekutiny, konkrétně na ν ani na κ, a tedy ani na 
Prandtlově čísle Pr. Teoretické výpočty i experimenty však ukazují, že závi-
sí na zvolených okrajových podmínkách, zda horní, popřípadě dolní hranice 

                                                 
*) V meteorologii bývá jako konvektivní instabilita označována také situace, kdy 0av zθ∂ ∂ <  alespoň 

aaaaaaaaaa 
     někde nad tzv. výstupnou kondenzační hladinou; θav označuje adiabatickou vlhkou teplotu. Větší 

podrobnosti viz například [5, 27].  
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jsou volné, nebo pevné. Kritické hodnoty Rak a kHk jsou pro různé kon-
figurace okrajových podmínek uvedeny v tabulce 9.1 
 
Tab.9.1 Kritické hodnoty Rayleighova čísla Rak a horizontálního vlnového čísla kHk v zá-
vislosti na různých okrajových podmínkách. 
 

horní volná volná pevná 
dolní 

hranice 
volná pevná pevná 

Rak  657,5 1 101 1 708 
kHk  2,221 2,682 3,117 

 
Popsaným lineárním postupem můžeme dobře nalézt velikost kritické hod-
noty Rayleighova čísla a velikost konvektivních útvarů prostřednictvím kHk, 
ovšem konkrétní tvar konvektivních buněk, tj. konkrétní podobu funkce f 
jako řešení Helmholtzovy rovnice (9.20), není možné tímto přístupem 
stanovit. Bénard ve svém původním experimentu v roce 1900 pozoroval 
šestiúhelníkové buňky podobné medovým plástům (viz obrázek 9.3). Dnes 
aaaaaaaaaa 

 
 

Obr. 9.3 Konvektivní buňky pozorované při Bénardově-Marangoniho konvekci. 
 
panuje názor, že útvary, které Bénard pozoroval, nebyly výsledkem konvek-
tivních pohybů, ale gradientů povrchového napětí způsobené změnami 
teploty na volné horní hranici tenké vrstvy tekutiny [8,28]. Jevu, kdy 
Rayleighovu-Bénardovu konvekci zobecníme právě o možnost zmíněného 
proměnlivého povrchového napětí s teplotou horní volné hranice, říkáme 
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Marangoniho efekt [16]. Někteří autoři v tomto případě hovoří přímo 
o Marangoniho nebo Bénardově-Marangoniho konvekci [22,23]. Preferova-
ným tvarem konvektivních útvarů jsou v tomto případě skutečně šesti-
úhelníkové konvektivní buňky. Ale vraťme se zpět k Rayleihgově-Bé-
nardově konvekci. Experimenty i nelineární teorie potvrzují výskyt celé 
řady konvektivních útvarů. Například při mírně nadkritické hodnotě 
Rayleighova čísla se ukazují jako stabilní dvourozměrné konvektivní váleč-
ky v případě vertikální asymetrie experimentu, zatímco při dodržení verti-
kální symetrie experimentu jsou upřednostňovaným útvarem šestiúhel-
níkové konvektivní buňky. V závislosti na velikosti Rayleighova a Prandtlo-
va čísla byly pozorovány konvektivní útvary různých tvarů od již zmíně-
ných konvektivních válečků a šestiúhelníkových buněk, přes konvektivní 
bubliny odtrhávající se od spodní hranice více či méně pravidelně, až po 
časově proměnné proudění turbulentního charakteru. Na obrázku 9.4 je 
aaaaaaaaaaa 

 
 

Obr. 9.4 Družicový snímek konvektivní oblačnosti v zemské atmosféře 
 
na družicovém snímku dobře zachycena oblačnost vytvořená konvekcí 
v zemské atmosféře. Uvědomme si, že formování takovéto oblačnosti je 
v atmosféře doprovázeno dalšími vlivy, které nebyly v námi použité teorii 
zachyceny. Především je to uvolňování latentního tepla při kondenzaci 
vodní páry. Patrně i tento efekt má za následek, že pozorované horizontální 
měřítko konvektivních útvarů leží v rozmezí deseti až padesátinásobku 
tloušťky vrstvy, ve které se konvekce odehrává, což není v úplném souladu 
se závěry teoretických úvah. Jistě zajímavým zjištěním je skutečnost, že 
kapalina uvnitř mnohoúhelníkovitých konvektivních buněk stoupá, zatímco 
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plyn klesá [8], což je vysvětlováno různou závislostí viskozity kapalin a ply-
nů na teplotě (viskozita typické tekutiny s rostoucí teplotou klesá, zatímco 
u typického plynu je tomu naopak). Typická hodnota Rayleighova čísla 
v planetární mezní vrstvě atmosféry je řádově 1018 [28], může zde však 
dosahovat hodnot 1019 až 1022 [29], což značně převyšuje kritickou hodnotu 
tohoto čísla, a to o tolik, že konvekce má převážně turbulentní charakter. 
 

Poznámka 3: zastavme se podrobněji u formulace okrajových podmínek (9.22). Předně 
podmínka           vyplývá z předpokladu, že hranice tekutiny jsou dokonalými vodiči tepla. 
Okrajové podmínky na volných hladinách jsou dány tím, že perturbace složek napětí jsou 
zde nulové. Další odvození provedeme pro horní volnou hladinu s tím, že pro spodní 
volnou hladinu postupujeme analogicky. Rovnice volné horní hladiny tekutiny můžeme 
vyjádřit jako 

ˆ 0T =

 

* * * *( , , )*z H x y tς ′= +  
 

a pro vnější normálu k této ploše platí 
 

* *

* *
*2

*

, ,1

1 ( )

x y
ς ς

ς
ς

′ ′⎛ ⎞∂ ∂
− −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ′= =

′+ ∇
n k −∇ , 

 

kde jsme v posledním vztahu při přechodu k výrazu stojícímu zcela vpravo zanedbali členy 
řádu O( 2

*( )ς ′∇ ) a menší. Dále normálová složka napětí na hladině deformované konvekcí 
musí být rovna své hodnotě v neperturbovém tvaru (ve stavu bez konvekce), tzn. 

*1 * ( )p p H− = − . Tedy 
 

**
*1 * * * * * * *

* *

* *
* * * * *

* *

2( ) pro
3

d 2( ) 2 pro ,
d 3

ji
ij i j i j

j i

vv
p n n p z p n n z H

x x

p w
p H p z H

z z

σ μ λ μ

ς μ λ μ

⎛ ⎞∂∂ ⎛ ⎞′ ′− = = − − + + + − ∇ ⋅ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
′∂ ⎛ ⎞′ ′ ′= − − − + + − ∇ ⋅ =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

v

v

ς ′
 

 

kde jsme v rámci lineárního přístupu vztáhli okrajovou podmínku v druhém řádku přímo k 
hladině v neporušeném stavu a provedli lineárizaci. Například 

 

*

*
* * *

*

( ) ( )
z H

dp
p H p d

dz
ς

=

′+ = +  

 

až na veličiny řádu 2
*( )O ς ′  a menší. Dále je zřejmé, že 

 

*
* *1

*

d
( ) , a

d a
p

p H p g
z *ρ= = −  

 

a pro perturbaci volné hladiny máme 
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*
* * * *

*1 *

1 22 p
3

w
p z

g z
ς μ λ μ

ρ
′⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞′ ′ ′= − − − ∇ ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

v ro H= , 
 

což přetransformováno do bezrozměrných proměnných prostřednictvím vztahů (9.9) dává 
 

*0*

*1

22 p
3

H p w z
H Ra Pr z

αγ ρς λς
ρ μ

⎡ ⎤′ ⎛ ⎞∂
= = − + − ∇ ⋅ =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

v ro 1. 
 

Vezmeme-li v úvahu, že při Boussinesquově aproximaci je *1 *0 *0( ) /H 1αγ ρ ρ ρ= − � , 
můžeme poslední rovnici pro perturbaci volné hladiny zjednodušit a položit 

 

0ς = . 
 

Zcela přesná (nelineární) kinematická okrajová podmínka je 
 

d pro 1
d

w z
t
ς ς= = +  

 

a její lineárizovaná verze má s přihlédnutím k výše provedeným úvahám tvar 
 

   0 pro 1w z= = . (*) 
 

Tím máme dokázány dvě třetiny okrajových podmínek (9.16) a zbývá ukázat, že na 
volných hranicích je i 2 2 0w z∂ ∂ . Fakt, že na volných hranicích tekutiny je tangenciální 
napětí rovno nule, tzn. 

=

* 0ij j kin tσ = , k=1, 2, vede na rovnice 
 

0, 0 pro 1u w w v z
z x y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ = + = =
∂ ∂ ∂ ∂

, 
 

odkud s přihlédnutím k (*) snadno vyplývá, že 
 

0 pro 1u v z
z z
∂ ∂

= = =
∂ ∂

. 
 

Poslední vztah po aplikaci v rovnici kontinuity (9.10b) vede přímo na dříve uvedenou 
okrajovou podmínku 

 
2 2 2

2 0 pro 1w u v u v z
z x y x z y zz

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − + = =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
 

Naprosto stejným postupem odvodíme, že okrajové podmínky i pro spodní volnou hladinu 
    . Pro zajímavost si všimněme, že na volných hranicích vymizí i vertikální gradient 
vertikální složky vorticity ξ3: 

     0z =

 
2 2

3 0v u v u
z z x y x z y z
ξ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
= . 
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Poznámka 4: objasněme princip změny stability při Rayleighově-Bénardově konvekci, 
zejména skutečnost, že pro hraničně (marginálně) stabilní mod s sr = 0 je i si = 0. Vynásob-
me rovnici (9.19) veličinou      komplexně sdruženou s amplitudou     a výsledný vztah 
integrujme od          do         : 

T̂*T̂
0z = 1z =

 
1 12

* 2
2

0 0

dˆ ˆ ˆd d
d HT k s T z wT

z
⎛ ⎞

− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ *ˆ z . 

 
Integrací per partes získáme 

 
2 11 122 *

0 00

ˆ ˆd dˆ ˆ ˆˆ( ) d
d dH
T Tk s T z T wT
z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥− + + + = −⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ *dz . 

 

Ovšem na hranicích tekutiny perturbace v poli teploty vymizí, tzn. T T *ˆ ˆ 0= = a proto se 
poslední rovnice redukuje na 

 
21 122 *

0 0

ˆd ˆ ˆˆ( ) d
d H
T k s T z wT
z

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + =
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ dz , 

 
 

což můžeme zapsat jako 
 

   
1

*
0 1

0

ˆˆ dsI I wT z+ = ∫ , (**) 
 

kde  
 

21 12 22
0 1

0 0

ˆdˆ ˆd , d
d H
TI T z I k T z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ . 

 
Dosaďme nyní do vertikální komponenty rovnice vorticity (9.14) řešení ve tvaru (9.17). 
Získáme rovnici podobnou (9.21): 

 
2 2

2 2 2
2 2

d d ˆˆ
d dH H H

sk k w k R
Prz z

⎛ ⎞⎛ ⎞
− − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
aT . 

 

Vynásobme nyní poslední rovnici komplexně sdruženou veličinou k , tzn. , a výsle-
dek integrujme od z = 0 do z = 1. Pak dostáváme 

ŵ *ŵ

 
1 12 2

* 2 2 2 *
2 2

0 0

d d ˆˆ ˆ d d
d dH H H

sw k k w z k Ra w T
Prz z
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− − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ ˆ z  

 
a integrací per partes máme 
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Ale podle okrajových podmínek (9.22) na volných hranicích tekutiny je 2 2ˆ ˆd dw w z= = 0  
a poslední rovnice se tedy zjednoduší na 
 

   
1

2 *1
2

0

ˆˆ dH
sJJ k Ra w T z
Pr

+ = ∫ , (***) 
 

kde 
 

22 21 1 2
2 22 2
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d ddH H
w w w 4

HJ k w z J k k w z
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∫ ∫ . 

 

Všimněme si, že integrály I0, I1, J1 a J2 jsou kladné. Odečteme-li od rovnice (**) 
vynásobené  rovnici komplexně sdruženou s rovnicí (***), dostaneme vztah 2

Hk Ra
 

*
2 2 1

1 2 0 0H H
s J

k Ra I J sk Ra I
Pr

− + − = , 
 

ze kterého vyčleníme reálnou 
 

   2 21
0 1 0r H H

Js k Ra I k Ra I J
Pr

⎛ ⎞
2− + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
=  (◊) 

 

a imaginární část 

   2 1
0 0i H

Js k Ra I
Pr

⎛ ⎞+ =⎜
⎝ ⎠

⎟ . (◊◊) 
 

Z rovnice (◊) je zřejmé, že pokud je Ra < 0, musí být sr < 0. Tomu koneckonců odpovídá 
fyzikální situace, kdy ve studované vrstvě tekutiny leží její teplejší vrstvy nad chladnějšími, 
což představuje stabilní situaci. Z rovnice (◊◊) vyplývá, že je-li Ra > 0, musí být si = 0. Tím 
jsme dokázali platnost principu změny stability pro náš studovaný případ konvekce. 
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10 STABILITNÍ KRITÉRIA VYPLÝVAJÍCÍ 
Z RAYLEIGHOVY ROVNICE 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
V této části knihy se vrátíme k rovnicím odvozeným v kapitole 3, konkrétně 
k Rayleighově rovnici (3.6), a odvodíme z ní některé závěry plynoucí pro 
stabilitu proudění dokonalé neviskosní tekutiny splňující zmíněnou rovnici. 
Předně si všimněme, že Rayleighova rovnice neobsahuje člen s gravitačním 
resp. tíhovým zrychlením, ani člen popisující archimédovské vztlakové síly. 
Proto můžeme v rovnici (3.6) nahradit derivace                resp.               de-
rivacemi               , resp.             . To samozřejmě předpokládá, že bychom 
museli uvažovat i proudovou funkci nikoliv ve tvaru podle vztahu (3.1), 
ale s amplitudou     závislou na souřadnici y, to znamená                  
                          . Je tedy lhostejné, budeme-li pracovat s tekutinou v rovině 
xz, nebo xy.  

2 2ˆd d ,zψ 2 2d du z
2 2ˆd dyψ 2 2d du y

( ,ψ̂ , )x y tψ =
{ }( )ˆ ( )eik x ctyψ −ℜ

 Vyberme si první z možností a zkoumejme vlastnosti Rayleighovy rov-
nice ve tvaru 
 

   
2 2

2
2 2

ˆd dˆ ˆ( )
d d

uu c k
z z
ψ ψ ψ

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
0=

2z z

 (10.1) 

 

s okrajovými podmínkami 
 

   1ˆ 0 pro ak z zψ = = = . (10.2) 
 

Povšimněme si nejprve některých obecnějších skutečností, které se týkají 
Rayleighovy rovnice. Předně si připomeňme, že za instabilní situaci 
považujeme případ, kdy existuje mod, pro který je kci > 0; vzhledem 
k tomu, že k > 0, je i ci > 0. Dále je-li pro dané k číslo c vlastním číslem 
(10.1) a      odpovídající vlastní funkcí, jsou i příslušné komplexně sdružené 
c* a       vlastním číslem i vlastní funkcí (10.1) pro stejné k. Z toho vyplývá, 
že každý instabilní mod s rostoucí amplitudou je doprovázen i modem se 

ψ̂
*ψ̂
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zmenšující se amplitudou. Přitom je jeho pokles amplitudy v absolutní 
hodnotě stejný jako růst amplitudy instabilního modu. 
 Uveďme rovnici (10.1) do následujícího tvaru jejím vydělením (u c− ), 
tedy 
 

   
2 2 2

2
2

ˆd d dˆ 0
d

u zk
z u c
ψ ψ ψ̂− −

−
=  (10.3) 

 

a předpokládejme, že ci > 0 (aby rovnice nebyla singulární). Nyní vynásob-
me rovnici (10.3) veličinou *ψ̂ komplexně sdruženou s ψ̂  a výsledek inte-
grujme podél z od z1 do z2: 
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kde jsme první člen integrovali per partes. Do poslední rovnice dosadíme za 
fázovou rychlost c = cr + i ci a vyčleníme z ní imaginární část 
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2
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Protože ci > 0, poslední rovnice je splněna jen v případě, že 2d du z2 změní 
alespoň jednou znaménko pro nějaké z∈(z1, z2). Jinými slovy to znamená, že 
profil rychlost proudění ( )u z má někde v oblasti proudění inflexní bod*). 
Toto tvrzení představuje nutnou podmínku instability studovaného proudění 
a je předmětem Rayleighova teorému z roku 1880. Naneštěstí se jedná „jen“ 
o nutnou podmínku instability, i když bychom raději disponovali postačující 
podmínkou instability. Z elementární logiky vyplývá alespoň postačující 
podmínka stability, podle které je pro stabilitu, to znamená ci= 0, našeho 
proudění postačující, aby 2 2d du z 0≠  pro všechna z mezi z1 a z2. 
 Silnější podoba teorému byla odvozena Fjørtoftem v roce 1950, který 

tvrdí, že nutnou podmínkou instability je platnost nerovnosti 
2

2

d ( )
d s

u u u
z

−  

< 0 alespoň někde v oblasti proudění a zs je bod, ve kterém 
2

2

d ( ) 0
d

su z
z

=  

a ( )s su u z= . 

                                                 
*) Proto bývá také tento teorém nazýván Rayleighovým teorémem inflexního bodu. 
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Abychom tento teorém dokázali, uvažujme reálnou část rovnice (10.4) 
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Předpokládáme-li, že profil rychlosti proudění ( )u z  splňuje Rayleighovo 
kritérium, tedy že rychlost proudění u  má inflexní bod v zs , je 
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a výraz (10.7) můžeme přičíst k levé straně rovnice (10.6). Tím dostaneme 
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takže vidíme, že výraz 
2

2

d ( )
d s

u u u
z

0− <  někde mezi z1 a z2. Tím je tedy 

Fjørtoftův teorém dokázán. 
 Fjørtoftův výsledek můžeme vyjádřit příhodnějším způsobem pro mono-
tónní profily rychlosti proudění s jedním inflexním bodem v zs. V tomto 
případě mohou jak  i  it znaménko pouze v bo-
dě z=zs. Abychom tedy určili znaménko obou výrazů v celém rozsahu z, 
stačí vyšetřovat jejich znaménko jen v okolí zs. Proveďme tedy Taylorův 

rozvoj funkce 

             , tak měn             
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Uvědomíme-li si, že druhou mocninu vorticity 2 ( )zξ  základního proudění 
( )u z  můžeme vyjádřit jako (opět v okolí zs) 
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d d d

s s
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, (10.10) 

 
a protože Fjørtoftův teorém vyžaduje, aby      vyplývá 
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa 

                            

2 2d du z ( )su u−

3

3

d ( ) d ( ) 0s su z u z
z zd d

<
2 ( )zξ  má v zs své maximum. To tedy znamená, že ve z (10.10), že 
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speciálním případě monotónního profilu rychlosti proudění ( )u z  je nutnou 
podmínkou instability požadavek, aby absolutní hodnota vorticity základ-

ního proudění d ( )
d
u z

z
ξ ≡  měla maximum v bodě zs, kde má rychlost 

proudění inflexní bod. Některé příklady stabilních a potenciálně instabilních 
profilů rychlosti proudění, resp. vorticity vidíme na obrázcích 10.1 a 10.2. 

 
 

Obr. 10.1 Profil rychlosti proudění a vorticity splňující Fjørtoftovu nutnou podmínku 
instability. Upraveno podle [9]. 

 
 

Obr. 10.2 Stabilní profily rychlosti proudění podle Rayleighova teorému a) b), podle 
Fjørtoftova teorému c). Upraveno podle [9]. 

 
Bohužel obě dvě kritéria (Rayleighův i Fjørtoftův teorém) jsou nutnými, 
nikoliv postačujícími podmínkami instability. Dobrým příkladem v tomto 
směru je proudění s profilem U(z) = sin z, z1 ≤ z ≤ z2, které studoval Tollmien 
v roce 1935. Inflexní body takového profilu proudění jsou v z = zs = nπ 
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(n = 0, ±1, ±2, …). Jestliže žádné z těchto zs neleží v intervalu (z1, z2), je 
proudění stabilní podle Rayleighova teorému. Naopak, budeme-li předpo-
kládat, že existuje alespoň jedna hodnota zs mezi z1 a z2 (bez ztráty na obec-
nosti můžeme položit zs = 0, tzn. z1 < 0 < z2), je c = cs = 0 a Rayleighova 
rovnice má tvar 
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s okrajovými podmínkami ˆ 0ψ =  pro z=z1 a z=z2. Vynecháme-li nyní faktor 
sin z, čímž ignorujeme spojité spektrum, máme pro amplitudy a vlnová čísla 
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pro všechna 2 1( )n z z π< − . To znamená, že je-li z2 – z1 < π, je proudění 
stabilní, ačkoliv má profil rychlosti inflexní bod. Což je tedy Tollmienův 
protipříklad, který ukazuje, že Rayleighův teorém nepředstavuje postačující 
podmínku instability; pochopitelně je-li z2 – z1 < π, je proudění instabilní.  
 Pohled na Rayleighův a Fjørtoftův teorém z energetického hlediska je 
uveden v [9], my na tomto místě jen konstatujme, že zatímco Rayleighův 
teorém je spojen se zachováním hybnosti, Fjørtoftův teorém je spojen se 
zachováním kinetické energie. 
 Poněkud odlišným zobecněním Rayleighova teorému je Kuoův teorém 
[30], který bere v úvahu rovněž rotaci prostředí pomocí takzvané β rovinné apro-
ximace. O tomto teorému se zmíníme v pojednání o barotropní instabilitě. 
 Poslední teorém, který v této kapitole odvodíme z Rayleighovy rovnice 
(10.1), je Howardův polokruhový teorém, podle kterého musí pro instabilní 
mod, to je ci > 0, platit 
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v

, (10.13) 

 
kde Umin je minimum a Umax maximum  intervalu z1 ≤ z ≤ z2. 
Přeložíme-li vztah (10.13) z řeči matematiky do češtiny, můžeme říci, že je-
li ci > 0, leží fázová rychlost c uvnitř horní poloviny polokruhu komplexní 

      ( )u z
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roviny se středem max min
1 (
2

U U+ )  a poloměrem max min
1 (
2

U U− ) . Za zmínku 

stojí, že již Rayleigh dokázal, že je-li ci≠0, musí reálná část fázové rychlosti 
cr ležet mezi Umin a Umax. Dokažme nyní Howardův polokruhový teorém. Za 
tímto účelem nejprve převeďme jednoduchými úpravami Rayleighovu 
rovnici (10.1) na samoadjungovaný tvar 
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� � , (10.14) 
 

kde ˆ ( )konst u cψ ψ= × −� . Rovnici (10.14) vynásobme veličinou *ψ�  kom-
plexně sdruženou s      a integrujme od z1 do z2. Dostaneme ψ�
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kde předpokládáme, že ci ≠ 0, takže výše uvedený vztah je nesingulární. 
Separujeme-li reálnou a imaginární část posledního integrálu, získáme 
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Z druhé rovnice (10.16) okamžitě vyplývá výsledek, který znal již Rayleigh: 
(Umin < cr < Umin). Fyzikálně toto zjištění znamená, že se instabilní porucha 
pohybuje rychlostí, která se rovná rychlosti základního proudění v určité 
hladině. Řečeno jinými slovy, mezi z1 a z2 existuje místo, kde se instabilní 
mod nepohybuje vůči základnímu proudění a zvětšuje se jeho amplituda. 
Hladina, ve které je   se nazývá kritickou hladinou (někdy se používá 
i označení řídící hladina). Tuto hladinu budeme dále charakterizovat in-
dexem „k“, to znamená samotnou hladinu jako zk a rychlost proudění v této 
hladině jako  . Tato hladina má velký fyzikální význam, protože je to 
hladina, ve které se realizuje intenzivní výměna energie mezi základním 
prouděním a vlnovými poruchami (větší podrobnosti viz [8,10]). 

         ,r=u c

   uk

 Pokračujme v našich úvahách dále. Vybaveni znalostí o existenci mezí 
reálné části fázové rychlosti cr nalezněme hranice pro její imaginární část ci. 
Je zřejmé, že platí nerovnost 
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Tuto nerovnost přičtěme k rovnici (10.16a) a od výsledku odečtěme rovnici 
(10.16b) vynásobenou                              . ých úpravách a vhod-
ném uspořádání jednotlivých členů získáme nerovnost 
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    (10.18) 
 
kde integrál může nabývat pouze kladných hodnot. Proto, aby byla nerov-
nost (10.18) splněna, musí být výraz v hranatých závorkách stojících před 
integrálem záporný nebo rovný nule. Tento požadavek vede přímo na rovni-
ci (10.13), čímž jsme Howardův polokruhový teorém dokázali. Schématicky 
je tvrzení teorému znázorněno na obrázku 10.3. Z něho i ze vztahu (10.13) 
je zřejmé, že imaginární část fázové rychlosti je shora omezena výrazem 
                                 a  je omezena i rychlost růstu (růstový faktor) 
instabilních poruch kci: 

max min( )ic U U≤ − 2

 

   max min(
2i
kkc U U≤ − ) . (10.19) 

 

 
 

Obr. 10.3 Schématické znázornění Howardova polokruhového teorému. 
 

 Na závěr pojednání o Howardově teorému poznamenejme, že jeho 
zobecnění na případ rotující Země a tzv. β rovinnou aproximaci (viz dále) 
zveřejnil Pedlosky v prvním vydání své monografie [10].  
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 Chceme-li řešit Rayleighovu rovnici ve tvaru (10.1) vidíme, že má 
singulární bod v bodě z = zk, kde je 0u c− =  a d dku z 0≠ . Existují dvě 
nezávislá řešení Rayleighovy rovnice v okolí zk [8,9]. První má tvar 
 

   1ˆ ( ) ( ) ( )kz z z P z1ψ = − , (10.20a) 
 

kde P1(z) má analytické vyjádření v hladině zk a P1(zk) ≠ 0. Pro jednoduchost 
můžeme položit P1(zk) = 1. Druhé lineárně nezávislé řešení Rayleighovy 
rovnice má logaritmickou větev v bodě z = zk a má tvar 
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kde P2(z) má také analytické vyjádření v zk a P2(zk) = 1. Řešení rovnice 
(10.1) v uvedeném tvaru bylo poprvé získáno Tollmienem v roce 1929 
v souvislosti s diskusí řešení Orrovy-Sommerfeldovy rovnice a dnes je toto 
řešení známo pod názvem Tollmienovo neviskosní řešení. Pro podrobnější 
diskusi tohoto a dalších řešení Rayleighovy rovnice odkazujeme čtenáře na 
monografii Drazina a Reida [8], kde se lze seznámit například s Heisen-
bergovým řešením, získaným ještě před Tollmienem, popřípadě na knihu 
Lina [6]. Zde si jen uveďme několik prvních členů rozvoje P1(z) a P2(z) 
v mocninnou řadu: 
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 Uzavřeme stávající kapitolu spolu s [8] vyšetřením tvaru proudnic v blíz-
kosti kritické hladiny, kde Jejich podobu odhalil Kelvin v roce 
1880. Položíme rychlost celého systému rovnou fázové rychlosti poruch tak, 
abychom mohli pohyb považovat za ustálený vůči transformovanému systé-
mu. Na proudnice tedy nahlížíme z pohledu pozorovatele, který se pohybuje 
rychlostí c. Po takové transformaci jsou proudnice totožné s trajektoriemi 
částic tekutiny. Proudová funkce má pro takové ustálené proudění tvar 

              .

 

   ˆ( ) ( )eikxz A zψ⎡ ⎤Ψ + ℜ⎣ ⎦ , (10.22a) 
 

kde 
 

( )k cu z =
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je proudová funkce základního proudění v transformovaném systému a A 
reprezentuje reálnou konstantu úměrnou amplitudě vlnové poruchy. V blíz-
kosti kritické hladiny zk má rovnice proudnic tvar 
 

   2d ( )1 ˆ( ) ( ) cos
2 d

k
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u z z z A z kx konst
z

ψ− + = , (10.23) 
 

kde je   álné díky vhodné normalizaci. Proudnice jsou znázorněny na 
obrázku 10.4 a mají tvar známých „Kelvinových kočičích očí“. 

         reˆ ( )kzψ

 

 
 

Obr. 10.4 Tvar proudnic ve tvaru „Kelvinových kočičích očí“ 
v blízkosti kritické hladiny. Upraveno podle [8]. 
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11 STABILITA FRONTÁLNÍCH VLN 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V předchozích kapitolách jsme neuvažovali rotaci Země. Proto získané 
výsledky nelze přímo aplikovat na vlnové pohyby na frontálních rozhraních, 
zvláště když předmětem našeho zájmu budou frontální vlny o velmi velké 
vlnové délce, pro které nelze vzhledem k jejich horizontálnímu rozsahu vliv 
rotace Země zanedbat. Podle klasických představ tzv. norské meteoro-
logické školy jsou rozvíjející se (tedy instabilní) vlny na polárních frontách 
zodpovědné za vznik mimotropických cyklon. Nyní se budeme zabývat 
právě stabilitou Margulesova frontálního rozhraní, tedy stabilitou plochy 
diskontinuity oddělující dvě vzduchové hmoty s odlišnými vlastnostmi. 
Více méně v této části budeme reprodukovat Kočinovy úvahy uvedené 
v [24]. 

 

 
 

Obr. 11.1 Uspořádání modelu pro studium stability frontálních vln. 
 

 Uvažujme situaci znázorněnou na obrázku 11.1. Zaveďme pravotočivou 
souřadnicovou soustavu s osou x rovnoběžnou s frontálním rozhraním, osou 
y mířící do studenějšího vzduchu a osou z orientovanou kolmo vzhůru. 
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Veličiny vztažené k teplejšímu vzduchu označíme indexem 1, ke stude-
nějšímu indexem 2. Hustoty ρ1 a ρ2 po obou stranách frontálního rozhraní 
ponechme konstantní. Rychlosti proudění vzduchu     a     nechť jsou rovněž 
konstantní a rovnoběžné s rozhraním. Dále nechť jsou vzduchové hmoty ve 
výškách z = 0 a z = h neprostupnými horizontálními rovinami. Frontální 
rozhraní tedy sahá do výšky h a jeho projekce do roviny xy dosahuje do 
vzdálenosti y = l. Základní stav nechť je popsán veličinami 
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Pohybové rovnice pro tento základní stav píšeme ve tvaru 
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 Integrací první rovnice (11.1c) podle z dostaneme 
 

   1 1 1 12 Ω ( )yp u z g z f yρ ρ= − + . (11.2) 
 

Derivací poslední rovnice podle y a jejím porovnáním s první rovnicí 
(11.1b) máme 
 

1 1( ) 2 Ω zf y uρ′ = − , 
 

což po integraci podle y dává pro funkci f(y) 
 

1 1( ) 2 Ω zf y u y Cρ= − + , 
 

kde C je integrační konstanta, která má význam tlaku v počátku sou-
řadnicové soustavy. Dosazením poslední rovnice do rovnice (11.2) máme 
 

   1 1 1 12 (Ω Ω )z yp g z u y z Cρ ρ= − − − + . (11.3) 
 

Zcela analogickým postupem aplikovaným na druhé rovnice (11.1c) 
a (11.1b) lze ukázat, že 

1u 2u
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   2 2 2 22 (Ω Ω )z yp g z u y z Cρ ρ= − − − + . (11.4) 
 

Dynamická okrajová podmínka na frontálním rozhraní vyžaduje spojitost 
tlaku při přechodu přes toto rozhraní. Porovnáním (11.3) a (11.4) tedy 
obdržíme 
 

1 1 1 2 2 22 (Ω Ω ) 2 (Ω Ω )z y z yg z u y z g z u y zρ ρ ρ ρ− − − = − − − , 
 

odkud vyjádříme sklon frontální plochy jako tgϑ  = z/y: 
 

   1 1 2 2

2 1 1 1 2 2

2Ω ( )
tg

( ) 2Ω ( )
z

y

u u

g u u

ρ ρ
ϑ

ρ ρ ρ ρ
−

=
− + −

. (11.5) 

 

Vztah (11.5) je známá Margulesova formule. 
 Položíme-li F ≡ y tgα – z, můžeme psát kinematickou okrajovou podmín-
ku na rozhraní ve tvaru 
 

   1 0
F F

u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
, (11.6a) 

 

   2 0
F F

u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (11.6b) 

 

Fyzikální smysl podmínek (11.6) spočívá v tom, že se rozhraní skládá stále 
ze stejných vzduchových částic. 
 Nyní nechť jsou na základní stav superponovány malé poruchy v poli 
rychlosti proudění a tlaku vzduchu. Výsledný (složený) stav je pak 
následující: 
 

1 1 1 1 1 1 1, , , ,u u v w p p ρ′ ′ ′ ′+ + , 
 

2 2 2 2 2 2 2, , , ,u u v w p p ρ′ ′ ′ ′+ + . 
 

Odchylku frontálního rozhraní od jeho polohy v základním stavu označme 
ζ. V dalším textu této kapitoly nebudeme používat svislou čárku k označení 
poruchových veličin. Linearizované perturbační pohybové rovnice a rovnice 
kontinuity mají po obvyklých úpravách tvar 
 

   
1

2Ω 2Ωj j j

j y j z j

j

u u p
u w v

t x xρ

∂ ∂ ∂
+ = − − +

∂ ∂ ∂
, (11.7a) 

 

   
1

2Ω 2Ωj j j

j z j x j

j

v v p
u u w

t x yρ

∂ ∂ ∂
+ = − − +

∂ ∂ ∂
, (11.7b) 
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1

2Ω 2Ωj j j

j x j y j

j

w w p
u v u

t x zρ

∂ ∂ ∂
+ = − − +

∂ ∂ ∂
, (11.7c) 

 

   0, 1,2.j j ju v w
j

x y z

∂ ∂ ∂
+ + = =

∂ ∂ ∂
 (11.7d) 

 

Rovnice plochy rozhraní je 
 

   tg ( , , ).z y x y tϑ ζ= +  (11.8) 
 

Dynamická okrajová podmínka má pro výsledný stav tvar 
 

   2 1 2 1 1 1 2 2( ) 2( )Ω yp p g u uρ ρ ρ ρ ζ − = − + −  , (11.9) 
 

zatímco kinematickou okrajovou podmínku je možné psát ve formě 
 

   1 1 1tg 0u v w
t x

ζ ζ
ϑ

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
, (11.10a) 

 

   2 2 2tg 0u v w
t x

ζ ζ
ϑ

∂ ∂
+ + − =

∂ ∂
. (11.10b) 

 

V rovnicích (11.9) i (11.10) jsme zanedbali členy nelineární vzhledem k 
perturbacím. Na neprostupných hranicích ve výškách z = 0 a z = h musí 
navíc platit okrajové podmínky 
 

   1 0 prow z h= = , (11.11a) 
 

   2 0 pro 0w z= = . (11.11b) 
 

Integrací rovnice kontinuity (11.7d) získáme pro vertikální rychlosti 
následující vyjádření 
 

   1 1 1 1
1 d ( )

h

z

u v u v
w z z h

x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂′= − + = − +   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ , (11.12a) 

 

   
0

2 2 2 2
2

z

u v u v
w z

x y x y

   ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
∫ . (11.12b) 

 

 Protože v reálné atmosféře je ϑ ≈ tgϑ ≈ 0,5°, je velikost vertikálních 
pohybů daleko menší než pohybů horizontálních. Kočin (viz například [24]) 
proto zanedbává v pohybových rovnicích (11.7a) a (11.7b) výrazy obsa-
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hující vertikální rychlosti w1 a w2, tedy členy –2Ωywj a 2Ωxwj. Současně 
s tím je třeba vynechat v rovnicích (11.7c) i členy –2Ωxvj a 2Ωyuj. K tomu 
nás vede následující úvaha. Spočítáme-li celkovou změnu perturbační kine-
tické energie vztaženou na jednotku hmotnosti bez vynechání jakéhokoliv 
členu pomocí soustavy (11.7), dostaneme 
 

( )2 2 2d 1 d 1

d 2 d
j j j j

j j j j j j

j

K du dv dw
u v w u v w p

t t dt dt dt ρ
= + + = + + = ⋅∇v . 

 

Vyjádříme-li tutéž změnu kinetické energie za podmínky, že vynecháme 
v rovnicích (11.7) 2Ωywj a 2Ωxwj, ale ponecháme –2Ωxvj a 2Ωyuj, máme 
 

d 1
2Ω 2Ω

d
j

x j j y j j

j

K
p w v u w

t ρ
= − ⋅∇ − +v . 

 

Zůstávající členy tedy působí jako „falešný“ zdroj poruchové kinetické 
energie, a odtud tedy plyne oprávněnost jejich zanedbání v rovnicích 
(11.7c), společně s opominutím výše uvedených členů. 
 Uvědomme si dále, že na reálných atmosférických frontách jsou pozo-
rovaná vertikální zrychlení o dva až tři řády menší než zrychlení horizon-
tální. Proto v (11.7c) položme 
 

   
d

0
d

j j j

j

w w w
u

t t x

∂ ∂
= + =
∂ ∂

. (11.13) 

 

Potom vertikální profil tlaku odpovídá barometrické formuli a p1 a p2 budou 
funkcemi pouze x, y, t. Analogicky předpokládejme, že i u1, u2, v1, v2 jsou 
funkcemi x, y, t. 
 Označme dále Ω ≡ Ωz. Díky výše provedeným zjednodušením je možné 
psát rovnice (11.7a), (11.7b), (11.9), (11.10a) a (11.10b) ve tvaru 
 

   1 1 1
1 1

1
2Ω

u u p
u v

t x xρ
∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂

, (11.14a) 

 

   2 2 2
2 2

1
2Ω

u u p
u v

t x xρ
∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂

, (11.14b) 

 

   1 1 1
1 1

1
2Ω

v v p
u u

t x yρ
∂ ∂ ∂

+ = − −
∂ ∂ ∂

, (11.14c) 
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   2 2 2
2 2

1
2Ω

v v p
u u

t x yρ
∂ ∂ ∂

+ = − −
∂ ∂ ∂

, (11.14d) 

 

   2 1 2 1( )g p pρ ρ ζ− = − , (11.14e) 
 

   1 1
1 1tg ( tg )

u v
u v h y

t x x y

ζ ζ
ϑ ϑ

 ∂ ∂∂ ∂
+ = − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

, (11.14f) 

 

   2 2
2 2tg tg

u v
u v y

t x x y

ζ ζ
ϑ ϑ

 ∂ ∂∂ ∂
+ = − − + ∂ ∂ ∂ ∂ 

. (11.14g) 

 

V pohybových rovnicích soustavy (11.14) jsme položili ρ1 ≈ ρ2 ≈ ρ, aniž 
bychom se dopustili větší chyby a do kinematických okrajových podmínek 
jsme dosadili pomocí rovnice kontinuity (11.7d). Rovnice (11.14a) až 
(11.14g) představují soustavu sedmi rovnic pro sedm neznámých u1, u2, v1, 
v2, p1, p2 a ζ. Jejich řešení hledejme ve vlnovém tvaru 
 

   

1 1

2 2

1 1

i ( )
2 2

1 1

2 2

ˆ ( )

ˆ ( )

ˆ ( )

ˆ ( ) e

ˆ ( )

ˆ ( )

ˆ( )

k x ct

u u y

u u y

v v y

v v y

p p y

p p y

yζ ζ

−

  
  
  
  
  

=   
  
  
  
       

. (11.15) 

 

Připomeňme, že fyzikální smysl má pouze reálná část těchto výrazů. 
Dosadíme-li vyjádření (11.15) pro řešení do soustavy (11.14) získáme 
následující systém rovnic 
 

   1 1 1 1

i
ˆ ˆ ˆi ( ) 2Ω

k
k u c u v p

ρ
− − = − , (11.16a) 

 

   2 2 2 2

i
ˆ ˆ ˆi ( ) 2Ω

k
k u c u v p

ρ
− − = − , (11.16b) 

 

   1
1 1 1

ˆ1
ˆ ˆi ( ) 2Ω

p
k u c v u

yρ
∂

− + = −
∂

, (11.16c) 
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   2
2 2 2

ˆ1
ˆ ˆi ( ) 2Ω

p
k u c v u

yρ
∂

− + = −
∂

, (11.16d) 

 

   2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ( )g p pρ ρ ζ− = − , (11.16e) 

 

   1
1 1 1

ˆˆ ˆ ˆi ( ) tg ( tg ) i
v

k u c v h y ku
y

ζ ϑ ϑ
 ∂

− = − + − + ∂ 
, (11.16f) 

 

   2
2 2 2

ˆˆ ˆ ˆi ( ) tg tg i
v

k u c v y ku
y

ζ ϑ ϑ
 ∂

− = − − + ∂ 
. (11.16g) 

 

Pomocí rovnic (11.16a) a (11.16c) vyjádříme amplitudy 1̂u  a 1̂v : 
 

   

2 1
1 1

1 2 2 2
1

ˆ
ˆ( ) 2Ω

ˆ
4Ω ( )

p
k u c p

y
u

k u cρ

∂
− −

∂
=

 − − 
, (11.17a) 

 

   

1
1 1

1 2 2 2
1

ˆ
ˆ2Ω ( )

ˆ i
4Ω ( )

p
kp k u c

y
v

k u cρ

∂
− −

∂
=

 − − 
. (11.17b) 

 

Analogicky z rovnic (11.16b) a (11.16d) vyjádříme 2û  a 2v̂ : 
 

   

2 2
2 2

2 2 2 2
2

ˆ
ˆ( ) 2Ω

ˆ
4Ω ( )

p
k u c p

y
u

k u cρ

∂
− −

∂
=

 − − 
, (11.17c) 

 

   

2
2 2

2 2 2 2
2

ˆ
ˆ2Ω ( )

ˆ i
4Ω ( )

p
kp k u c

y
v

k u cρ

∂
− −

∂
=

 − − 
. (11.17d) 

 

Z rovnice (11.16e) dosadíme za ζ̂  do rovnic (11.16f) a (11.16g). Dále deri-
vujme parciálně podle y rovnice (11.17b) a (11.17d) a výsledek dosaďme do 
výrazů (11.16f) a (11.16g). Do takto upravených rovnic dosadíme za     ,     ,  
     a       pomocí (11.17). Po naznačených úpravách obdržíme 
 

2û 2v̂
1̂u 1̂v
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2 2 2
121

1 1 2
1 1 2

4Ω ( )ˆdd 2Ω
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

d d ( )

k u cp
y l k y l p p p

y y u c g

ρ

ρ ρ

 − −    − − − + = −   − −   
, 

    (11.18a) 
 

2 2 2
222

2 2 1
2 2 1

4Ω ( )ˆdd 2Ω
ˆ ˆ ˆ( )

d d ( )tg

k u cp
y k y p p p

y y u c g

ρ

ρ ρ ϑ

 − −    − + = −   − −   
, (11.18b) 

 

kde jsme zavedli l = h/tgϑ. Získali jsme tedy dvě obyčejné diferenciální 
rovnice pro amplitudové funkce tlaku 1p̂  a 2p̂ . 

 

 
 

Obr. 11.2 K formulaci okrajových podmínek na frontálním rozhraní. 
 
 Položme si nyní otázku, jakým okrajovým podmínkám tyto rovnice 
podrobíme? Uvažujme situaci znázorněnou na obrázku 11.2. Pohybujme se 
nejprve v oblasti III, to je v oblasti y < 0. Integrací rovnice kontinuity máme 
 

1 1
1

u v
w z

x y

 ∂ ∂
= − + ∂ ∂ 

, 

 

neboť při z = 0 je w1 = 0. Při z = h je však také w1 = 0. Je tedy možné psát 
 

1 1 0, pro 0
u v

y
x y

 ∂ ∂
+ = < ∂ ∂ 

. 

 

Dosadíme-li do posledního výrazu pomocí (11.15), dostaneme 
 

1
1

ˆd
ˆi 0, pro 0

d

v
ku y

y
+ = < . 
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S použitím (11.17) odsud získáme 
 

2
21

12

ˆd
ˆ 0, pro 0.

d

p
k p y

y
− = <  

 

Řešení poslední rovnice při požadavku konečnosti 1p̂  při y→ –∞ je 
 

1ˆ e , pro 0kyp C y= < . 
 

Derivací posledního výrazu podle y máme 
 

1
1

ˆd
ˆ , pro 0

d

p
kp y

y
= < . 

 

Při přechodu z oblasti III do oblasti I není důvodu se domnívat, že se 1̂u  

nebo 1̂v  mění nespojitě. Potom však zůstávají spojité díky (11.7a) a (11.7b) 

i veličiny 1p̂  a 1ˆd dp y . Platnost poslední rovnice je tedy možné rozšířit i na 

y = 0. Zcela analogickým postupem je možné získat vztah 
 

2
2

ˆd
ˆ , pro

d

p
kp y l

y
= − = , 

 

při jehož odvození ovšem přechod aplikujeme mezi oblastmi II a IV. K 
soustavě (11.18) tedy přidáme následující okrajové podmínky 
 

   1
1

ˆd
ˆ , pro 0

d

p
kp y

y
= = , (11.19a) 

 

   2
2

ˆd
, pro

d

p
kp y l

y
= − = . (11.19b) 

 

 Zjednodušení ρ1 ≈ ρ2 ≈ ρ, kterého jsme se dopustili v rovnicích (11.14a) 
až (11.14d), nyní použijme i v Margulesově formuli (11.5). Navíc označme 
 

   1 2

2

u u
u

−
≡ . (11.20a) 

 

Vzorec (11.5) pak píšeme ve zjednodušeném tvaru 
 

   
2 1

4Ω
tg

( )

u

g

ρ
ϑ

ρ ρ
≈

−
. (11.20b) 
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Definujme nyní následující veličiny 
 

   1 2

2

u u
c c

+′ ≡ − , (11.20c) 
 

   
2y l

l
η

−
≡ . (11.20d) 

 

Zavedením těchto nových veličin přejdou soustava (11.18) a okrajové 
podmínky (11.19) na rovnice 
 

2 22 2
2

2 2 1

4Ω ( )ˆdd Ω
ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) ( )

d d 4 8Ω

l k c up k l l
p p p

c u u
η η

η η

′ − −    + − + + = −   ′ −   
, 

    (11.21a) 
 

2 22 2
1

1 1 2

4Ω ( )ˆdd Ω
ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) ( )

d d 4 8Ω

l k c up k l l
p p p

c u u
η η

η η

′ − +    − − − − = −   ′ +   
, 

    (11.21b) 
 

   1ˆd , pro 1
d 2

p kl
η

η
= = − , (11.22a) 

 

   2ˆd , pro 1
d 2

p kl
η

η
= − = . (11.22b) 

 

Do těchto rovnic je možné zavést následující parametry: 
 

   
Ω
, ,

2Ω

l ku c

u u
α β τ

′
≡ ≡ ≡ . (11.23) 

 

Objasněme jejich fyzikální význam. Parametr α je evidentně určen 
základním stavem,                                   charakterizuje vlnovou délku L, 
zatímco τ popisuje frekvenci, resp. fázovou rychlost frontálních kmitů. 
Využitím těchto nových parametrů přejdou rovnice (11.21) a (11.22) na 
 

2 2 2 21
1 1 2

ˆdd
ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) 1 ( 1) ( )

d d 1 2

p
p p p

α α
η α β η β τ

η η τ
     − − − − = − + −    +  

, 

    (11.24a) 
 

2 2 2 22
2 2 1

ˆdd
ˆ ˆ ˆ(1 ) (1 ) 1 ( 1) ( )

d d 1 2

p
p p p

α α
η α β η β τ

η η τ
     + − + + = − − −    +  

, 

    (11.24b) 

2Ω Ωku u Lβ π≡ =
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   1
1

ˆ
ˆ , pro 1

dp
p

d
αβ η

η
= = − , (11.25a) 

 

   2
2

ˆd
ˆ , pro 1

d

p
pαβ η

η
= − = . (11.25b) 

 

 Z hlediska cyklogeneze, tedy možnosti případného rozvoje cyklon z fron-
tálních vln, je důležité studovat stabilitu frontálního rozhraní vzhledem 
k dlouhým vlnám, pro které je β malé, nebo-li L je velké ve srovnání 
s poměrem        . Kočin studoval limitní případ, kdy β → 0. Položme tedy 
β = 0 v rovnicích (11.24) a (11.25), které se pak zjednoduší na 
 

   1
1 1 2

ˆdd
ˆ ˆ ˆ(1 ) ( )

d d 1 2

p
p p p

α α
η

η η τ
 
− + = −  + 

, (11.26a) 

 

   2
2 2 1

ˆdd
ˆ ˆ ˆ(1 ) ( )

d d 1 2

p
p p p

α α
η

η η τ
 
+ − = −  − 

, (11.26b) 

 

   1ˆd 0, pro 1
d

p
η

η
= = − , (11.27a) 

 

   2ˆd 0, pro 1
d

p
η

η
= = . (11.27b) 

 

 Vynásobme rovnice (11.26a) pomocí (τ  + 1) a sečtěme s rovnicí (11.26b) 
vynásobenou (τ  – 1) a výsledek poté integrujme podle η. Po naznačených 
operacích získáme rovnici 
 

   2 1ˆ ˆd d
( 1)(1 ) ( 1)(1 ) 0

d d

p p
konstτ η τ η

η η
− + + − − = ≡ . (11.28) 

 

Integrační konstantu v předchozí rovnici s přihlédnutím k (11.27) volíme 
rovnu nule. Zaveďme na tomto místě novou proměnnou 
 

   2 1ˆ ˆd d
( ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

d d

p p
φ η τ η τ η

η η
≡ − + = + − . (11.29) 

 

Poté je možné rovnice (11.26) a (11.27) uvádět v nové podobě 
 

   
2

2

2

d
(1 ) ( ) ( ) 0

d
r s

φ
η η φ η

η
− + + = , (11.30) 

 

Ωu
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   ( 1) 0φ ± = . (11.31) 
 

V předposlední rovnici jsme položili 
 

   
2

2 2

1 2
,

1 1
r s

τ ατ
α

τ τ
+

= = −
− −

. (11.32) 

 

Kočin hledal řešení rovnice (11.30) ve tvaru 
 

   1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )aW a W aWφ η η η η= + + +… , (11.33) 
 

kde a1, a2, … jsou konstanty a W1(η), W2(η), … jsou integrály Legende-
rových polynomů Ln stupně 1, 2, …; viz například [31]. Platí: 
 

21 d ( 1)
, 0,1, 2,

2 ! d

n n

n n n
L n

n

η
η
−

= = … , 

 

což znamená, že 
 

1 2

1

1 d ( 1)
, 1, 2, 3,

2 ! d

n n

n n n
W n

n

η
η

−

−

−
= = … . 

 

Polynomy Wn jsou vázány rekurentním vztahem 
 

   1 1(2 1) ( 1) ( 2) , 1, 2, 3,n n nn W n W n W nη − ++ = − + + = …  (11.34) 
 

a každý z nich řeší rovnici 
 

   
2

2

2

d
(1 ) ( 1) 0, 1, 2, 3,

d
n

n

W
n n W nη

η
− + + = = … . (11.35) 

 

Uveďme si tvar alespoň prvních tří polynomů Wn: 
 

2

1

1

2
W

η −
= , 

 

2

2

( 1)

2
W

η η −
= , 

 

4 2

3

5 6 1

8
W

η η− +
= . 

 

Dosadíme-li vyjádření (11.33) do (11.30) a využijeme-li rekurentní formule 
(11.34) a rovnice (11.35), získáme následující vztahy mezi koeficienty an 
v (11.33) 
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 (11.36) 

 

kde 
 

   
( 2)

(2 1)(2 3)k

k k

k k
δ

+
=

+ +
. (11.37) 

 

Pomocí (11.36) a (11.37) lze psát 
 

2 2
1 2

2
3

3

4

2 3
2

3 4
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s s
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δ δ
δ

= ⋅ − −
−
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, 

 

a provedeme-li totéž pro 3 4a a , 4 5a a , …, máme 
 

   
2 2

1 2
2

3

2 3
2

3 4
4 5

s s
r

sr
r

r

δ δ
δ

= ⋅ − −
−

⋅ − −
⋅ − −…

. (11.38) 

 

Ze vztahů (11.32) vyplývá, že 
 

   
s

r
τ

α
−

=
+

, (11.39) 

 

   2 2 2r s α− = . (11.40) 
 

Je-li s = 0, pak r = α a s ohledem na (11.38) je r1 = 1⋅2, r2 = 2⋅3, …, což 
znamená α = n (n + 1). Kočin se zabýval případem, kdy je hodnota para-
metru α blízká ke dvěma, tedy r ≈ 2 a s ≈ 0. Z rovnice (11.38) pak máme 
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2

12
4

s
r

δ
≈ −  (11.41) 

 

a ze vztahu (11.40) dostáváme 
 

2 2 2r s α− ≈ , 
 

což po dosazení z přibližného vzorce (11.41) dává 
 

2 4
2 2 21

14
16

s
s s

δ
α δ≈ − + − , 

 

kde zanedbáme člen obsahující s4, protože je alespoň o řád menší než 
zbývající členy. Můžeme tedy psát 
 

   2 25
(4 )

6
s α≈ − . (11.42) 

 

Když je 4 < α2, pak s2 < 0. To znamená, že s je komplexní číslo a díky 
(11.39) je i τ komplexní číslo. Pak ale díky vztahům (11.23) a (11.20c) má 
fázová rychlost c frontálních vln nenulovou imaginární část a porucha je te-
dy instabilní. Kočin dokázal i opak, totiž že poruchy jsou vzhledem k velmi 
dlouhým vlnám stabilní, splňuje-li α podmínku 0 < α < 2. Tuto podmínku 
je možné pomocí vztahů (11.23), (11.20a) a (11.20b) uvádět ve srozu-
mitelnějším tvaru 
 

   2 1
1 2

2 1

( ) 1 1

2 2

gh ghT
u u

T T

ρ ρ
ρ

 −
− > = − 

 
, (11.43) 

 

kde jsme využili stavové rovnice. Například při teplotách T1 = 280 K, 
T2 = 275 K a výšce fronty h sahající do 8 km vychází z poslední podmínky, 
že 1 2u u− > 26 ms-1. 

 Kočin řešil problém stability frontálního rozhraní i vzhledem k vlnám 
konečné délky. Jeho výsledek je znázorněn na obrázku 11.3. Vidíme, že 
frontální rozhraní je instabilní vzhledem k vlnám s krátkou vlnovou délkou 
(připomínáme, že podle vztahu (11.23) je β  úměrné převrácené hodnotě 
vlnové délky L). Delší vlny jsou pak stabilní, ale u vln s vlnovou délkou 
zhruba 500 až 1 000 km se znovu objevuje instabilita. Kromě popsaných 
případů studoval Kočin i kmity rozhraní ve směru kolmém k frontě a zjistil, 
že jsou stabilní. Blíže se lze s jeho postupem seznámit v [24]. 
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 Poznamenejme, že vedle ruské školy dynamické meteorologie, reprezen-
tované zejména pracemi Kočina a Blinové, se jako první zabývali řešením 
problematiky frontálních vln představitelé norské, bergenské, meteorolo-
gické školy soustředěné kolem Vilhelma a Jacoba Bjerknese a Halvora Sol-
berga. Z jejich prací citujme například [32]; čtenáři by snad mohla být 
v Česku nejdostupnější práce [33]. Solbergův přístup k frontálním vlnám je 
v česky psané odborné literatuře rekapitulován v hlavních rysech v práci [5]. 
 

 
 

Obr. 11.3 Stabilita frontálního rozhraní vůči vlnovým poruchám konečné délky. 
Sestrojeno podle [24]. 

 
 S postupným rozvojem numerických předpovědních metod počasí a stále 
větší dostupností družicových snímků oblačnosti, ustoupila analýza fron-
tálních vln poněkud do pozadí. Navíc podle moderních představ dynamické 
meteorologie je dominantním faktorem uplatňujícím se při vzniku mimo-
tropických cyklon takzvaná baroklinní instability, o které pojednáváme na 
jiném místě této publikace. 
 



96 

12 INERČNÍ INSTABILITA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Předmětem našeho zájmu nyní bude opět instabilita, která se hojně uplatňuje 
v zemské atmosféře a při vysvětlení jejího základního mechanismu musíme 
vzít do úvahy rotaci Země. Jedná se tedy o instabilitu většího měřítka než je 
například Rayleighova-Bénardova konvekce. Inerční instabilita je geofyzi-
kálním protějškem tzv. Taylorovy-Couettovy instability [22], nazývané též 
odstředivá instabilita [8], studované na počátku 20. století Taylorem 
a Rayleighem, při které hraje ústřední roli odstředivá síla. Ve 30. a 40. 
letech minulého století se norská bergenská meteorologická škola snažila 
vysvětlit cyklogenezi právě pomocí inerční instability. Ovšem s nástupem 
teorie baroklinní instability od konce 40. let, která se etablovala jako zásadní 
mechanismus cyklogeneze, zájem o inerční instabilitu poněkud opadl. Po-
slední doba však přinesla jistou renesanci zájmu o inerční instabilitu v geo-
fyzikální hydrodynamice a lze se s ní setkat při popisu celé řady jevů, a to 
od dynamiky mezoměřítkové konvekce, monzunů, generování a zániku vln 
ve stratosféře a mezosféře, až po rovníkovou oceánografii [28]. 
 V dalším textu nejprve vysvětlíme základní mechanismus inerční instabi-
lity pomocí podobných úvah, které se provádějí u metody částice při hodno-
cení stability vertikálního zvrstvení atmosféry, a poté získaná stabilitní 
kritéria zobecníme na nelineární případ. 
 
 
12.1 Základní mechanismus inerční instability 
 
Základní mechanismus inerční instability popíšeme metodou částice, kterou 
budeme aplikovat v horizontální, přesněji řečeno v kvazihorizontální rovině. 
Tyto úvahy jsou spojené zejména se jménem J. Bjerknese [34]. Jako zá-
kladní stav budeme uvažovat zonální geostrofické proudění. Součástí tohoto 
proudění nechť je vzduchová částice, která se na počátku nachází v poloze 
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y0 a je v rovnováze s uvedeným základním geostrofickým prouděním. Tuto 
vzduchovou částici vychýlíme do polohy y0 + ∆y a budeme sledovat, zda se 
bude s časem tato částice od své rovnovážné polohy v y0 vzdalovat – pak 
budeme hovořit o instabilitě, nebo navracet zpět – pak budeme hovořit o sta-
bilitě. Rychlost zonálního geostrofického proudění označme jako ug, zatím-
co složky rychlosti sledované vzduchové částice budeme značit u, v. Vhod-
nou souřadnicovou soustavou pro vyšetřování našeho problému je tzv. 
standardní souřadnicová soustava, ve které osa x míří zonálním směrem na 
východ, osa y k severu a osa z zbývající dvě doplňuje tak, aby zvolená 
soustava byla pravotočivá. 
 Budeme předpokládat, že  
  1. Vzduchová částice si při svém pohybu nevyměňuje s okolním 
vzduchem teplo; omezujeme se tedy pouze na adiabatické procesy. 
  2. Tlak uvnitř vzduchové částice se přizpůsobuje tlaku okolního 
vzduchu; k tomu je postačující, aby rychlost vzduchové částice byla menší 
než rychlost zvuku. 
 Rovnice, které popisují základní geostrofické zonální proudění, mají tvar 
 

   
1 1

, 0g g

p p
u v

f y f xρ ρ
∂ ∂

= − = =
∂ ∂

, (12.1) 

 

kde f  = 2Ω sinϕ představuje Coriolisův parametr, ϕ je zeměpisná šířka, p 
a ρ mají obvyklý význam tlaku a hustoty vzduchu. Pohybové rovnice vzdu-
chové částice, jejíž pohyb budeme studovat, můžeme psát následovně 
 

   
d 1 d 1

,
d d

u p v p
fv fu

t x t yρ ρ
∂ ∂

= − + = − −
∂ ∂

. (12.2) 

 

Dosadíme-li za (1 ) p xρ ∂ ∂  a (1 ) p yρ ∂ ∂  z rovnic (12.1) do (12.2), 
získáme 
 

   
d d

, ( )
d d g

u v
fv f u u

t t
= = − . (12.3) 

 

V uvedených vztazích jsme předpokládali, že hustota vzduchové částice je 
stejná jako hustota okolního vzduchu.  
 Vychýlíme-li nyní vzduchovou částici z polohy y0, například v kladné 

směru osy y do polohy y0 + ∆y, znamená to že 
0

d
0

d y

v

t

  > 
 

 a v0 > 0. Zonální 

rychlost vzduchové částice v nové poloze y0 + ∆y určíme integrací první 
rovnice (12.3): 
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   0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )gu y y u y f v t u y f v t+ ∆ = + ∆ = + ∆ , (12.4) 
 

kde index „0“ označuje hodnoty veličin v poloze y0 a ∆t představuje čas, 
během něhož dojde k přemístění vzduchové částice. Coriolisův parametr 
považujeme v našich úvahách za neproměnný a jeho hodnotu rovněž vzta-
hujeme k poloze y0. 
 Geostrofické zonální proudění má v poloze y0 + ∆y rychlost, kterou určí-
me pomocí prvních dvou členů Taylorova rozvoje 
 

   
0

0 0 0( ) ( ) g

g g

y

u
u y y u y v t

y

∂ 
+ ∆ = + ∆ ∂ 

, (12.5) 

 

kde ∆y = v0∆t. Z tohoto postupu je evidentní, že vzdálenost ∆y nemůže být 
příliš velká, abychom se ve vztahu (12.5) nedopustili příliš velké chyby 
zanedbáním menších členů Taylorova rozvoje. Dosazením (12.4) a (12.5) 
do druhé rovnice (12.3) získáme 
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0 0 0 0 0 0
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d
g

g

y y y

uv
f u y y u y y f f v t

t y+∆
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. (12.6) 

 

Vezmeme-li v úvahu, že na severní polokouli je f0 > 0 a dále, že ∆t > 0, a 
protože jsme volili v0 > 0, je zřejmé, že 
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d
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d
g

y y y

uv
f

t y+∆

∂   > <= ⇔ − =   < >∂   
. (12.7) 

 

Čtenář sběhlý v problematice dynamické meteorologie okamžitě vidí, že na 
pravé straně (12.7) vystupuje absolutní vorticita základního zonálního 
proudění 0η : 
 

   
0

0 0
g

y

u
f

y
η

∂ 
≡ −  ∂ 

. (12.8) 

 

Ze vztahu (12.7) je patrné, že je-li 
0

(d d ) 0y tv t +∆ > , vzduchová částice 

pokračuje ve svém pohybu a s rostoucím časem se vzdaluje od své původní 
polohy y0, jedná se tedy o instabilní případ. Naopak je-li                         , je 
vzduchová částice navracena zpět do své původní polohy a tento stav 
můžeme charakterizovat jako stabilní. V případě 

0
(d d ) 0y tv t +∆ =  hovoříme 

0
(d d ) 0y tv t +∆ <
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o neutrálním stavu. S přihlédnutím ke vztahu (12.8) pro absolutní vorticitu 
můžeme právě uvedené stabilitní poměry přehledně zapsat takto: 
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 (12.9a) 

 

Stejné podmínky bychom obdrželi, pokud bychom vychýlili vzduchovou 
částici v počátečním okamžiku t = 0 nikoliv v kladném (tedy k severu), 
nýbrž v záporném (tedy k jihu) směru osy y. Stabilitní analýzu pro jižní 
polokouli, kde f0 < 0, si čtenář jistě provede bez větších obtíží sám. 
 

Poznámka 5: vezmeme-li v úvahu, že relativní vorticita ξg základního zonálního geo-
strofického proudění            je dána vztahem 
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můžeme kritéria pro inerční stabilitu (12.9a) psát s přihlédnutí k rovnici (12.6) v elegantním 
tvaru, kterému bývá v některých monografiích dávána přednost: 
 

   

0

0

0

inerční stabilita: ( ) 0,

inerční instabilita: ( ) 0,

inerční neutralita: ( ) 0.

g y

g y

g y

f f

f f

f f

ξ

ξ

ξ

 − + >  
 − + <  

 − + =  

 (12.9b) 
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12.2 Nelineární zobecnění podmínek inerční instability 
 
Uvědomme si, že při odvození kriterií pro inerční stabilitu (12.9) jsme brali 
v úvahu pouze lineární změnu zonální rychlosti vzduchové částice a zonální 
geostrofické rychlosti základního proudění. Také jsme nebrali zřetel na 
změnu Coriolisova parametru v severojižním směru. Získaná kritéria (12.9) 
jsou pak platná pouze v nevelké vzdálenosti vzduchové částice od její 
výchozí polohy y0. Nyní stabilitní kritéria zobecníme, sledujíce úvahy publi-
kované v [4], na nelineární případ. Je výhodné tato kritéria formulovat 
vzhledem ke kinetické energii meridionálně vychýlené vzduchové částice. 
Jestliže tato energie s časem poroste, budeme hovořit o inerční instabilitě, 
naopak bude-li s časem klesat, půjde o inerčně stabilní případ. 
 Derivujme totálně podle času druhou z rovnic (12.3): 
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d d d d
g
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uv f u
u u f

t t t t

 
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, (12.10) 

 

kde celkovou změnu Coriolisova parametru můžeme vyjádřit jako 
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(2 sin )
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f f v
v v v
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Ω ϕ β
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. (12.11) 

 

V posledním vztahu představuje                         takzvaný Rossbyho para-
metr, a značí poloměr Země a ϕ zeměpisnou šířku. 
 Individuální změna zonálního geostrofického proudění, které se nemění 
se zeměpisnou délkou ani s časem, je v soustavě pevně spojené s pohybující 
se vzduchovou částicí rovna 
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Nyní do rovnice (12.10) dosadíme za u – ug a          z rovnic (12.3), za 
d df t  z rovnice (12.11) a za d dgu t  (12.12). Tím získáme vztah 
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Vypočtěme 
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Protože 
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můžeme psát 
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Vynásobíme-li rovnici (12.13) výrazem sinv ϕ  a dosadíme-li do ní pro-
střednictvím (12.14), získáme 
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Poslední rovnici integrujme od počátečního okamžiku t0 do nějakého času t. 
Tedy 
 

00

22 2
21 1 d 1 1 d 1 d

2 d
sin 2 d sin 2 d sin d

t
g

tt

uv v v
v f t

t t t y
Ω

ϕ ϕ ϕ

 ∂     ′= + − −     ′ ∂      
∫ . 

    (12.16) 
 

Na levé straně poslední rovnice se objevuje změna měrné kinetické energie 
aaaaaaaaaaaa  

                vychýlené částice v čase t. Pravá strana obsahuje počáteční změnu 

této energie 

0

2d

d 2
t

v

t

  
  

  
, která je kladná, protože jsme přepokládali, že 

vzduchová částice je na počátku v klidu, v(t0) = 0.  Pohyb vzduchové části-
ce bude stabilní, pokud její kinetická energie bude klesat, to znamená 
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, bude kinetická energie vzduchové 

částice s časem růst, což odpovídá instabilní situaci. Druhý ze jmenovaných 
případů nastává, je-li 
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protože pak jsou všechny členy v rovnici (12.16) kladné (na severní 
polokouli, kde sinϕ > 0). Podmínka (12.17a) představuje postačující pod-
mínku inerční instability v nelineárním případě. Není však možné podob-
ným způsobem formulovat postačující podmínku stability. Je-li totiž  
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y
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∂
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, (12.17b) 

 

není vůbec jasné, zda je integrál na pravé straně rovnice (12.16) kladný 
aaaaaaaaaaa 

nebo záporný. Avšak je-li                     , musí být tento integrál záporný, což 
aaaaaaaaaaaa 

nastává v případě, že platí vztah (12.17b) a navíc musí druhý člen ve zmíně-
ném integrálu svoji absolutní hodnotou převyšovat první člen v tomto 
integrálu. Kritérium (12.17b) tedy představuje nutnou podmínku inerční 
stability. Ještě si povšimněme možnosti, že je podél celé trajektorie vzdu-
chové částice 
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Připomeňme, že v lineárním přiblížení tato situace odpovídala neutrálnímu, 
chcete-li indiferentnímu, případu. Pohledem na rovnici (12.16) však vidíme, 
že podrobnější rozbor, obohacený o nelineární prvky, neutrální situaci nepři-
pouští, protože při platnosti rovnosti (12.17c) je integrál ve vztahu (12.16) 
kladný a v důsledku toho kinetická energie vzduchové částice s časem roste. 
Nelineární rozbor tedy „převrací“ lineárně neutrální situaci na instabilní 
případ. 
 Inerční instabilita byla v geofyzikálním kontextu, jak již bylo částečně 
zmíněno v úvodu této kapitoly, pozorována v řadě atmosférických jevů celé 
řady měřítek, od bouřek a mezoměřítkových konvektivních systémů až po 
tryskové proudění. Pro stručný přehled odkazujeme čtenáře například na 
publikaci [28]. Závěrem této kapitoly se zastavme ve stručnosti právě 
u inerční instability tryskového proudění. Ve volné atmosféře bez tryskové-
ho proudění obvykle meridionální gradient zonálního proudění, v našem 
pojetí             , nebývá větší než 10 ms–1 na 100 km, tedy                       s–1. 
To je velikost srovnatelná s hodnotou Corilolisova parametru f ve středních 
zeměpisných šířkách (na 45° severní šířky je f ≈ 1,04⋅10–4 s–1). Odtud vy-
plývá, že oblasti bez tryskového proudění jsou inerčně stabilní (nebo 
„přinejhorším“ neutrální v intencích lineárního přístupu). Obrátíme-li pozor-
nost k tryskovému proudění na severní polokouli, a to na severní stranu od 
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osy tryskového proudění, tedy                   , vidíme, že zde je η > 0 a je tedy 
splněna nutná podmínka inerční stability. Severní strana od osy tryskového 
proudění má tedy tendenci být inerčně stabilní (i když musíme mít stále na 
paměti, že jde o nutnou podmínku stability). Naproti tomu na jižní straně od 
osy tryskového proudění je                  , a tedy při silném meridionálním 
gradientu rychlosti proudění může být tato oblast inerčně instabilní. Z toho 
vyplývá, že jižní strany tryskového proudění na severní polokouli jsou 
místem potenciální meteorologické aktivity.  
 
 

0gu y∂ ∂ <

0gu y∂ ∂ >
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13 SYMETRICKÁ INSTABILITA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V tomto oddíle vyložíme problematiku symetrické stability, respektive 
instability. Tento mechanismus má důležitou úlohu při formování oblačnosti 
a srážek subsynoptického měřítka, a to ve formě pásů širokých přibližně 10 až 
50 km a dlouhých 100 až 500 km. Tato oblačnost, popřípadě srážky, bývají 
obvykle pozorovány v silně baroklinních oblastech v souvislosti s atmosfé-
rickými frontami, nicméně představují samostatné útvary. Je pro ně charak-
teristické, že se řadí do válečků rovnoběžných s vektorem průměrného 
gradientu rychlosti proudění. Pravděpodobným zdrojem vzniku uvedených 
útvarů je právě symetrická instabilita [3]. Alternativním názvem pro tento 
typ instability je šikmá konvekce (slantwise convection, viz například [35]). 
 V předchozích oddílech jsme se zabývali situací, kdy vzduchová částice 
byla stabilní při ryze vertikálním přemístění a oscilovala kolem své počá-
teční polohy s Brunt-Vaisalovou frekvencí; tento stav odpovídal stabilnímu 
vertikálnímu zvrstvení atmosféry. Také jsme popsali případ, kdy byla vzdu-
chová částice stabilní vůči svému čistě horizontálnímu přemístění; pak jsme 
hovořili o inerční stabilitě. Je však možná také taková situace, kdy je zmíně-
ná částice stabilní odděleně jak vůči ryze vertikálnímu, tak vzhledem k čistě 
horizontálnímu vychýlení ze své původní polohy, ovšem instabilní vůči 
přemístění v nakloněné (šikmé) rovině – odtud název šikmá konvekce. 
 Mechanismus symetrické instability popíšeme opět prostřednictvím me-
tody částice a vzhledem k charakteru cirkulace ve formě již zmíněných 
válečků budeme předpokládat, že jak základní stav atmosféry, tak pertur-
bace jsou nezávislé na jedné z horizontálních souřadnic, která tedy 
představuje osu symetrie proudění. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, 
aaaaaaaaaa 

že touto osou je osa x, a tedy parciální derivace         všech veličin je rovna 
aaaaaaa 

nule. V takovém případě si můžeme vzduchovou částici představit ve formě 
válečku nebo prstence, který se rozprostírá ve směru osy x od – ∞ do +∞. 

x

∂
∂
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Tento váleček nechť je vložen do základního geostrofického proudění. 
Pokud se bude váleček vracet po vychýlení v šikmém směru do své původní 
polohy, budeme mluvit o symetrické stabilitě, bude-li se vzdalovat, situaci 
označíme za symetricky nestabilní. Přitom budeme předpokládat splnění 
obvyklých podmínek při aplikaci metody částice, tedy přizpůsobování tlaku 
uvnitř vzduchového válečku okolnímu tlaku a dále, že celý proces je 
adiabatický. Protože je odvození podmínky symetrické instability do jisté 
míry analogické například s odvozením podmínky inerční instability, dovo-
líme si postupovat poněkud rychleji a některé dílčí kroky při výpočtech 
vynecháme s tím, že podrobnosti odhalí jistě sám čtenář, nebo je nalezne 
v některé z publikací [35, 36, 37]. Zejména na úvahách z první ze jmeno-
vaných monografií je založen náš další postup. 
 Při rozboru se zaměřme na situaci na severní polokouli, kde je f  > 0. 
Rovnice základního geostrofického proudění, do kterého je vzduchový vá-
leček vložen a s nímž je na počátku v rovnováze, mají tvar shodný s rov-
nicemi (12.1), tedy 
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Pohybové rovnice pro vzduchový váleček ve směru souřadnicových os x a y 
můžeme psát ve tvaru 
 

   
�

0

d 1 d
( )

d dg

u p y
fv f v v fv f

t x tρ
=

∂
= − + = − = =

∂
, (13.2a) 

 

   
d 1

( )
d g

v p
fu f u u

t yρ
∂

= − − = −
∂

. (13.2b) 

 

Přemístíme-li nyní vzduchový váleček ve směru osy y o ∆y a ve vertikální 
směru o ∆z a budeme přitom předpokládat, že se od své výchozí polohy 
příliš nevzdálil, můžeme rychlost základního geostrofického proudění ve 
vztahu (13.2b) v nové poloze válečku aproximovat prvními členy Taylorova 
rozvoje. Ze vztahu (13.2b) pak dostáváme 
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. (13.3) 

 

Časovou integrací rovnice (13.2a) dostáváme pro rychlost vzduchové 
trubice ve směru osy x v čase t výraz 



106 

   0 0( ) ( , )gu t u y z f y= + ∆ . (13.4) 
 

Vzhledem k charakteru trubice rozprostírající se rovnoběžně s osou x od – ∞ 
do +∞ by bylo příhodnější než o pohybu samotné trubice ve směru osy x 
mluvit o pohybu vzduchových částic uvnitř této trubice. Dosadíme-li za u 
v rovnici (13.3) vyjádření (13.4), obdržíme 
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. (13.5) 

 

Jak si jistě čtenář všiml, neuvažujeme změny Coriolisova parametru f, neboť 
předpokládáme, že přemístění vzduchového válečku je dostatečně malé, a te-
dy i změny Coriolisova parametru jsou zanedbatelné. Vyjádřeme nyní 
v posledním vztahu vertikální gradient geostrofického zonálního proudění. 
Z poznámky v oddíle 17, nebo například z [3,5] vyplývá, že pro zmíněný 
vertikální gradient můžeme psát přibližný vztah 
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 Vyjádřeme sklon izentropických ploch, tedy ploch o konstantní 
potenciální teplotě. Na takové ploše evidentně platí 
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 (13.7) 

 

a pro její sklon tedy postupně dostáváme 
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kde jsme využili vztahu (13.6). 
 Z dalšího kroku vyplyne, proč jsme vyjadřovali náklon plochy konstantní 
potenciální teploty. Přemístíme-li náš vzduchový váleček právě po této 
ploše, můžeme vztah (13.5) s přihlédnutím k (13.8) psát ve tvaru 
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    (13.9) 
 

Není obtížné nahlédnout, že v prvním členu ve složené závorce posledního 
vztahu vystupuje Richardsonovo číslo (viz vztahy (8.1) a (5.12)) a že člen v 
hranaté závorce (13.9) představuje absolutní vorticitu základního geostro-

fického proudění g
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u
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∂
. Vědomi si těchto skutečností, 

můžeme dospět k rovnici pro zrychlení vzduchového válečku, vychýleného 
podél izentropické hladiny, ve směru osy y: 
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kde jsme využili faktu, že 
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. Označme dále druhý člen 

v rovnici (13.10) jako 2
sω , tedy 
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Z diferenciálního počtu je dobře známo, že pokud je             , má řešení 
rovnice (13.10) tvar harmonických kmitů s kruhovou frekvencí ωs: 
 

   1 1( ) cos sins sy A t B tθ ω ω∆ = + , (13.12) 
 

kde A1 a A2 jsou integrační konstanty, které určíme z počátečních podmínek. 
To odpovídá symetrické stabilitě, kterou je možné s přihlédnutím k (13.11) 
charakterizovat nerovností 
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 Je-li výraz v hranaté závorce v rovnici (13.10) záporný, má řešení této 
rovnice obecně tvar 
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   2 2( ) s st t
y A e B e

ω ω
θ

−∆ = + , (13.14) 
 

kde A2 a B2 jsou opět integrační konstanty. Je zřejmé, že podle vztahu 
(13.14) by se vzduchový váleček vzdaloval od své počáteční polohy. 
Jednoduchými algebraickými úpravami se můžeme přesvědčit, že tato 
symetricky instabilní situace může nastat, je-li 
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Poslední vztah vyjadřuje nutnou podmínku symetrické instability. Připome-
neme-li si definici Richardsonova čísla (8.1), je patrné, že při stabilním 
vertikálním zvrstvení atmosféry může symetrická instabilita nastat v pří-
padě, když je vertikální gradient základního proudění dostatečně velký, 
nebo v oblastech, kde je geostrofická vorticita ξg velmi malá popřípadě 
anticyklonální (ξg < 0). 
 V elegantním tvaru lze nutnou podmínku symetrické instability vyjádřit 
prostřednictvím Ertelovy potenciální vorticity, definované vztahem (viz 
například [3, 10, 38]) 
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kde k představuje jednotkový vertikálně orientovaný vektor. Dosadíme-li do 
(13.6) za vektor rychlosti proudění v vyjádření pro základní zonální 
geostrofické proudění, vypočteme gradient potenciální teploty θ  a prove-
deme sérii úprav, dostaneme  
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Z poslední rovnice a z podmínky (13.15) vidíme, že při stabilním verti-
kálním zvrstvení atmosféry ( 0zθ∂ ∂ > ) můžeme nutnou podmínku inerční 
instability psát jednoduše jako 
 

   0EΠ < . (13.18) 
 



    109 

Využijeme-li navíc vztahu mezi absolutní vorticitou v z systému, s nímž 
jsme dosud pracovali, a v θ systému 
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vyplývá ze vztahu (13.17) pro Ertelovu potenciální vorticitu v θ systému, že 
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a nutnou podmínkou symetrické instability ve stabilně vertikálně zvrstvené 
atmosféře je požadavek, aby na izentropické ploše byla absolutní vorticita 
záporná: 
 

   ( ) 0g f θξ + < . (13.20) 
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14 BAROTROPNÍ A BAROKLINNÍ 

INSTABILITA Z HLEDISKA PŘEMĚNY 

ENERGIE 
 
 
 
 
 
 
 
Barotropní a baroklinní instabilita představují mechanismy, které obvykle 
zahrnují procesy synoptického až planetárního měřítka. Tyto mechanismy 
jsou primárními zdroji, díky kterým mohou narůstat původně malé poruchy 
objevující se v základním stavu atmosféry, například v podobě zonálního 
proudění, a to tak, že zmíněné poruchy čerpají energii pro svůj růst právě na 
úkor energie základního stavu. Z metodického hlediska bývá výhodné jak 
barotropní, tak baroklinní instabilitu studovat odděleně. V této kapitole však 
vyšetříme oba jevy současně pomocí energetických úvah. Uvidíme, že 
barotropní instabilita je spojena s horizontálním gradientem základního 
proudění, zatímco baroklinní instabilita se realizuje prostřednictvím verti-
kálního gradientu základního proudění. Odpovíme na otázku, za jakých 
podmínek získávají poruchy (perturbace) energii pro svůj růst. 
 V našich úvahách nebudeme pro jednoduchost uvažovat disipaci energie 
třením a omezíme se na adiabatické procesy. Vztahy budeme linearizovat 
vzhledem k perturbacím. Vyjdeme z následující soustavy „meteorolo-
gických“ rovnic v p systému: 
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u v fv
t x y p x

φ
ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, (14.1a) 

 

   
v v v v

u v fu
t x y p y

φ
ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, (14.1b) 

 

   
RT

p p

φ∂
= −

∂
, (14.1c) 

 

   
p
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t x y p c p
ω ω

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
, (14.1d) 
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   0
u v

x y p

ω∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
. (14.1e) 

 

Jedná se postupně o dvě pohybové rovnice na izobarické ploše, rovnici 
hydrostatické rovnováhy, energetickou rovnici (první hlavní větu termo-
dynamickou) a rovnici kontinuity. Jednotlivé proměnné mají obvyklý výz-
nam, snad jen připomeňme, že veličina, se kterou jsme se dosud v této knize 
nesetkali, je zobecněná vertikální rychlost                  a φ představuje geo-
potenciál. Z uvažovaného tvaru pohybových rovnic je zřejmé, že pracujeme 
v synoptickém až planetárním měřítku (viz například [5]). Okrajové pod-
mínky platící pro  proudění budou 
 

   00 pro 0,p p pω = = = , (14.2a) 
 

   0 pro ,v y d y d= = − = + . (14.2b) 
 

K proudění tedy dochází v „kanálu“ s neprostupnými zonálně orientova-
nými hranicemi ve vzdálenosti y = ± d od počátku souřadnicové soustavy. 
Tlak na zemském povrchu jsme označili jako p0. Dále budeme před-
pokládat, že všechny hledané proměnné a jejich derivace jsou periodické 
podél osy x mířící směrem na východ s periodou odpovídající vzdálenosti L, 
to znamená, že, symbolicky zapsáno, 
 

   ( ) ( )X x X x L= ± . (14.2c) 
 

 Základní stav našeho modelu bude charakterizován veličinami u , v , ω , 
T , φ , které splňují vztahy 
 

   ( , ), 0, 0u u y p v ω= = = , (14.3a) 
 

   
1

, 0, ( , )
RT

u y p
f y x p p

φ φ φ∂ ∂ ∂
= − = =

∂ ∂ ∂
 (14.3b) 

 

a představuje tak zonální geostrofické proudění, které je s přihlédnutím 
k (14.1c) v hydrostatické rovnováze. 
 Na základní proudění nechť jsou superponovány poruchy v poli rychlosti 
proudění ( , , )u v ω′ ′ ′ , teploty T ′  a geopotenciálu φ′  závisící na čase i na 
prostorových souřadnicích. Výsledný stav bude popsán veličinami 
 

   
( , ) ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ),

( , ) ( , , , ), ( , ) ( , , , ).

u y p u x y p t v x y p t x y p t

T y p T x y p t y p x y p t

ω

φ φ

′ ′ ′+

′ ′+ +
 (14.4) 

 

d dp tω ≡
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Přitom přepokládáme, že poruchové proměnné jsou alespoň o řád menší než 
veličiny popisující základní stav. 
 Vyjádření (14.4) nyní dosadíme do výchozích rovnic (14.1), ve kterých 
zanedbáme členy obsahující dvě a více veličin popisujících perturbace. 
Naznačený postup předvedeme na pohybové rovnici ve směru souřadnicové 
osy x, pro kterou dostáváme 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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u u u u u u v u u u u
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fv
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φ φ

∂ ∂ ∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂

∂
′ ′= − + +

∂

 

 

což rozepsáno na jednotlivé členy dává rovnici: 
 

� � � � � �

�

0 0 0 nelin. nelin. nelin.
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.
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′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

′∂ ∂
′= − − +

∂ ∂

 

 

Vynecháním nulových členů a zanedbáním členů nelineárních vzhledem k 
perturbacím obdržíme 
 

   
u u u u

u v fv
t x y p x

φ
ω

′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂
′ ′ ′+ + + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (14.5a) 

 

Obdobným způsobem získáme i zbývající rovnice pro perturbace: 
 

   
v v

u fu
t x y

φ′ ′ ′∂ ∂ ∂
′+ = − −

∂ ∂ ∂
, (14.5b) 
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 Definujme kinetickou K ′  a dostupnou potenciální energii A′  poruch 
takto [39]: 
 

   2 21
( )d

2
V

K u v V′ ′ ′≡ +∫ , (14.6) 

 

   
2

2
2

1 1
d

2
V

R
A T V

pσ
′ ′≡ ∫ , (14.7) 

 

kde d
V

V∫…  značí integraci přes oblast ohraničenou izobarickými hladinami 

p0 a p=0, v meridionálním směru hranicemi y = d a y = – d, v zonálním 
směru jednou periodou vlnové poruchy o vlnové délce L. Symbol σ před-
stavuje parametr statické stability atmosféry definovaný pomocí měrné hu-
aaaaaaaaa 

stoty α a potenciální teploty θ vztahem                     . 
 

 Časová změna kinetické energie poruch je rovna 
 

d
V

K u v
u v V

t t t

′ ′ ′∂ ∂ ∂ ′ ′= + ∂ ∂ ∂ ∫ . 

 

Vynásobíme-li rovnici (14.5a) veličinou u′ , rovnici (14.5b) veličinou v′  
a takto vzniklé vztahy dosadíme do naposledy uvedené rovnice, získáme 
 

d
V

K u u u v
u v u u v uu uv V

t y p x y x x

φ φ
ω

′ ′ ′ ′ ′ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∫ . 

 

Integrací per partes se můžeme přesvědčit, že integrály posledních dvou vý-
razů předchozí rovnice jsou rovny nule díky okrajovým podmínkám (14.2). 
Dále integrujme per partes třetí a čtvrtý člen poslední rovnice: 
 

d d

d d d ,
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kde jsme opět přihlédli k okrajovým podmínkám (14.2), rovnici kontinuity 
(14.5e) a rovnici hydrostatické rovnováhy (14.5c). To tedy znamená, že pro 
změnu kinetické energie perturbací můžeme psát 

p

α θ
σ

θ
∂

≡ −
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 Časová změna potenciální energie perturbací je rovna 
 

2

2

1
d

V

A R T
T V

t p tσ
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′=
∂ ∂∫ . 

 

Vynásobme rovnici (14.5d) veličinou T ′  a použijeme-li definici parametru 
statické stability spolu s definicí potenciální teploty, potom po dosazení do 
poslední rovnice můžeme psát pro změnu dostupné potenciální energie 
perturbací 
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Integrací per partes se lze přesvědčit, že první člen v předchozí rovnici 
vymizí díky okrajovým podmínkám (14.2). Poté dostáváme 
 

   
2

2

1
d d .

V V
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baroklinní

A R T R
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t p y p
ω

σ
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 (14.9) 

 

 První a druhý člen na pravé straně rovnice (14.8) reprezentuje barotropní 
a baroklinní přeměnu kinetické energie K  základního zonálního proudění 
na kinetickou energii poruch K ′  (nebo opačně). Instabilita, která závisí na 
horizontálním gradientu základního proudění, se nazývá barotropní instabi-
lita. Třetí člen na pravé straně rovnice (14.8) se objevuje i ve vztahu (14.9), 
ovšem s opačným znaménkem, a reprezentuje transformaci mezi dostupnou 
potenciální energií

*) A′  a kinetickou K ′  energií poruch. První člen na pravé 
straně rovnice (14.9) popisuje přechod dostupné potenciální energie mezi 
základním stavem a poruchami. Tato transformace se realizuje prostřed-
nictvím mechanismu baroklinní instability, protože gradient teploty            
je s vertikálním střihem větru u p∂ ∂  spojen prostřednictvím rovnice ter-

                                                 
*) Skutečně hovoříme o přeměně dostupné potenciální energie. Je totiž dobře známo, že jen malá část 

celkové potenciální energie atmosféry se může transformovat v kinetickou energii. Této části 
potenciální energie říkáme právě dostupná potenciální energie. Blíže viz například [40]. 

T y∂ ∂
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málního větru (viz například [5]), v našem případě 
u T

p fT y

α∂ ∂
= −

∂ ∂
. O insta-

bilitě závisející na vertikálním gradientu proudění hovoříme jako o baro-
klinní instabilitě. Ta má podle rovnic (14.8), (14.9) a díky úvahám 
o termálním větru dva zdroje – jak je ve zmíněných rovnicích vyznačeno. 
Pedlosky však [10] upozorňuje na to, že při kvazigeostrofických pohybech 
velkého měřítka jsou vertikální Reynoldsova napětí u′ω′ tak malá, že jejich 
vzájemné působení s vertikálním gradientem rychlosti proudění představuje 
zanedbatelný zdroj perturbační kinetické energie a člen obsahující 
                     lze v rovnici (14.8) zanedbat ve srovnání s barotropním čle-
nem                    . Tento barotropní člen je navíc menší ve srovnání s po-
sledním členem v rovnici (14.8), resp. (14.9). Z výše uvedeného je možné 
učinit závěr, že pro pohyby velkého měřítka ve středních zeměpisných 
šířkách je hlavním zdrojem kinetické energie perturbací, tedy instabilní 
situace, dostupná potenciální energie perturbací, která je čerpána z dostupné 
potenciální energie základního zonálního proudění. 
 Shrnuto jinými slovy: v ryze barotropním případě je zdrojem kinetické 
energie perturbací kinetická energie základního zonálního proudění, zatímco 
v baroklinní atmosféře je tímto zdrojem zejména dostupná potenciální 
energie základního stavu, která se v kinetickou energii perturbací přeměňuje 
přes mezičlánek, představovaný dostupnou potenciální energií perturbací 
(poslední člen v rovnicích (14.8) a (14.9)). 
 V dalších kapitolách této knihy budeme studovat případy barotropní 
a baroklinní atmosféry odděleně, kdy existuje vždy jen jeden nenulový 
gradient rychlosti proudění; buď horizontální, nebo vertikální. V obecném 
případě, kdy jsou nenulové oba dva gradienty rychlosti proudění, je pro 
instabilitu pochopitelně nutné, aby součet zdrojů kinetické energie poruch 
byl kladný. Jsou celkem tři možnosti, jak toto splnit. Jednak v triviálním 
případě mohou být kladné jak tok dostupné potenciální, tak i kinetické 
energie od základního proudění k perturbacím. Je možná i konfigurace, kdy 
baroklinní instabilní poruchy odebírají dostupnou potenciální energii 
základnímu stavu, ale současně generovaná horizontální Reynoldsova napětí 
spolu s horizontálním gradientem rychlosti zonálního proudění „navracejí“ 
kinetickou energii zpět, a tak dochází k zesilování gradientu hybnosti 
základního proudění. Tomu odpovídá situace, při které je jádro baroklinního 
proudění urychlováno a jeho okraje jsou zpomalovány. V instabilním pří-
padě musí energie odebíraná základnímu stavu převyšovat energii navrace-
nou zpět. Třetí možnost spočívá v tom, že dochází k rozvoji barotropní 
instability, která „vysvobozuje“ kinetickou energii základního stavu, ale 

( )u u pω′ ′ ∂ ∂
( )u v u y′ ′ ∂ ∂



116 

zároveň tok dostupné potenciální energie směřuje od fluktuací k základnímu 
stavu a zvětšuje tak jeho teplotní gradient. K celkové instabilitě je pak nut-
né, aby barotropní instabilita, pokud jde o toky energie, převýšila baroklinní 
stabilitu. 
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15 FORMULACE ROVNIC PRO STUDIUM 

STABILITY KVAZIGEOSTROFICKÝCH 

ATMOSFÉRICKÝCH POHYBŮ 
 
 
 
 
 
 
 
Tak jako jsme na počátku knihy v pojednání o stabilitě proudění menších 
měřítek odvodili vztahy, které byly v dalších kapitolách naším výcho-
diskem, odvodíme nyní rovnice, které budou základem při studiu proudění 
velkých měřítek ve středních zeměpisných šířkách. Předmětem našeho 
zájmu bude barotropní a baroklinní instabilita, které jsme z energetického 
hlediska prozkoumali v předešlé kapitole. Poměrně dobře do našeho rámce 
zapadá i výklad o inerční instabilitě, jejíž mechanismus byl v kapitole 12 
vyložen tak, že jej můžeme považovat i za vysvětlení základního mecha-
nismu barotropní instability. Naším hlavním záměrem v následujících 
částech knihy bude vyložit mechanismus stability a instability pohybů syno-
ptického měřítka ve středních zeměpisných šířkách a ukázat, za jakých 
podmínek se tyto pohyby mohou stát instabilní, což by signalizovalo mož-
nost cyklogeneze. 
 Pohyby zmíněného měřítka můžeme popsat rovnicí vorticity v kvazi-
geostrofickém přiblížení 
 

   2 2
0( )p p p f f

t p
ψ

ω
ψ ψ

∂ ∂
∇ + ⋅∇ ∇ + =

∂ ∂
v , (15.1) 

 

kde ψ ψ= ×∇v k  je vektor rychlosti nedivergentního proudění, a dále 

termodynamickou rovnicí, která má v adiabatickém přiblížení tvar 
 

   
0

0
t p p f

ψ

ψ ψ σω   ∂ ∂ ∂
+ ⋅ + =   ∂ ∂ ∂   
v . (15.2) 

 

V těchto rovnicích ψ představuje proudovou funkci a f0 je hodnota 
Coriolisova parametru f na referenční střední zeměpisné šířce ϕ0, obvykle 
volené jako 45° severní šířky. Z obou rovnic je patrné, že nadále budeme 
pracovat v p systému a standardní souřadnicové soustavě. Čtenáře, který 
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není seznámen s odvozením uvedených rovnic, odkazujeme na některou 
z následujících publikací [3,10,41,42]. Poznamenejme ještě, že dále bude-
me předpokládat zjednodušený vztah mezi geopotenciálem φ a proudovou 
funkcí φ = f0ψ. 
 Vynásobme rovnici (15.2) výrazem          a poté derivujme parciálně 
podle p. Naznačeným postupem dostaneme výraz 
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0 0 0

1 1
pf f f

t p p p p p
ψ

ψ ψ ω
σ σ

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅∇ = −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
v . 

 

Poslední rovnici sečteme s rovnicí (15.1), čímž získáme 
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v , (15.3a) 

 

kde můžeme označit 
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0
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p f f

p p

ψ
Π ψ

σ
 ∂ ∂
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. (15.3b) 

 

Veličinu Π nazýváme kvazigeostrofickou potenciální vorticitou*) a (15.3a) 
rovnicí kvazigeostrofické potenciální vorticity. 
 Předpokládejme, že základním stavem je ryze zonální proudění, popsané 
geostrofickou proudovou funkcí              , které odpovídá rychlost proudění 
 

   ( , )U y p
y

ψ∂
= −

∂
. (15.4) 

 

Na základní stav nechť jsou v poli proudění superponovány malé poruchy, 
popsané perturbační proudovou funkcí ( , , , )x y p tψ ′ , ψ ψ′ ≪ . Výsledné 

pole proudění je pak charakterizováno proudovou funkcí, která je součtem 
proudové funkce základního stavu a poruchové proudové funkce: 
 

   ( , , , ) ( , ) ( , , , )x y p t y p x y p tψ ψ ψ ′= + . (15.5) 
 

 Dosadíme-li (15.4) a (15.5) do (15.3), získáme 
 

   ( , ) 0U q J q
t x x y

ψ Π
ψ

′∂ ∂ ∂ ∂  ′ ′ ′+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (15.6) 

                                                 
*) Poznamenejme, že ve druhé části knihy používáme místo označení „potenciální vorticita“ 

„potenciálový vír“. 

2
0f σ

( , )y pψ
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kde 
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ψ
ψ

σ
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je perturbační potenciální vorticita a veličina 
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představuje meridionální gradient potenciální vorticity základního stavu Π , 
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p p

ψ
Π ψ

σ
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 Vzhledem k tomu, že všechny poruchové veličiny považujeme v abso-
lutní hodnotě za menší alespoň o řád než jim odpovídající veličiny základ-
ního stavu, můžeme v prvním přiblížení v rovnici (15.6) zanedbat všechny 
členy, které jsou nelineární vzhledem k poruchám. Takovým členem je 
jakobián                . Linearizovaná forma rovnice potenciální vorticity po-
ruch je 
 

   0U q
t x x y

ψ Π′∂ ∂ ∂ ∂  ′+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
. (15.10) 

 

V souladu s metodou normálních modů položme opět, 
 

   ( )ˆ ( , )eik x cty pψ ψ −′ =  (15.11) 
 

a dosaďme toto vyjádření do rovnice (15.10), kterou je pak možno psát 
následovně: 
 

   
2

2 2
02

ˆ ˆ1
ˆ ˆ( ) 0U c k f

y p y

ψ ψ Π
ψ ψ

σ

  ∂ ∂ ∂
− − + + =  ∂ ∂ ∂  

. (15.12) 

 

 Analogicky upravíme i termodynamickou rovnici. Do vztahu (15.2) 
dosadíme pomocí (15.4) a (15.5): 
 

   
0

, 0
U

U J
t x p x p p f

ψ ψ ψ σω
ψ

′ ′ ′ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ′+ − + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
. (15.13) 

( , )J qψ ′ ′
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Poslední rovnici linearizujeme opět zanedbáním jakobiánu ,J
p

ψ
ψ

′ ∂
′ ∂ 

. 

aaaaaaaaaaa 
 

   
0

0
U

U
t x p x p f

ψ ψ σω′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
, (15.14) 

 

kde perturbační proudovou funkci ψ ′  vyjádříme vztahem (15.11) a obdobně 
položíme 
 

   ( )ˆ ( )eik x ctpω ω −= . (15.15) 
 

Pomocí vztahů (15.4), (15.11) a (15.15) přejde rovnice (15.14) na tvar 
 

   
0

ˆ ˆ
ˆi ( ) i 0

U
k U c k

p p f

ψ σω
ψ

∂ ∂
− − + =

∂ ∂
. (15.16) 

 

Rovnice (15.12) a (15.16) tvoří vztahy, které v dalším textu použijeme při 
zkoumání stability kvazigeostrofických pohybů. 
 

Tzn., že
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16 NUTNÁ PODMÍNKA BAROTROPNÍ 

INSTABILITY 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V této kapitole odvodíme nutnou podmínku barotropní instability v rotující 
atmosféře, která je jistým zobecněním Rayleighova teorému. Jako výcho-
disko nám poslouží rovnice potenciální vorticity (15.12), ovšem v baro-
tropním přiblížení. Budeme tedy uvažovat ryze barotropní základní stav se 
zonální rychlostí proudění závisící pouze na meridionální souřadnici 
U = U(y) a amplitudovou funkcí poruch ˆ ( )yψ , která bude funkcí rovněž jen 

souřadnice y. Za těchto předpokladů přejde rovnice potenciální vorticity 
(15.12) na tvar 
 

   
2 2

2
2 2

ˆd d
ˆ ˆ( )

d d

U
U c k

y y

ψ
ψ β ψ

   
− − + −   

   
. (16.1) 

 

Nechť je proudění omezeno neprostupnými hranicemi rovnoběžnými s osou 
x, která je orientovaná směrem k východu rovnoběžně se základním 
zonálním prouděním. Neprostupné hranice situujme do vzdálenosti y = – d 
a y = d rovnoběžně s osou x. Na zmíněných neprostupných hranicích platí 
následující okrajové podmínky 
 

   ˆ ( ) 0y dψ = ± = . (16.2) 
 

 Rovnici (16.1) vynásobme komplexně sdruženou funkcí *ψ̂  k ψ̂ : 
 

   
2 2

* 2 * *
2 2

ˆd d
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 0

d d

U
U c k

y y

ψ
ψ ψψ β ψψ
   

− − + − =   
   

. (16.3) 

 

První člen ve druhé závorce levé strany poslední rovnice upravíme pomocí 
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2 2
* *

2

ˆ ˆ ˆd d d d
ˆ ˆ

d d d dy y y y

ψ ψ ψ
ψ ψ
 

= + 
 

 

 

a po vydělení rovnice (16.3) pomocí (U – c) dostaneme 
 

   
2 2 2

2 2* 2ˆ ˆd d d d d
ˆ ˆ ˆ

d d d

U y
k

y y y U c

ψ ψ β
ψ ψ ψ
  −

− − =  − 
. (16.4) 

 

Integrujeme-li poslední rovnici od – d do +d  a přihlédneme-li k okrajovým 
podmínkám (16.2), obdržíme 
 

   
2 2 2 *

2 22
2

ˆd ( d d )( )
ˆ ˆd d

d

d d

d d

U y U c
k y y

y U c

ψ β
ψ ψ

− −

  − −
 + =
  − 
∫ ∫ , (16.5) 

 

kde jsme na pravé straně vynásobili čitatele i jmenovatele funkcí (U – c)*, 
tedy komplexně sdruženou veličinou k (U – c). Rozložíme-li dále fázovou 
rychlost c na reálnou a imaginární složku,                 , můžeme rovnici 
(16.5) uvádět ve tvaru 
 

 

2
22

2 2 2 2
2 2

2 2

ˆd
ˆ d

d

( d d )( ) d d
ˆ ˆi .

d

d

d d

r
i

d d

k y
y

U y U c U y
c

U c U c

ψ
ψ

β β
ψ ψ

−

− −

 
 + =
 
 

− − −
= +

− −

∫

∫ ∫
 (16.6) 

 

Porovnáním reálné a imaginární části v této rovnici zjistíme, že 
 

   
2 2

2

2

d d
ˆ d 0

d

i

d

U y
c y

U c

β
ψ

−

−
=

−∫ . (16.7) 

 

Z posledního vztahu je evidentní, že pokud existuje sílící instabilní porucha 
s ci > 0, musí platit pro nějaké yk ležící mezi – d a d , že 
 

   
2

2

d
0, pro

d
k

k

y

U
d y d

y
β

 
− = − < < 

 
. (16.8a) 

 

Tato podmínka představuje nutnou podmínku barotropní instability. Na-
opak, je-li 
 

ir ic c c= +
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2

2

d
0, pro všechna :  , pak musí být 0

d i

U
y d y d c

y
β

 
− ≠ − < < = 

 
. (16.8b) 

 

Podmínka (16.8b) je postačující podmínkou barotropní stability. Tyto 
stabilitní podmínky odvodil Kuo [30] a je možné je považovat za zobecnění 
Rayleighova teorému inflexního bodu z kapitoly 10. 
 Vezmeme-li v úvahu, že Rossbyho parametr β je definován jako 
meridionální gradient Coriolisova parametru f, d df yβ = , a že relativní 

vorticita ξ  základního zonálního proudění je rovna (d d )U yξ = − , 
můžeme podmínky (16.8) psát vzhledem k absolutní vorticitě η  základního 

stavu 
d

d

U
f

y
η ≡ − : 

 

   

 postačující podmínka barotropní stability

d
0 pro nějaké  ležící mezi  a ,

d

 nutná podmínka barotropní instability

d
0 pro všechna  ležící mezi  a .

d

k

k

y

y d d
y

y d d
y

η

η

−

= −

−

≠ −

 (16.9) 

 

Slovně je možné například formulovat nutnou podmínku barotropní instabi-
lity tak, že pokud je zonální barotropní proudění barotropně instabilní, 
potom má absolutní vorticita základního proudění mezi – d a +d inflexní 
bod. Analogicky lze formulovat i opačné tvrzení vyjadřující postačující pod-
mínku barotropní stability. 
 Tak jako při analýze Rayleighovy rovnice (3.6) jsme získali opět „jen“ 
nutnou podmínku barotropní instability. Nemůžeme tedy říci, že proudění 
mající určité vlastnosti je barotropně instabilní. Nicméně numerická řešení 
rovnice (16.1) pro různé profily rychlosti proudění U(y) ukazují, že výše 
odvozená nutná podmínka barotropní instability je v řadě případů i pod-
mínkou postačující [43]. Tato podmínka je splněna v některých tlakových 
hladinách v blízkosti intertropické zóny konvergence*) (ITCZ) a typická 
vlnová délka poruch o nejsilnější instabilitě nabývá zhruba 2 000 kilometrů. 
To dobře odpovídá vlnové délce skutečně pozorovaných synoptických 

                                                 
*) Intertropická zóna konvergence je oblast nízkého tlaku v rovníkové oblasti, kde dochází k výrazné 

konfluenci pasátů obou polokoulí, což je doprovázeno tvorbou konvektivních oblaků a vypa-
dáváním srážek. Podrobněji viz například [44]. 
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poruch podél již zmiňované ITCZ [43]. Barotropní instabilita se tedy zdá 
být vhodným mechanismem rozvoje slabých poruch podél ITCZ. Jak jsme 
ovšem zjistili z energetického rozboru mechanismu barotropní instability 
v kapitole 14, další rozvoj poruch prostřednictvím mechanismu barotropní 
instability vyžaduje přítomnost horizontálního gradientu zonálního prou-
dění, který zprostředkovává přeměnu kinetické energie základního zonál-
ního proudění v kinetickou energii poruch. Ovšem poruchy synoptického 
měřítka v tropické oblasti mohou existovat i při absenci silnějšího horizon-
tálního gradientu rychlosti proudění. To nás vede k tvrzení, že po možném 
počátečním rozvoji poruch v tropické oblasti díky barotropní instabilitě, 
není tento typ instability již dominantním mechanismem pro jejich další 
rozvoj. Barotropní instabilita však není jevem, se kterým bychom se setká-
vali jen v tropické oblasti. Můžeme jej zaznamenat i ve středních země-
pisných šířkách, zejména v oblasti tryskového proudění. 
 
 
16.1 Příklady možných barotropně instabilních profilů 

 proudění 
 
Pro ilustraci prostudujme barotropní instabilitu několika profilů rychlosti 
zonálního proudění. Uvažujme nejprve „kosinový“ profil definovaný vzta-
hem [10]: 
 

   2
0 cos

2
U U y

d

π =  
 

, (16.10) 

 

kde U0 představuje rychlost proudění v místě y=y0=0 (viz obrázek 16.1). 
Nutnou podmínku instability (16.8a) je v tomto případě, po provedení 
patřičných derivací, možné psát následovně 
 

   
1

cos
2 kb y

d

π = −  
 

, (16.11) 

 

kde 
 

   
2

2
0

d
b

U

β
π

= . (16.12) 

 

Vzhledem k symetrii úlohy je postačující hledat yk pouze v intervalu (–d, 0). 
Je-li β=0, je 2ky d= − . Při β ≠ 0 se yk mění od 2y d= −  po y d= − . Ze 
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vztahu (16.11) také plyne, že pro instabilitu je nutné, aby 1 2b < , což je 
s přihlédnutím k (16.12) ekvivalentní s požadavkem 
 

   
2

0 2

2 d
U

β
π

> . (16.13) 

 
Obr. 16.1 Kosinový profil rychlosti proudění daný vztahem (16.10). 

 
 Nyní zaměřme pozornost na dva profily rychlosti proudění, které jsou 
neohraničené, pokud jde o jejich meridionální rozsah. Nejprve formulujme 
nutnou podmínku instability tryskového proudění s Bickleyho profilem 
rychlosti [45] 
 

   2
0

0

sech
y

U U
y

 
=  

 
. (16.14) 

 

Západní proudění (U0 > 0) s takovýmto profilem můžeme najít ve vyšších 
hladinách atmosféry ve středních zeměpisných šířkách, nebo v případě 
východního proudění (U0 < 0) v tropických oblastech během určitého 
ročního období [42]. Při β = 0 toto proudění splňuje Rayleighovu nutnou 
podmínku instability, protože profil rychlosti má v bodě y0 inflexní bod. 
V obecném případě β ≠ 0 můžeme nutnou podmínku barotropní instabity 
(16.8a) nahradit požadavkem 
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2

2

max

d

d

U

y
β

 
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 
,  (16.15) 

 

kde levá strana reprezentuje maximum druhé derivace U podle y. Položme 
tedy 
 

   
3

3

d
0

d

U

y
=  (16.16) 

 

a tuto rovnici vyřešme vzhledem k 2 2
max(d d )U y . Proveďme tedy výpočty 

podle naznačeného postupu. Není obtížné postupně se přesvědčit, že 
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d
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y y
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Řešení rovnice (16.16) pak vede na následující kořeny 
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Pro kořen y(1) nabývá 
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. Z toho tedy plyne, že pro splnění 
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podmínky barotropní instability (16.15) při Bickleyho profilu proudění musí 
být 
 

   
2
0

0

2
2

3

y

U

β
− < < . (16.17) 

 

 
Obr. 16.2 Bickleyho profil rychlosti proudění definovaný vztahem (16.14). 

 
 Jako poslední příklad možného barotropně instabilního proudění uveď-
me profil rychlosti ve tvaru 
 

   0

0

tgh
y

U U
y

 
=  

 
, (16.18) 

 

se kterým se můžeme setkat v oblasti intertropické zóny konvergence [42]. 
Analogickým způsobem, jakým jsme odvodili nutnou podmínku barotropní 
instability Bickleyho tryskového proudění (16.17), dospějeme k této nutné 
podmínce i pro profil (16.18). Postupně totiž dostaneme 
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Řešením rovnice (16.16) pro tento případ získáme kořeny 
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 
= −   

 

 
=   

 

 

 

Pro kořeny y(1) a y(3) je 2 2d dU y  rovno 0 04 3 3U y  a pro kořeny y(2) a y(4) 

nabývá uvedená druhá derivace hodnoty 0 04 3 3U y− . Z uvedeného a ze 

vztahu (16.15) vyplývá nutná podmínka barotropní instability profilu 
(16.18): 

 
Obr. 16.3 Tangenciální profil rychlosti proudění daný vztahem (16.18). 

 
 

   
2
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3 3

y
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β
< . (16.19) 
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16.2 Zobecnění Kuovy nutné podmínky barotropní 
 instability 

 
Kuovu nutnou podmínku barotropní instability (16.8a) lze ještě zostřit, 
podobně jako jsme v kapitole 10 Rayleighův teorém zpřesnili teorémem 
Fjørtoftovým. Předpokládejme, že ci ≠ 0 a z rovnice (16.6) vyčleňme reál-
nou část: 
 

   
222

22
22

ˆ ˆd d
ˆ( ) d d

d d

d d

r

d d

U
U c y k y

y yU c

ψ ψ
β ψ

− −

  
 − − = +   −   

∫ ∫ . (16.20) 

 

V případě barotropní instability musí být integrál v (16.7) nulový. Vynáso-
bíme-li tedy rovnici (16.7) výrazem (cr – Us), kde Us je reálná konstanta, 
a výsledek přičteme k rovnici (16.20) vidíme, že 
 

   
22

22

ˆd
( ) d 0

d

d

s

d

U
U U y

y U c

ψ
β

−
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− − > 
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∫ . (16.21) 

 

Všimněme si, že druhá závorka v integrálu (16.21) představuje meridionální 

gradient absolutní vorticity základního proudění 
d

d

U
f

y
η ≡ −  a dále, že 

aaaaaaaaaaaa 
 

   
d

( ) 0
dsU U
y

η
− > , (16.22) 

 

alespoň pro nějaké y mezi –d a d. Nerovnost (16.22) musí platit pro každou 
reálnou konstantu Us, tedy i pro případ, kdy Us = U(ys), kde ys je místo mezi 
–d a d, ve kterém je meridionální gradient absolutní vorticity základního 
proudění roven nule. Zostřená nutná podmínka barotropní instability tedy 
nabývá tvaru: 
 

   

d
1) ( ) 0 alespoň pro nějaké :

d
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d
2) ( ) 0 pro nějaké , ,

d

kde  je rychlost proudění v bodě, kde platí podmínka 1).

s s s

s

s

y y d y d
y

U U y d d
y

U

η

η

= − < <

− > ∈〈− 〉
(16.23) 

 

platnost poslední nerovnice vyžaduje, aby 
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 Čtenář se může oprávněně ptát, zda z rovnice (16.1) vyplývají nějaká 
omezení pro velikost reálné, popřípadě imaginární části fázové rychlosti c, 
tedy zda lze odvodit jakousi analogii Howardova polokruhového teorému 
(10.13). Odpověď je kladná. Po poněkud zdlouhavějších výpočtech, nazna-
čených v [46] a podrobněji provedených Pedloskym v [10], lze ukázat, že 
pro fázovou rychlost instabilních poruch platí: 
 

   
2

min max2 2 2

2

4 r

d
U c U

k d

β
π

− < <
+

, (16.24a) 

 

 
2 2 2

2
max min max min 2 2 2

1 1 2
( ) ( )

2 2 4r i

d
c U U c U U

k d

β
π

   − + + ≤ − +    +   
. (16.24b) 

 

Na rozdíl od Howardova polokruhového teorému vidíme, že nyní meze pro 
reálnou a imaginární část fázové rychlosti poruch závisí na jejich vlnovém 
čísle k a na velikosti proudové oblasti (rovné 2d). Při β = 0 se však vztahy 
(16.24) logicky redukují na zmíněný Howardův polokruhový teorém. 
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17 BAROKLINNÍ INSTABILITA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
V této kapitole prostudujeme baroklinní instabilitu atmosféry, která je podle 
současných představ moderní dynamické meteorologie hlavním mecha-
nismem zodpovědným za vznik a vývoj poruch synoptického měřítka ve 
středních zeměpisných šířkách. Jde o instabilitu spojenou s vertikálním 
gradientem rychlosti základního (obvykle zonálního) proudění, který je 
prostřednictvím rovnice termálního větru svázán s meridionálním gra-
dientem teploty. V části 14 jsme uvedli, že z energetického hlediska baro-
klinní instabilita představuje proces, při kterém poruchy získávají kinetickou 
energii na úkor dostupné potenciální energie základního stavu. Z pohledu 
teorie vln v atmosféře reprezentuje baroklinní instabilita určité zobecnění 
klasických barotropních Rossbyho vln o baroklinní efekty.   
 První modely baroklinní instability byly v odborné literatuře publikovány 
těsně po druhé světové válce Charneym [13] a Eadym [47]. Ačkoliv oba 
modely obsahovaly řadu zjednodušujících předpokladů, z nichž některé jsou 
dosti vzdálené poměrům ve skutečné atmosféře, dokázaly popsat některé 
vlastnosti synoptických útvarů poměrně dobře. Modely, které popisují 
baroklinní instabilitu, lze velmi přibližně rozdělit na dvě skupiny, na 
skupinu vertikálně spojitých modelů a na skupinu diskrétních modelů. První 
skupina modelů, kam patří jak Charneyho, tak Eadyho model, obvykle 
podrobněji popisují vertikální strukturu poruch, ovšem na úkor reálnosti 
zjednodušujících předpokladů, které musíme udělat, abychom mohli 
problém řešit pokud možno analyticky. Vertikálně diskrétní modely bývají 
snáze řešitelné, za což platíme daň v podobě méně podrobného popisu 
vertikální struktury poruch. Rozhodneme-li se ovšem řešit problematiku 
baroklinní instability prostředky numerické matematiky, rozdíl mezi verti-
kálně spojitými a diskrétními modely se přirozeně stírá.  
 V této knize uvádíme zástupce obou modelů. Jednak prostudujeme 
modifikovaný model Eadyho typu a dále pak popíšeme Holtonův [3,43] 
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dvojvrstevný model. Oběma modelům bude ale předcházet výklad 
základního mechanismu baroklinní instability prostřednictvím metody 
částice. 
 
 
17.1 Základní mechanismus baroklinní instability 
 
Podobně jako jsme vyložili princip inerční instability, lze i mechanismus 
baroklinní instability popsat metodou částice. Uvažujme situaci, která je 
schématicky zachycena na obrázku 17.1. U vzduchové částice předpokládá-
me vlastnosti, které byly zmíněny v poznámce pod čarou v kapitole 6. 
Z obrázku 17.1 je patrné, že plochy konstantní potenciální teploty θ jsou 
skloněny pod úhlem α vzhledem k horizontální rovině a vzduchovou částici 
přemísťujeme z polohy A do bodu B pod úhlem φ k horizontální rovině. V 
bodě A nechť má vzduchová částice stejnou hustotu ρA a potenciální teplotu 
θA jako okolní vzduch. Dále předpokládejme, že se vzduchová částice 
přemisťuje adiabaticky a přizpůsobuje svůj tlak tlaku okolního vzduchu. 
 

 
 

Obr. 17.1 K výkladu základního mechanismu baroklinní instability. 
 
 Kombinací Poissonovy rovnice 
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a stavové rovnice 
 

   p RTρ=  (17.2) 
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vyplývá pro hustotu, že 
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Při přesunu vzduchové částice z polohy A do polohy B se změní její hustota o 
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Poslední vztah jsme získali logaritmickým diferencováním (17.3) a uplat-
něním předpokladu, že se nemění potenciální teplota částice. Takže v nové 
poloze mít bude vzduchová částice hustotu 
 

   A
A A

AA A

p p
z y

p z y

ρ
ρ ρ ρ

γ

  ∂ ∂ + ∆ = + ∆ + ∆   ∂ ∂    
. (17.5) 

 

Hustota okolního vzduchu v bodě B je rovna 
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Výše jsme předpokládali, že vzdálenost poloh A a B není příliš velká, takže 
jsme mohli bez větší újmy na přesnost vyjádřit změnu hustoty pomocí prv-
ních derivací v Taylorově rozvoji. Rozdíl hustoty vzduchové částice a hu-
stoty okolního vzduchu v bodě B je 
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    (17.7) 
 

Ve třetím řádku posledního vztahu jsme využili vztahu (17.3). Nyní může-
me vyjádřit sílu F působící proti (nebo ve) směru pohybu vzduchové částice 
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na jednotku hmoty, ve směru spojnice bodů A a B. Podle Archimédova 
zákona je  
 

   sinB

A

F g
ρ

φ
ρ
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= , (17.8) 

 

kde g představuje tíhové zrychlení. Je-li F > 0, bude vzduchová částice 
navracena zpět do své původní polohy A, při F < 0 se od ní bude vzdalovat. 
Dosazením vztahu (17.7) do (17.8) a vynecháním indexu A máme 
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Uvážíme-li, že 
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můžeme pro sílu F psát 
 

   ( )sin tg tg
g

F y
z

θ
φ φ α

θ
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= − ∆
∂

. (17.12) 

 

Je-li atmosféra vertikálně stabilně zvrstvena, to znamená                 , tak jak 
je tomu na obrázku 17.1, bude se vzduchová částice vzdalovat od své počá-
teční polohy, je-li 
 

   tg tg a sin 0α φ φ> > . (17.13) 
 

Jinými slovy to znamená, že částice se od své původní polohy vzdaluje, 
leží-li její trajektorie uvnitř klínu tvořeného horizontální rovinou a plochou 
konstantní potenciální teploty. Tento klín bychom mohli nazvat klínem 
baroklinní instability [10]. Výše provedené úvahy byly publikovány v [10], 
i když jejich kořeny sahají až k původní práci Eadyho [47]. 
 

Poznámka 6: dříve jsme uváděli, že baroklinní instabilita souvisí s vertikálním gradientem 
rychlosti proudění. Jak se ovšem tento vztah zrcadlí v bezprostředně provedených úvahách 
o základním mechanismu baroklinní instability? Odpověď je nasnadě, uvědomíme-li si, že 
vertikální gradient rychlosti proudění má souvislost s horizontálním gradientem teploty, 
respektive potenciální teploty. Omezíme-li se pro jednoduchost na geostrofické proudění, 
má rovnice termálního větru tvar [5] 

0zθ∂ ∂ >
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ve které má druhý člen řádově menší velikost než člen první a operátor , ,0H
x y
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kde i představuje jednotkový vektor orientovaný ve směru souřadnicové osy x. 
Z definice potenciální teploty (17.1) ovšem vyplývá, že 
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tedy pro vertikální gradient rychlosti geostrofického proudění máme 
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odkud je už zřejmá souvislost meridionálního gradientu potenciální teploty, který vystupuje 
ve vztahu (17.3) prostřednictvím tg α, a vertikálního gradientu rychlosti proudění. 
 

Poznámka 7: všimněme si, že pokud vzduchovou částici přemísťujeme pouze ve vertikál-
ním směru, to znamená, že sin φ =1 a ∆y =1, pro sílu působící na částici dostaneme ze 
vztahu (17.9), že 
 

g
F z
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θ
θ
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= ∆
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, 

 

a vzduchová částice je navracena zpět do své počáteční polohy, pokud je atmosféra ve stavu 
statické stability, to znamená 0zθ∂ ∂ > . To dobře souhlasí s úvahami provedenými na 

začátku knihy v oddíle o stabilitě vnitřních gravitačních vln. 
 
 
17.2 Baroklinní instabilita spojitého modelu na f rovině 
 
Nyní prostudujme baroklinní instabilitu pomocí modelu Eadyho typu, 
ovšem s některými modifikacemi oproti původní práci [47]. Hlavní změnou 
je, že budeme pracovat v p systému, čímž se elegantně vyhneme nutnosti 
zavádět poněkud nepřirozenou okrajovou podmínku na neprostupné horní 
hranici atmosféry, tak jako tomu bylo v původní práci [47].  
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 Vhodnými výchozími rovnicemi, které popisují náš model, budou ty, 
které jsme odvodili v kapitole 15. Konkrétně vyjdeme z rovnic (15.12) 
a (15.16). Připomeňme, že termodynamickou rovnici (15.16) jsme formulo-
vali pro případ adiabatičnosti popisovaných procesů. Tento předpoklad tedy 
musíme převzít i nyní. Budeme dále předpokládat, že parametr statické sta-
bility atmosféry se s výškou nemění, σ ≠ σ(p), a že atmosféra je vertikálně 
stabilně zvrstvena. Pro parametr statické stability, který budeme dále ozna-
čovat σ , tak platí σ σ≡ = konst > 0. Nechť rychlost základního zonálního 
proudění U je pouze lineární funkcí vertikální souřadnice, a řešení rovnic 
(15.12) a (15.16) nezávisí na souřadnici y mířící od jihu k severu, tedy 
amplituda poruch                . A konečně zanedbáme sférický tvar Země tím, 
že položíme β = 0, a proto Coriolisův parametr f bude konstantní a roven f0. 
K zavedení uvedeného výčtu předpokladů nás vede snaha celý model 
zjednodušit natolik, abychom našli jeho analytické řešení, ale na druhou 
stranu ne tolik, aby získané řešení ztratilo podstatnou souvislost s reálnou 
atmosférou. Jak uvidíme později, pro stabilitu poruch má největší význam 
předpoklad o konstantní hodnotě Coriolisova parametru. 
 Díky učiněným předpokladům je meridionální gradient potenciální 
vorticity základního stavu (15.8) roven nule,                  , a rovnice poten-
ciální vorticity (15.12) přejde na tvar 
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V této rovnici, v souladu s předpoklady, položme 
 

   0 0( ), 0, 1000hPaU S p p S konst p= − = > = . (17.15) 
 

Nesingulární řešení rovnice (17.14) má tvar 
 

   ˆ cosh( ) sinh( )A ap B apψ = + , (17.16a) 
 

kde A a B jsou konstanty a  
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 Termodynamickou rovnici (15.16) využijeme k zahrnutí okrajových pod-
mínek pro zobecněnou vertikální rychlost ω , respektive její amplitudu ω̂ . 
Konkrétně pro ˆ 0ω =  při p = p0 a p = 0 z termodynamické rovnice (15.16) 
dostáváme 

ˆ ˆ ( )yψ ψ≠

0yΠ∂ ∂ =
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Dosazením (17.15) a (17.16) do poslední rovnice (17.17) získáme soustavu 
dvou homogenních algebraických rovnic 
 

   0( ) 0SA a Sp c B+ − = , (17.18a) 
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která má netriviální řešení právě tehdy, když determinant jejích koeficientů 
je roven nule: 
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Výpočet tohoto determinantu vede na kvadratickou rovnici pro fázovou 
rychlost c 
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jejímž řešením získáme vyjádření 
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Poslední vzorec je možné uvést pomocí identity 
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na přehlednější tvar 
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 Protože pro všechna uvažovaná a je 0 0tgh
2 2

p a p a
> , je výraz pod odmoc-

ninou v (17.22) kladný, je-li splněna nerovnost 0 0cotgh
2 2

p a p a
> . V tako-

vém případě by byla fázová rychlost c reálná a poruchy v našem modelu by 
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nebyly instabilní. Našemu zájmu se však bude zejména těšit případ právě 
opačný. Výraz pod odmocninou ve vztahu (17.22) je roven nule, je-li 
 

   0 0cotgh
2 2

p a p a
= , (17.23a) 

 

což je splněno pro 
 

   0 1,1997
2

p a
= . (17.23b) 

 

Tento výsledek byl získán numerickým výpočtem. Dosazením (17.16b) do 
(17.23b) a použitím vztahu mezi vlnovým číslem k a vlnovou délkou L, 
k = 2 Lπ , obdržíme výraz pro kritickou vlnovou délku 
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π σ
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kde jsme položili p0=105 Pa a f0=1,03⋅10-4 s-1. Interpretace kritické vlnové 
délky Lk je evidentní z toho, jak jsme získali vztah pro její výpočet. Pro 
všechny poruchy s vlnovou délkou kratší než Lk, L<Lk, je výraz pod 
odmocninou v (17.22) kladný a fázová rychlost c je reálné číslo – 
dostáváme tak dvě poruchy s časově neproměnnou amplitudou. Naopak je-li 
L > Lk, je výraz pod odmocninou v (17.22) záporný, a tedy fázová rychlost c 
má nenulovou imaginární část – máme tak dvě poruchy s proměnnou 
amplitudou, z nichž jedna se s rostoucím časem zvětšuje a druhá zmenšuje 
(viz vztah 3.3). Položíme-li 6 2 -2 -22 10 m s Paσ −= ⋅ , vychází Lk ≐ 3 595 km. 
Zvolená hodnota σ  je střední hodnota parametru statické stability mezi 
hladinami 1 000 a 350 hPa při poklesu teploty 0,65 K na 100 m a teplotě 
288 K v hladině 1 000 hPa. Bližší podrobnosti k této volbě hodnoty para-
metru statické stability atmosféry uvádíme v poznámce 8. Ze vztahu (17.24) 
vyplývá zajímavé zjištění, že pro pevně zadanou zeměpisnou šířku ϕ0 
(                        ) závisí velikost kritické vlnové délky právě pouze na 
stabilitě vertikálního zvrstvení atmosféry, a to tak, že se vzrůstající stabi-
litou vertikálního zvrstvení se hodnota Lk posouvá k delším vlnovým 
délkám. Při pevně zadané hodnotě σ  a se vzrůstající vzdáleností od rovníku 
( f0 také roste) se Lk zkracuje.  
 Translační rychlost poruch (je rovna reálné části fázové rychlosti c) je zná-
zorněna na obrázku 17.2. Pro jeho získání jsme položili S = 2,5⋅10–4 ms–1Pa–1 
a σ  jsme zvolili stejně jako v předchozím odstavci. Stejných hodnot obou 
parametrů používáme i v dalším textu, není-li výslovně uvedeno jinak. 

0 02 sinf Ω ϕ=
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Z obrázku 17.2 vidíme, že obě poruchy se s neproměnnou amplitudou 
pohybují různými rychlostmi, které se vzájemně sbližují, blíží-li se vlnová 
délka obou poruch ke kritické vlnové délce Lk. Poruchy s proměnnou 
amplitudou se pak pohybují stejnou rychlostí, která závisí na vertikálním 
gradientu rychlosti proudění S a je rovna                  . S přihlédnutím ke 
vztahům (17.15) zjistíme, že je to také rychlost základního proudění U500 
v hladině 500 hPa. Tato hladina je tedy kritickou (nebo také řídící) hladinou 
našeho modelu, tak jak jsme tuto hladinu definovali v kapitole 10. 

 
 

Obr. 17.2 Závislost translační rychlosti poruch na vlnové délce. 
 
 Ze vztahu (17.22) také určíme rychlost růstu (růstový faktor) kci insta-
biliních zesilujících poruch 
 

   0 0 0 0tgh cotgh
2 2 2 2i

p a p a p a p akS
kc

a

  = − −  
  

. (17.25) 

 

Stejné hodnoty, ovšem s opačným znaménkem, dosahuje kci perturbací, 
jejichž amplituda se s časem zmenšuje; v takovém případě bychom mohli 
mluvit spíše o útlumovém faktoru místo o růstovém faktoru. Průběh kci 
v závislosti na vlnové délce je zachycen na obrázku 17.3. Je z něho dobře 
patrná poloha kritické vlnové délky Lk a také to, že krátké vlnové poruchy 

0 2rc Sp=
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jsou stabilní, zatímco pro L > Lk existují perturbace se zvětšující se 
amplitudou. 
 Všimněme si, že existuje vlnová délka, označená jako LD, pro kterou 
nabývá růstový faktor maximum. To znamená, že existuje porucha, která 
v rámci našeho lineárního přístupu roste nejrychleji a v poli poruch tak zač-
ne po určitém čase dominovat. Této poruše s vlnovou délkou LD proto bude- 
aaaaaaaaaaa 

 
 

Obr. 17.3 Závislost růstového faktoru kci na vlnové délce. 
 
me říkat dominantní porucha. Vypočtěme hodnotu LD. Za tímto účelem 
musíme řešit rovnici 
 

   
d

( ) 0
d ikc
k

= , (17.26) 

 

která po dosazení pomocí (17.25) a provedení derivace vede na rovnici 
 

   0 0 0 0
0

2 20 0

cotgh tgh 0
2 22sinh 2cosh

2 2

p a p a p a p a
p a

p a p a
− + + − = . (17.27) 

 

Numerické řešení poslední rovnice dává 
 

   0 0,8031
2

p a
= , (17.28) 
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odkud po dosazení z (17.16b) a použitím 2k Lπ=  obdržíme pro vlnovou 
délku dominantní poruchy vyjádření 
 

   90

0

3,798 10 [m]
0,8031D

p
L

f

π σ
σ= ⋅≐ , (17.29) 

 

kde jsme při vyčíslení přibližného vztahu použili stejných hodnot p0 a f0 
jako při výpočtu kritické vlnové délky Lk. Porovnání vztahů (17.29) a (17.24) 
ukazuje, že vlnová délka dominantní poruchy má podobné vlastnosti jako 
Lk, to znamená, že se zvětšuje s rostoucí stabilitou vertikálního zvrstvení 
atmosféry a klesá se zvětšující se vzdáleností od rovníku. Koneckonců, jak 
vyplývá ze vzorců pro LD a Lk, jsou obě vlnové délky propojeny jedno-
značným vztahem                         . Zvolíme-li opět                              , vy-
chází LD ≐ 5 300 km. Jak už bylo řečeno dříve, perturbace s touto vlnovou 
délku bude podle zvoleného lineárního přístupu ve spektru sílících poruch 
po uplynutí určitého času dominovat. Uvědomíme-li si, že čtvrtina vlnové 
délky poruchy odpovídá vzdálenosti hřebene vysokého tlaku od brázdy 
nízkého tlaku, vychází                            . To velmi dobře souhlasí s charak-
teristickou velikostí synoptických poruch ve středních zeměpisných šířkách. 
Náš model baroklinní instability tedy poměrně dobře vystihuje vznik těchto 
synoptických poruch, a to i v rámci lineárního přiblížení a s celou řadou 
zjednodušujících předpokladů učiněných, na počátku výkladu. 
 V další části textu zaměříme pozornost na určení struktury instabilních 
(sílících) poruch, zejména pak dominantní poruchy. Z rovnice (17.8a) vy-
jádříme konstantu B a dosazením do (17.16a) získáme výraz pro amplitudy 
poruchové proudové funkce 
 

   
0

ˆ cosh( ) sinh( )
( )

AS
A ap ap

a Sp c
ψ = −

−
. (17.30a) 

 

Konstantu A však nejsme schopni určit v rámci lineární teorie, a proto ji 
v dalším textu položme rovnu jedné. Mějme na paměti, že získané ampli-
tudy je možné vynásobit reálnou nenulovou konstantou, tedy místo posled-
ního vztahu budeme psát 
 

   
0

ˆ cosh( ) sinh( )
( )

S
ap ap

a Sp c
ψ = −

−
. (17.30b) 

 

Proudovou funkci perturbací můžeme díky (15.11) vyjádřit jako 
 

   ( )

0

cosh( ) sinh( ) e
( )

ik x ctS
ap ap

a Sp c
ψ − 
′ = − − 

. (17.31a) 

1, 49384D kL L≐
6 2 -2 -22 10 m s Paσ −= ⋅

4 1000 kmDL ≈
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Protože jsme při odvození rovnice potenciální vorticity (15.12), která se 
stala východiskem pro právě prováděné úvahy, uvažovali zjednodušený 
vztah mezi geopotenciálem a proudovou funkcí φ=f0ψ, představují vztahy 
(17.30) zároveň i vztahy pro amplitudu, případně perturbace v poli geopo-
tenciálu, a to až na multiplikátor f0: 
 

   0

0

ˆ cosh( ) sinh( )
( )

S
f ap ap

a Sp c
φ

 
= − − 

, (17.30c) 

 

   i ( )
0

0

cosh( ) sinh( ) e
( )

k x ctS
f ap ap

a Sp c
φ − 
′ = − − 

. (17.31b) 

 

Rozložíme-li fázovou rychlost instabilních poruch na reálnou a imaginární 
část 
 

   0i i
2r i i

Sp
c c c c= + = +  (17.32) 

 

a dosadíme-li tento rozklad do (17.30c), získáme 
 

   0
0

ˆ cosh( ) sinh( )
i
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. (17.33) 

 

Druhý člen v hranaté závorce posledního výrazu upravíme následovně: 
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. 

 

Pro amplitudu perturbací geopotenciálu tak máme 
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a při volbě iˆ ˆ e φαφ φ= , kde αφ je fázový úhel, můžeme psát 
 

   i( )ˆe e ri
kx kc tkc t φαφ φ + −′ = , (17.35) 

 

kde 0 2rc Sp=  a dále 
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, (17.36) 
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S p
a c ap S p ap
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−

=
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Opět připomínáme, že fyzikální význam má pouze reálná část vztahu 
(17.35). Vertikální průběh absolutní hodnoty amplitudy       perturbací v po-
li geopotenciálu pro dominantní poruchu je znázorněn na obrázku 17.4a. 
Vidíme, že maximálních hodnot dosahuje amplituda u zemského povrchu 
a u horní hranice atmosféry, naopak je minimální v hladině 500 hPa. Ze 
aaaaaaaaaa 

 
 

Obr. 17.4 Vertikální průběh amplitudy dominantní poruchy v poli geopotenciálu a), teploty 
b), izobarické divergence c) a zobecněné vertikální rychlosti d). 

φ̂| |
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vztahu (17.37) je patrné, že pro instabilní poruchu se fázový úhel mění 
s vertikální souřadnicí – pro sílící poruchu se s výškou zvětšuje, což zna-
mená, že se sílící porucha v poli geopotenciálu s rostoucí výškou naklání 
směrem k západu, tedy proti směru základního proudění U směřujícího na 
východ (viz vztahy (17.15)). Vyjádřeno jinými slovy to znamená, že sílící 
porucha v poli geopotenciálu u zemského povrchu předbíhá poruchu ve vyš-
ších hladinách atmosféry. Tento předstih závisí na vlnové délce L > Lk. 
Podrobnějším výpočtem, viz [48], lze ukázat, že pro sílící vlnou poruchu 
o vlnové délce 4000 km tento předstih mezi hladinami 1000 a 500 hPa 
mírně převyšuje 20°, zatímco pro poruchu o vlnové délce 7000 km činí více 
než 50°. Izočáry konstantní fáze splňují v každém okamžiku vztah 
 

   ( )kx p konstφα= − + . (17.38) 
 

Průběh fázového úhlu αφ s vertikální souřadnicí pro dominantní poruchu je 
uveden na obrázku 17.5a. Ze vztahu (17.37) je také patrné, že slábnoucí 
poruchy se v poli geopotenciálu s rostoucí výškou naklání směrem na 
východ, tedy opačným směrem než poruchy sílící. 
 

 
 

Obr. 17.5 Vertikální průběh fázového úhlu v poli geopotenciálu a), teploty b), izobarické 
divergence c) a zobecněné vertikální rychlosti d) dominantní poruchy. 
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 Perturbace v teplotním poli určíme prostřednictvím rovnice hydrostatické 
rovnováhy 
 

   
RT

p p

φ
α

′ ′∂
′= − = −

∂
, (17.39) 

 

tedy 
 

   
p

T
R p

φ ′∂
′ = −

∂
. (17.40) 

 

Dosazením (17.31b) do posledního vztahu a využitím eiπ = –1 můžeme 
proT ′  psát 
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Odtud s přihlédnutím k (17.31b) vyplývá, že poruchy s časově neproměn-
nou amplitudou jsou v poli geopotenciálu a teploty vzájemně posunuty 
o 180°. Budeme-li se věnovat sílícím poruchám a fázovou rychlost c rozepí-
šeme pomocí (13.32), dostaneme pro perturbace v teplotním poli 
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Použitím obdobného postupu jako při vyjádření φ′  získáme 
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a platí 
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Vzhledem k poklesu tlaku a hustoty vzduchu s výškou vyplývá ze vztahu 
(17.44) očekávaná skutečnost, že amplituda       s výškou klesá – viz obrá-
zek 17.4b. Poruchy v poli teploty jsou tedy nejvýrazněji vyjádřeny u zem-
ského povrchu. Pokud jde o fázový úhel αT, pro zvětšující se poruchy se 
tento úhel s rostoucí výškou zmenšuje a izočáry konstantní fáze v poli 
teplotních perturbací se sklání směrem k východu, tedy v opačném směru 
než u geopotenciálu. Vertikální průběh αT pro dominantní poruchu je 
znázorněn na obrázku 17.5b. 
 Perturbace v poli divergence v p systému,           , určíme pomocí rovnice 
vorticity (15.1), která pro poruchy za uvedených předpokladů přechází na tvar 
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Pro rovnici kontinuity dostáváme 
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Kombinací posledních dvou rovnic s přihlédnutím k (15.11) po úpravě získáme  
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Použitím (17.32) a analogickými úpravami jako při odvození vztahů (17.35) 
a (17.43) po zdlouhavých výpočtech dospějeme k vyjádření 
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 Vertikální průběh amplitudy       pro dominantní poruchu je znázorněn na 
obrázku17.4c. Z něho je zřejmé, že minimální, ne však nulovou, divergenci 
zaznamenáváme v hladině 500 hPa. To poměrně dobře souhlasí s poměry ve 
skutečné atmosféře. Závislost fázového úhlu αD na vertikální souřadnici pro 
uvedenou poruchu je zachycena na obrázku 17.5c. Izočáry konstantní fáze 
se s výškou kloní k západu, mají tedy stejný směr, jako tomu bylo u per-
turbací v poli geopotenciálu s tím rozdílem, že αD nabývá většího rozsahu 
než αφ. Sklon poruch v poli divergence            je tedy větší než v poli geo-
potenciálu φ′  (ostatně je také větší než pro perturbace v poli teploty 

a zobecněné vertikální rychlosti ω, jak vzápětí uvidíme). 
 Popišme nyní v našem modelu strukturu vertikálních rychlostí. 
Dosadíme-li do rovnice (15.15) za ω̂  pomocí termodynamické rovnice 
(15.16), v níž vyjádříme U p S∂ ∂ = − , můžeme zobecněnou vertikální 
rychlost uvádět ve tvaru 
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S využitím vztahu pro perturbační proudovou funkci (17.30b), vyjádřením 
(17.15) a provedením obdobných úprav jako při odvození (17.35), (17.43) 
nebo (17.49), po únavných úpravách dospějeme k následujícímu vyjádření 
zobecněné vertikální rychlosti 
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    (17.55) 
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Parametry D1 a D2 jsou dány vztahy (17.52). Vertikální průběh amplitudy 
       pro dominantní poruchu je znázorněn na obrázku 17.4d. Z něho je 
patrné, že nejintenzivnější vertikální pohyby registrujeme v hladině 
500 hPa, na což jsme koneckonců mohli usuzovat již ze znalosti rozložení 
pole divergence           . Vertikální průběh fázového úhlu αω pro dominantní 
poruchu je opět vidět na obrázku 17.5d, ze kterého vyplývá, že se s rostoucí 
výškou zvětšuje, tedy izočáry konstantní fáze v poli zobecněné vertikální 
rychlosti se sklání směrem k západu, tedy proti směru základního zonálního 
proudění. Docházíme ke stejné situaci, jakou jsme zaznamenali i u pertur-
bací v poli geopotenciálu a divergence. 
 Názorný pohled na vzájemné uspořádání jednotlivých polí geopotenciálu, 
teploty, izobarické divergence a zobecněné vertikální rychlosti perturbací, 
pro které jsme výše odvodili analytické vztahy, poskytuje informace o polo-
ze extrémů těchto polí v každé tlakové hladině. Extrémy v poli geopoten-
ciálu a teploty určíme pomocí následujících podmínek  
  maxima: 
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  minima: 
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 (17.57b) 

 

Uspořádání těchto extrémů je pro dominantní poruchu znázorněno na 
obrázku 17.6a. Uvědmme si, že φ'max představuje osu hřebene vysokého 
tlaku (popřípadě anticyklony) a že φ'min odpovídá ose brázdy nízkého tlaku 
(popřípadě cyklony). Je tedy patrné, že přízemní oblast nízkého tlaku před-
stavuje teplý útvar s nejteplejší zónou v její přední části, zatímco oblast 
vysokého tlaku při zemském povrchu je útvar chladný s nejchladnějším 
vzduchem opět před jeho přízemní osou. S rostoucí výškou se teplý vzduch 
přimyká k hřebenu vysokého tlaku a chladný vzduch k brázdě nízkého 
tlaku, výšková brázda je tedy chladným, zatímco výškový hřeben teplým 
útvarem. Z uvedených skutečností i z obrázku 17.6a je tedy zřejmé, že pole 
perturbací geopotenciálu a teploty nejsou ve fázi, naopak geopotenciální 
vlna předstihuje teplotní vlnu. V kritické (řídící) hladině 500 hPa tento 
předstih činí 90°, tedy 1/4 vlnové délky. 
 

 
 

Obr. 17.6 Poloha maxim a minim dominantní poruchy v poli geopotenciálu, teploty a) 
izobarické divergence a zobecněné vertikální rychlosti b). 
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 Podobným způsobem určíme i průběh extrémů v poli izobarické diver-
gence             a vertikálních pohybů ω: 
 

  maxima: 
 

   
0 2 ,

0 2 , 1,0,1,
Dkx n

kx n nω

α π

α π

+ = +

+ = + = −… …
 (17.57c) 

 

  minima: 
 

   
2 ,

2 , , 1,0,1,
Dkx n

kx n nω

α π π

α π π

+ = +

+ = + = −… …
 (17.57d) 

 

Konfigurace těchto extrémů je znázorněna na obrázku 17.6b. Vidíme, že 
u zemského povrchu je oblast minimální izobarické divergence, tedy vlastně 
maximální konvergence                 , doprovázena maximálními výstupnými 
pohyby vzduchu ωmin, zatímco v oblasti horní hranice atmosféry je tomu 
naopak – tedy oblast maximální izobarické konvergence rychlosti proudění 
odpovídá maximu sestupných pohybů u horní hranice atmosféry. Analo-
gicky, maximum izobarické divergence u zemského povrchu je spojeno 
s maximem sestupných pohybů vzduchu, u horní hranice atmosféry je 
situace opět opačná, kdy maximum izobarické divergence rychlosti prou-
dění souhlasí s oblastí maximálních výstupných pohybů vzduchu. Porovná-
ním obrázků 17.6a a 17.6b zjišťujeme, že v přízemní oblasti nízkého tlaku 
dominuje izobarická konvergence proudění spolu s výstupnými pohyby 
vzduchu. Povšimněme si dále, že nejintenzivnější výstupné pohyby vzduchu 
jsou situovány do hladiny 500 hPa (viz obrázek 17.4d) a v této hladině 
předstihuje maximum výstupných pohybů přízemní osu oblasti nízkého 
tlaku o 45°, což odpovídá 1/8 vlnové délky poruchy. Kdybychom tedy 
uvažovali možnost kondenzace vodní páry a vypadávání srážek, podle naše-
ho modelu bychom mohli očekávat polohu nejintenzivnějších srážek právě 
ve vzdálenosti LD /8 před přízemní osou tlakové brázdy, což pro dominantní 
poruchy odpovídá vzdálenosti přibližně 660 km. Pro úplnost výkladu dodej-
me, že v přízemní oblasti vysokého tlaku převládá izobarická divergence 
proudění a sestupné pohyby vzduchu. 
 Komplexní pohled na strukturu nejrychleji sílící poruchy poskytují 
obrázky 17.7, 17.8, 17.9 a 17.10,  na kterých jsou postupně pro jednu a čtvrt 
vlnové délky LD nakresleny perturbace v poli geopotenciálu (obr. 17.7),  
teploty (obr. 17.8), izobarické divergence (obr. 17.9) a zobecněné vertikální 
rychlosti (obr. 17.10). Všechny čtyři obrázky v podstatě potvrzují dříve uve-
dené výsledky. Na tomto místě je ovšem nutno zdůraznit, že námi získaný 

p
′∇ ⋅v

0p
′∇ ⋅ <v
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obrázek 17.8 pro teplotní perturbace se liší od izočar teplotních perturbací 
publikovaných Holtonem [3] (obr. 8.10 str. 259), který se také zabýval 
rozborem modelu Eadyho typu. Holtonovy teplotní perturbace mají ampli-
tudu stejnou na spodní i horní hranici modelu. Holton se však více přidržo-
val původní Eadyho práce [47] v tom smyslu, že model omezil ve vertikál-
ním směru dvěma neprostupnými hranicemi ve výškách z = 0 a z = H < ∞ 
a pracoval s výškou z jako s vertikální souřadnicí. Podle našeho soudu námi 
představená modifikace Eadyho modelu a použití p systému lépe odpovídá 
poměrům ve skutečné atmosféře. 
 Viděli jsme, že ačkoliv jsme použili relativně jednoduchý model, byli 
jsme schopni popsat některé vlastnosti skutečných poruch synoptického 
měřítka ve středních zeměpisných šířkách, pochopitelně v ranných stadiích 
jejich vývoje vzhledem k tomu, že jsme řídící rovnice linearizovali. Máme 
na mysli zejména velikost (vlnovou délku) dominantní poruchy a její verti-
kální strukturu. Poměrně dobře jsme rovněž identifikovali hladinu mini-
mální divergence v oblasti 500 hPa, stejně tak i polohu řídící hladiny. 
Jednoznačnou nevýhodou tohoto modelu Eadyho typu je použití f roviny, 
tedy zanedbání sféričnosti Země. To se projevuje zejména v instabilitě 
velmi dlouhých vln. V další části knihy uvidíme, že už zahrnutí kulatosti 
Země prostřednictvím  β rovinné aproximace stabilizuje velmi dlouhé vlny. 
 Od publikování původní práce [47] byl Eadyho model podroben řadě 
analýz se zahrnutím řady realističtějších prvků. Například zahrnutí neadia-
batického členu do termodynamické rovnice, který popisuje příkon tepla od 
spodní hranice, představované kupříkladu teplejším oceánem, má za násle-
dek objevení se sekundárního maxima růstového faktoru kci v oblasti velmi 
dlouhých vln [49].  
 Protože stávající část zakončíme poznámkou o volbě střední hodnoty 
parametru statické stability, zastavme se podrobněji u problematiky vlivu 
stability vertikálního zvrstvení atmosféry na růstový faktor různě dlouhých 
vlnových poruch. Podle [39] změny zvrstvení ve spodních vrstvách atmo-
sféry mezi 925 a 855 hPa nejvíce ovlivňuje stabilitu poruch s vlnovou dél-
kou kolem 1 000 km. Změny zvrstvení ve střední troposféře výrazně působí 
na rychlost růstu (růstový faktor) kci poruch o vlnové délce 2 000 až 3 000 
km, ale nemají již vůbec vliv na kratší poruchy. Změny vertikálního zvrst-
vení atmosféry v jejích nejvyšších hladinách mají pouze velmi slabý vliv na 
růstový faktor poruch všech vlnových délek.  
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Obr. 17.7 Pole geopotenciálu dominantní poruchy. Tlaková výše je znázorněna žlutou 
barvou, zatímco oblast nízkého tlaku hnědou barvou. 

 

 
 

Obr. 17.8 Pole teploty dominantní poruchy. Oblast nejstudenějšího vzduchu je vykreslena 
modře, zatímco oblast teplého vzduchu červeně. 
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Obr. 17.9 Pole izobarické divergence dominantní poruchy. Oblast izobarické divergence je 
vykreslena modře, zatímco oblast izobarické konvergence zeleně. 

 

 
 

Obr. 17.10 Pole zobecněné vertikální rychlosti dominantní poruchy. Oblast sestupných 
pohybů je podchycena hnědou barvou, zatímco oblast výstupných pohybů zelenou barvou. 
 
Poznámka 8: zastavme se ještě u volby střední hodnoty parametru statické stability 
atmosféry σ . Předpokládáme-li v troposféře teplotní gradient 0,0065 K/mT z∂ ∂ = −  a do-

sadíme-li do definice parametru statické stability 
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p

α θ
σ

θ
∂

≡ −
∂

, 

 

pomocí Poissonovy rovnice (definice potenciální teploty), stavové rovnice a rovnice hydro-
statické rovnováhy, dostáváme 
 

   
2

1 0,0065

p

R
T

p c g
σ

  
= −       
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T T R

p p g
κ κ

∂
= =

∂
ɶ ɶ . 

 

Integrací poslední rovnice máme 
 

0

0

p
T T

p

κ
 
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 

ɶ

, 

 

což po dosazení do rovnice (*) vede na vztah 
 

2
1 0

aa T pσ = , 
 

kde 
2

1
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p

R
a T

c gp
κ

 
= −  

 
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2 2a κ= −ɶ  
 

a 0T  je teplota v tlakové hladině 0 1000p =  hPa. Střední hodnotu σ  v jisté oblasti tropo-

sféry mezi tlakovými hladinami 1p  a 2p  získáme následovně 
 

2

2 2 2

1

1 11 0 1 0
1 2

1 2 1 2 2

d ( )
( )( 1)

p

a a a

p

a T a T
p p p p

p p p p a
σ + += = −

− − +∫ . 

 

 Pomocí posledního vztahu se snadno přesvědčíme, že námi používaná hodnota 
σ  = 2·10–6m2s–2Pa–2 představuje střední hodnotu parametru statické stability atmosféry 
mezi tlakovými hladinami 1000 a 350 hPa při teplotě 288 K v hladině 1000 hPa. 
 
 

17.3 Baroklinní instabilita v diskrétním 
dvojvrstevnatém modelu 

 
Za zástupce vertikálně diskrétních modelů baroklinní instability jsme zvolili 
dvojvrstevnatý model na β rovině. Základní vlastnosti modelu byly popsány 
Holtonem [3,43,42] a v české odborné literatuře pak v publikaci [5], ačko-
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liv kořeny tohoto modelu sahají až k Phillipsovi [50]. V následující části 
rozbor modelu provedený jak v [3,43], tak i v [5], podstatným způsobem 
rozšiřujeme a všímáme si souvislosti tohoto modelu s dalšími modely ba-
roklinní instability, zejména s Eadyho modelem a advekčním modelem 
Sutcliffovým. 
 Geometrie modelu je znázorněna na obrázku 17.11, ze kterého je patrné, 
že se model skládá ze dvou vrstev o tloušťce ∆p = 500 hPa; pracujeme tedy 
opět v p systému. Základní stav budeme uvažovat jako zonální proudění 
o rychlosti U závislé pouze na vertikální souřadnici: 
 

   ( ), 0, 0U p v ω= = . (17.58a) 
 

Na základní stav nechť jsou superponovány poruchy v poli proudění 
 

   ( , , ), ( , , )v x p t x p tω′ ′ . (17.58b) 
 

Výsledné pole proudění má tedy tvar 
 

   ( ), ( , , ), ( , , )U p v x p t x p tω′ ′ , (17.58c) 
 

kterému odpovídá proudová funkce 
 

   ( , ) ( , , )y p x p tψ ψ ψ ′= + , (17.59a) 
 

kde 

   ( ) ( )U p p
y

ψ∂
= −

∂
. (17.59b) 

 

 
 

Obr. 17.11 Uspořádání dvojvrstevnatého modelu baroklinní instability. 
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 Perturbační proudovou funkci ψ ′  a zobecněnou vertikální rychlost ω′  
budeme uvažovat ve tvaru normálních modů 
 

   ( ) ( )ˆ ˆ( )e , ( )eik x ct ik x ctp pψ ψ ω ω− −′ ′= = . (17.60) 
 

Jak je na schématu modelu (obr. 17.11) naznačeno, rychlost základního 
proudění a odpovídající proudovou funkci zadáváme uprostřed horní a spod-
ní vrstvy atmosféry o tloušťce ∆p, tedy v hladinách označených 1 a 3, za-
tímco zobecněnou vertikální rychlost explicitně udáváme na rozhraní obou 
vrstev, tedy v hladině 2. Přitom na horní a spodní hranici atmosféry zave-
deme přirozené okrajové podmínky                    . Místo (17.59) a vztahu pro 
zobecněnou vertikální rychlost můžeme tedy psát 
 

   1 1 1 3 3 3 2 2( , ), ,U y x t U yψ ψ ψ ψ ω ω′ ′ ′= − + = − + = , (17.61) 
 

kde perturbační veličiny vyjádříme ve tvaru (17.60). 
 Výchozími rovnicemi pro fyzikální popis modelu bude rovnice vorticity 
(15.1), kterou budeme aplikovat v hladinách 1 a 3, a termodynamická 
rovnice (15.16), kterou použijeme na rozhraní obou vrstev, tedy v hladině 2. 
Věnujme se nejprve úpravě rovnice vorticity a dosaďme do ní vyjádření 
(17.61) a (17.60), čímž dostaneme 
 

   2 0 2
1 1

ˆ
ˆi ( ) 0

f
k k U c

p

ω
β ψ − − − =  ∆

, (17.62a) 

 

   2 0 2
3 3

ˆ
ˆi ( ) 0

f
k k U c

p

ω
β ψ − − + =  ∆

. (17.62b) 

 

V posledních vztazích jsme aproximovali vertikální gradient zobecněné 
vertikální rychlosti v hladinách 1 a 3 následovně: 
 

   

� �0 0

2 0 2 4 2 2

1 3

,
p p p p p p

ω ω ω ω ω ωω ω
= =

   − −∂ ∂
= = = = −   ∂ ∆ ∆ ∂ ∆ ∆   

. (17.62c) 

 

 Termodynamická rovnice (15.16) má v hladině 2 tvar 
 

   2
3 1 1 3 2

0

ˆ ˆ ˆi ( ) i ( ) 0
p

k U c k U c
f

σ
ψ ψ ω

∆
− − − − = , (17.63a) 

 

kde jsme využili podobných přibližných vztahů jako pro gradient pω∂ ∂  
v hladinách 1 a 3, konkrétně 

0 4 0ω ω′ ′= =
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   3 1 3 1 1 3
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ˆ ˆ ˆ ˆˆ
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p p p p

ψ ψ ψ ψψ
ψ
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 Rovnice (17.62a), (17.62b) a (17.63a) tvoří homogenní soustavu tří 
algebraických rovnic pro neznámé                     . Z elementární algebry je 
dobře známo, že taková soustava má netriviální řešení právě tehdy, když 
determinant jejich koeficientů je roven nule, tedy 
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Rozvoj tohoto determinantu vede na kvadratickou rovnici pro fázovou 
rychlost c 
 

 
4 2 2 2 2 4 2 2 2

1 3 1 3

2 2 4 2 2 2 2 2
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( ) ( ) ( ) 0
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λ β βλ λ

β β β λ λ

 + + − + + − + + 

+ − + + − + + + =
, 

    (17.65) 
 

kam jsme zavedli parametr λ vztahem 
 

   
2

2 0
2

2 ( )

f

p
λ

σ
≡

∆
, (17.66) 

 

který je tedy nepřímo úměrný parametru statické stability atmosféry a pro 
obvyklé poměry ve střední troposféře středních zeměpisných šířek je 
λ2 = 2·10–12 m–2 [3]. Řešením rovnice (17.65) získáme pro fázovou rychlost 
vyjádření 
 

2 2 22 2 2 4
1 3 1 3

4 2 2 4 2 2 2 2 2

( ) (2 )( )

2 2 ( 2 ) 4( 2 )

U U U U kk
c

k k k k k
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λ λ λ

+ − −+
= − ± −

+ + +
. (17.67) 

 

 Je-li v posledním vztahu výraz pod odmocninou kladný, šíří se modelem 
dvě poruchy s neproměnnou amplitudou. Jedna z poruch se pohybuje 
rychleji, druhá pomaleji. Je-li však výraz pod odmocninou v (17.67) zápor-
ný, obdržíme dvě poruchy s časově proměnnou amplitudou, z nichž jedna je 

1 3 2
ˆ ˆ ˆ, aψ ψ ω
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s časem sílící a druhá slábnoucí. Translační rychlost, tedy reálná část fázové 
rychlosti c, je znázorněna na obrázku 17.12. Je z něho patrné, že obě 
poruchy s proměnnou amplitudou se pohybují stejnou rychlostí (na obrázku 
je příslušná závislost označena jako „instabilní poruchy“), zatímco pertur-
bace s konstantní amplitudou mají každá jinou rychlost, přičemž jedna 
z velmi dlouhých stabilních poruch je silně retrográdní. Na rozdíl od 
spojitého modelu na f rovině (oddíl 17.2) je vidět, že se rychlost sílící i sláb-
noucí perturbace mění v závislosti na vlnové délce (srovnej obrázky 17.12 a 
17.2), což nebylo pozorováno při β = 0. Rovněž je evidentní, že dostatečně 
dlouhé vlny jsou opět stabilizovány. 
 To je ještě patrnější, vyjádříme-li ze vztahu (17.67) růstový faktor kci 
 

   
2 2 2 2 4

1 3
2 2 4 2 2 2

( ) (2 )

4( 2 ) ( 2 )i

U U k
kc k

k k k

λ β λ
λ λ

− −
= −

+ +
, (17.68) 

 

 
 

Obr. 17.12 Translační rychlost poruch v závislosti na vlnové délce. 
 
jehož závislost na vlnové délce L je znázorněna na obrázku 17.13. Je vidět, 
že rychlost růstu (růstový faktor) závisí na rozdílu rychlosti zonálního 
proudění mezi hladinami                       . Všimněme si, že pro různé hodnoty 
∆U nabývá kci maxima pro různé vlnové délky. Příslušná vlnová LD délka 
odpovídá dominantní poruše, tak jak jsme o ní již psali v oddíle 17.2. Při 
zadaném rozdílu rychlostí ∆U dominantní porucha splňuje rovnici 
 

1 3U U U∆ ≡ −
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d

( ) 0
d ikc
k

= . (17.69) 

 

Dosazením vztahu (17.68) do posledního výrazu a provedením příslušné 
derivace získáme rovnici 
 

2 4 2 2 2 4 4 2 2 2 4 4 2 2 4( ) ( 2 ) (4 4 ) 4 (3 8 4 ) 0U k k k k k kλ λ λ β λ λ λ∆ + − − + + + = , 
    (17.70) 
 

kterou je třeba řešit numericky. Výsledek je pro několik hodnot parametru 
λ2 znázorněn na obrázku 17.14. Z něho je dobře vidět, že s rostoucím 
rozdílem rychlosti proudění ∆U, tedy gradientem rychlosti proudění mezi 
hladinami 750 a 250 hPa, se vlnová délka dominantní poruchy posouvá 
k větším hodnotám. Tato závislost je nejpatrnější pro menší hodnoty ∆U, 
zatímco pro větší hodnoty rozdílu rychlosti proudění je tato závislost 
poněkud potlačena. Není bez zajímavosti, že pro velmi velké hodnoty ∆U se 
vlnová délka dominantní poruchy blíží hodnotě, kterou by měla při β=0. 
Z obrázku 17.14 také jednoznačně vyplývá, že vlnová délka LD dominantní 
poruchy roste se zvětšující se stabilitou vertikálního zvrstvení atmosféry 
(menší λ2).  
 

 
 

Obr. 17.13 Růstový faktor poruch v závislosti na vlnové délce pro různé rozdíly rychlosti 
proudění mezi hladinami 250 a 750 hPa. 
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Obr. 17.14 Závislost dominantní vlnové délky na rozdílu rychlosti proudění mezi hladinami 
250 a 750 hPa a na míře stability vertikálního zvrstvení atmosféry. 

 

 
 

Obr. 17.15 Izočáry růstového faktoru poruch v závislosti na vlnové délce a rozdílu rychlosti 
proudění mezi hladinami 250 a 750 hPa. 

 



    161 

 Na obrázku 17.15 je zachycena informace obsažená v jiné formě v obrá-
zku 17.13, totiž průběh růstového faktoru kci pro různé hodnoty vertikálního 
gradientu zonálního proudění a vlnové délky poruch. Ze strany krátkých vln 
je nestabilní oblast (charakterizovaná nerovností kci > 0) omezena hranicí 
danou rovností 2λ2 = k2. Tomu odpovídá vlnová délka 
 

   (min) 2kL
π
λ

= , (17.71) 

 

která je pro λ2 = 2⋅10–12 m-2 rovna přibližně 3 140 km. Pro dostatečně dlou-
hé vlny, k→0, se výraz pod odmocninou ve vztahu (17.68) redukuje na 
rovnost                    , která vymezuje dlouhovlnnou hranici nestabilní obla-
sti. Odpovídají jí vlnové délky 
 

   (max) 2k

U
L π

β
∆

= . (17.72) 

 

 Z obrázku 17.15 a rozboru vztahu (17.68) můžeme dovodit, že se insta-
bilní (s časem rostoucí) poruchy objevují až při jisté minimální hodnotě roz-
dílu rychlosti proudění               mezi hladinami 1 a 3. Položíme-li v (17.68) 
růstový faktor roven nule a vyjádříme 1 3U U U∆ = − , získáme 
 

   
2

2 4 4

2 1

4
U

k k

βλ
λ

∆ = ±
−

. (17.73) 

 

Dosazením posledního výrazu do rovnice 
 

d
( ) 0

d
U

k
∆ = , 

 

tedy určením minima ∆U v závislosti na vlnovém čísle k, zjistíme, že toto 
minimum nastává pro vlnové číslo k = 21/4λ. Po dosazení této hodnoty vlno-
vého čísla do vztahu (17.73) tomu odpovídá minimální hodnota rozdílu 
rychlosti proudění 
 

   min 2
( )U

β
λ

∆ = . (17.74) 

 

Při dříve používaných hodnotách λ2 =2⋅10–12 m–2 a β=1,62⋅10–11 m–1s–1 vy-
chází (∆U)min = 8 ms–1. 
 Věnujme nyní pozornost některým speciálním jednodušším případům. 
Uvažujme základní stav za ryze barotropní bez přítomnosti vertikálního 

2U kβ∆ =

min( )U∆
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gradientu rychlosti proudění, to znamená, že 1 3U U U≡ ≡ . Z (17.67) získá-

me pro fázovou rychlost poruch dvě hodnoty, a to 
 

   ROSSBY 2 22
c U

k

β
λ

+ = −
+

, (17.75a) 
 

   ROSSBY 2
c U

k

β− = − . (17.75b) 

 

Druhý vztah, pro            , představuje známý výraz pro fázovou rychlost 
klasických barotropních Rossbyho vln, zatímco první formule, pro              , 
vyjadřuje fázovou rychlost vnitřní baroklinní Rossbyho vlny [3]. Není 
obtížné se přesvědčit, že v případě fázové rychlosti vln dané vztahem 
(17.75a), jsou perturbace v poli proudové funkce               , a tedy i geo-
potenciálu             , v hladinách 250 a 750 hPa vzájemně posunuty o 180°. 
Přicházíme tak k zajímavému zjištění: Ačkoliv základní stav je představo-
ván barotropní atmosférou, perturbace mají baroklinní charakter [3]. Fázová 
rychlost obou stabilních Rossbyho vln při nulovém dopplerovském posuvu 
(U = 0) je znázorněna na obrázku 17.16. Vidíme, že barotropní vlna je velmi 
retrográdní s rostoucí rychlostí a zvětšující se vlnovou délkou, zatímco 
baroklinní vykazuje poměrně slabou závislost fázové rychlosti na vlnové 
délce, navíc má tato vlna jen velmi slabou tendenci k retrogresi – poměrně 
slabé západní proudění postačuje k tomu, aby byla baroklinní vlna unášena 
od západu směrem na východ. 

 
 

Obr. 17.16 Translační rychlost Rossbyho vln v dvojvrstevnatém modelu při U = 0. 

ROSSBYc−

ROSSBYc+

1 3aψ ψ′ ′

1 3aφ φ′ ′
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 Položíme-li nyní β = 0, redukuje se vztah (17.67) na 
 

   
2 2

1 3 1 3
2 2

2

2 2 2

U U U U k
c

k

λ
λ

+ − −
= ±

+
, (17.76) 

 

což je dvouvrstevná analogie vztahu (17.22), který jsme získali v předcho-
zím oddíle pro model Eadyho typu na f rovině. Je patrné, že v tomto 
zjednodušeném případě jsou všechny poruchy s vlnovou délkou větší než 
kritická vlnová délka Lkf instabilní v tom smyslu, že jedna z dvojice vln 
svoji amplitudu s časem zvětšuje a druhá zmenšuje. Hodnota Lkf je dána 
nulovou hodnotou výrazu pod odmocninou v (17.76) a zároveň tvoří 
krátkovlnnou hranici mezi stabilní a instabilní oblastí spektra vlnových 
poruch v obecném případě (viz obrázek 17.15). Tato hranice je dána 
vztahem (17.71), který je možné s přihlédnutím k (17.66) převést na tvar 
 

   (min) 9
2 2

0

2 2,157 10 [ ]kf k

p
L L m
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π
σ σ

∆
= = ⋅≐ . (17.77) 

 

Růstový faktor kci je při β = 0 roven 
 

   
2 2

1 3
2 2

( ) 2

2 2i

k U U k
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k

λ
λ

− −
=

+
. (17.78) 

 

Položíme-li d( ) d 0ikc k = , získáme po výpočtu rovnici 
 

   4 2 2 44 4 0k kλ λ+ − = , (17.79) 
 

jejímž řešením a použitím 2k Lπ=  máme pro dominantní poruchu 
 

   9
22 2 2 3,251 10 [ ]DfL m

π
σ

λ
= + ⋅≐ . (17.80) 

 

Tento vztah představuje dvouvrstevnou analogii vztahu (17.29) z kapitoly 
17.2. Při λ2 = 2⋅10–12 m–2 vychází LDf ≈ 4 880 km. 
 Jako poslední speciální případ uvažujme situaci, kdy λ → ∞. Není obtíž-
né ukázat, že to odpovídá situaci, kdy jsou teplotní změny v modelu způso-
beny pouze horizontální (izobarickou) advekcí teploty [12]. Tento advekční 
model je zejména spojen se jménem Sutcliffa [51]. V takovém modelu ze 
vztahu (17.67) získáme pro fázovou rychlost poruch výraz 
 

   
2

21 2
1 32 4

1
( )

2 2 2

U U
c U U

k k

β β+
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ze kterého je patrné, že poruchy s vlnovou délkou kratší než kritická vlnová 
délka, určená nulovou hodnotou výrazu pod odmocninou v (17.81), jsou 
instabilní (jedna se zvětšující a druhá se zmenšující se amplitudou). Kritická 
vlnová délka v advekčním modelu je dána vztahem 
 

   2ka

U
L π

β
∆

= , (17.82) 

 

který je tedy shodný s výrazem (17.72) pro dlouhovlnnou hranici mezi 
stabilní a instabilní oblastí v obecném případě. Všimněme si, že u advek-
čního modelu máme opačnou situaci než v případě modelu s β = 0; dosta-
tečně krátké vlny jsou instabilní (musí být samozřejmě U1 ≠ U3), zatímco 
dostatečně dlouhé vlnové poruchy jsou stabilní. Pro úplnost ještě uveďme 
vztah pro růstový faktor instabilních vln v advekčním modelu 
 

   
2

2 2
2

( )ikc U k
k

β
= ∆ − . (17.83) 

 

Pro pevně zadaný rozdíl rychlosti proudění ∆U se růstový faktor zvětšuje s 
klesající vlnovou délkou. To je dobře patrné z obrázku 17.17, na kterém je v 
rovině ∆U, L vykresleno několik izočar růstového faktoru. Srovnejte tento 
obrázek s obrázkem 17.15.  
 

 
 

Obr. 17.17 Stabiltní diagram pro dvojvrstevnatou analogii Sutcliffova advekčního modelu. 
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 Po několika speciálních případech se vraťme k situaci obecné a věnujme 
nejprve pozornost poruchám s neproměnnou amplitudou, které budeme 
označovat jako stabilní. Sečteme-li rovnice (17.62a) a (17.62b), získáme po 
úpravě 
 

   
32

1 3

12

( )
ˆ ˆ

( )

U c
k

U c
k

β

ψ ψ
β

− −
= −

− −
 (17.84) 

a pro perturbační proudové funkce pak můžeme psát 
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   i ( )
3 3

ˆ e k x ctψ ψ −′ = . (17.85b) 
 

Dosazením za fázovou rychlost pomocí (17.67) do posledních vztahů 
snadno zjistíme, že rychlejší (pro pevně zadanou vlnovou délku; viz obrázek 
17.12) stabilní vlnové poruchy v poli proudové funkce (a tedy i geopoten-
ciálu) mají větší amplitudu v hladině 250 hPa než v hladině 750 hPa. Avšak 
pomalejší stabilní vlny s kratší vlnovou délkou (na obrázcích 17.12 a 17.13 
leží nalevo od instabilní oblasti) mají amplitudu větší v hladině 750 hPa než 
v hladině 250 hPa. Ale dlouhé (leží napravo od instabilní oblasti v napo-
sledy zmíněných obrázcích) pomalejší stabilní poruchy jsou výraznější opět 
v hladině 250 hPa než v hladině 750 hPa. Opět není obtížné nahlédnout, že 
v hladinách 750 a 250 hPa jsou kratší rychlejší stabilní poruchy a všechny 
pomalejší stabilní vlnové poruchy ve fázi, zatímco dlouhé rychlejší stabilní 
vlny jsou ve zmíněných hladinách v opačné fázi (jsou vzájemně posunuty 
o 180°). 
 Výraz pro perturbace v poli teploty v hladině 2 (500 hPa) získáme inte-
grací rovnice (17.40) mezi hladinami 1 a 3: 
 

   i ( ) i ( )0
2 1 3 1 3

3 3

1 1

1 ˆ ˆˆ ˆ( )e ( )e
ln ln

k x ct k x ctf
T

p p
R R

p p

ψ ψ φ φ− −′ = − = − , (17.86) 

 

kde jsme využili přibližného vztahu mezi proudovou funkcí a geo-
potenciálem                . Rozdíl amplitud              ve výrazu (17.86) je možné 
upravit pomocí (17.84) takto: 

0fφ ψ′ ′= 1 3
ˆ ˆaψ ψ
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 Dosazením za fázovou rychlost c z (17.67) do (17.84) a (17.87) získáme 
informace o vzájemném vztahu polí perturbací v poli geopotenciálu (prou-
dové funkce) a teploty. Podrobný rozbor uvedených vztahů lze shrnout ná-
sledovně: Rychlejší stabilní poruchy s kratší vlnovou délkou představují 
teplý hřeben a studenou brázdu s největší amplitudou ve vyšších hladinách 
atmosféry (250 hPa). Dlouhé rychleji se pohybující stabilní perturbace re-
prezentují v hladině 250 hPa opět teplý hřeben a studenou brázdu, zatímco 
v hladině 750 hPa je jejich uspořádání opačné. Kratší pomalejší stabilní 
poruchy představují analogické uspořádání jako rychlejší dlouhé stabilní poru-
chy s tím rozdílem, že jsou výrazněji vyjádřeny v hladině 750 hPa než 250 hPa. 
Dlouhé pomalejší stabilní perturbace reprezentují studenou brázdu a teplý 
hřeben, které jsou nejvýraznější ve vyšších hladinách atmosféry (250 hPa). 
 Naše největší pozornost pochopitelně soustředěna na poruchy instabilní, 
zejména ty, jejichž amplituda se s časem zvětšuje. Rozepíšeme-li fázovou 
rychlost instabilních poruch na reálnou a imaginární část c = cr + ici a toto 
vyjádření zavedeme do vztahu (17.84), můžeme místo (17.85) uvést tyto 
vztahy pro perturbace v poli proudové funkce: 
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Opět připomeňme, že vztahem (17.88c) jsou provázány i amplitudy pertur-
bací v poli geopotenciálu                   , a dále, že pro fázový úhel perturbací 
geopotenciálu je              . 
 

 
 

Obr. 17.18 Fázový předstih sílících poruch v poli geopotenciálu v hladině 750 hPa před 
vlnou v hladině 250 hPa. 

 

 
 

Obr. 17.19 Poměr amplitud instabilních poruch v poli geopotenciálu mezi hladinami 250 
hPa (1) a 750 hPa (3). 

1 3| |  a | |φ φ′ ′

φ ψα α=
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 Rozborem zápisu (17.88d) se můžeme přesvědčit, že pro sílící poruchu 
(ci > 0) předstihuje vlna v poli geopotenciálu (proudové funkce) v hladině 
750 hPa vlnu v hladině 250 hPa. U slábnoucí poruchy (ci < 0) je tomu 
naopak. Zmíněný předstih pro sílící poruchy a uvedené rychlosti základního 
zonálního proudění je v závislosti na vlnové délce znázorněn na obrázku 
17.18. Vidíme, že tento předstih může dosahovat přibližně až 65°. Pro 
porovnání je na zmíněném obrázku uveden tento předstih i pro případ β = 0, 
kdy se s rostoucí vlnou délkou blíží až k 90°. Odpověď na otázku, zda je 
instabilní porucha výraznější v hladině 750 nebo 250 hPa, můžeme nalézt na 
obrázku 17.19. Vidíme, že v poli geopotenciálu jsou sílící poruchy výrazněji 
vyjádřeny v hladině 250 než 750 hPa. V počátečních stádiích vývoje jsou 
tedy popsané poruchy spíše výškovými útvary. Přitom se poměr                
zvětšuje téměř exponenciálně s rostoucí vlnovou délkou. Pro zajímavost je 
na zmíněném obrázku znázorněna i situace pro β = 0; je patrné, že v tomto 
případě jsou poruchy symetrické, což koneckonců také dobře odpovídá 
i zjištěním z oddílu 17.2. 
 Perturbace v teplotním poli pro sílící poruchy získáme podobně, a to do-
sazením c = cr + ici do (17.87). Po úpravách místo vztahu (17.86) dostaneme 
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 Zobecněnou vertikální rychlost      v hladině 500 hPa určíme pomocí 
vztahu (17.60), do kterého dosadíme (17.62a) nebo (17.62b). Po analo-
gických úpravách jako v předcházejících případech můžeme psát 
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a také 
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 Schématické uspořádání perturbací v poli geopotenciálu, teploty a zobec-
něné vertikální rychlosti pro sílící poruchu s vlnovou délkou 4 000 km 
a ∆U =20 ms–1 je znázorněno na obrázku 17.20. Maxima (minima) v poli 
geopotenciálu, která tedy odpovídají ose hřebenu (brázdě) vysokého 
(nízkého) tlaku, byla v jiných hladinách než 250 a 750 hPa získána lineární 
interpolací a extrapolací. Osa hřebene vysokého tlaku je označena jako R, 
osa brázdy nízkého tlaku jako T. Podobným způsobem byla získána i osa 
oblasti nejteplejšího vzduchu (označená jako W) a osa nejchladnější oblasti 
(označena jako C). Na obrázku jsou dále vyznačeny šipkami maxima se-
stupných a výstupných pohybů. Šrafovaně jsou vyznačeny oblasti izoba-
rické konvergence, zatímco části bez šrafování představují oblasti izobaric-
ké divergence rychlosti proudění*).  

 

 
 

Obr. 17.20 Schématické uspořádání sílící poruchy o vlnové délce L = 4 000 km 
ve dvouvrstevném modelu. Upraveno podle [42]. 

                                                 
*) Perturbace izobarické divergence jsme sice pro dvouvrstevný model explicitně neuvedli, nicméně 

výpočet ∇p·v ′je poměrně přímočarý z rovnice kontinuity (17.47). 
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 Porovnáme-li obrázek 17.20, sestrojený pro dvouvrstevný model, s obráz-
kem 17.6, popřípadě obrázky 17.7 až 17.10 získanými pro vertikálně spojitý 
model, je patrná jejich vzájemná kvalitativní shoda. Pochopitelně dvou-
vrstevný model nemůže principiálně popsat strukturu poruch tak podrobně 
jako model spojitý. Pomocí dvouvrstevného modelu nemůžeme například 
usuzovat na sklon perturbací v poli teploty nebo zobecněné vertikální 
rychlosti. Přesto mají oba modely při popisu sílících baroklinních 
instabilních poruch řadu společných rysů – například situování maxima 
výstupných pohybů (a tedy případných srážek) před přízemní osu tlakové 
brázdy, nebo převládající izobarickou konvergenci v oblasti přízemní 
brázdy nízkého tlaku a opačně převažující izobarickou divergenci v pří-
zemním tlakovém hřebenu. Další společnou vlastností je sklon osy oblasti 
nízkého tlaku spolu s rostoucí výškou do oblasti studeného vzduchu 
a oblasti vysokého tlaku do oblasti teplého vzduchu, což zároveň znamená, 
že se osy sílících (rodících se) tlakových útvarů naklání proti směru 
základního zonálního západního proudění. Uvedené skutečnosti převážně 
souhlasí s pozorováním ve skutečné atmosféře. To tedy podporuje teorii, 
podle které mohou synoptické útvary ve středních zeměpisných šířkách 
vznikat v podstatě z infinitezimálních perturbací baroklinně instabilního 
základního proudění. Na paměti je třeba stále mít, že oba modely baroklinní 
instability byly založeny na linearizovaných rovnicích a popisují tedy pouze 
ranná stádia vývoje skutečných atmosférických poruch. 
 V dvojvrstevnatém modelu na β rovině jsme se setkali i s některými 
odlišnostmi od modelu na f rovině. Je to především stabilizace velmi dlou-
hých vlnových poruch právě zahrnutím sféričnosti Země, alespoň v podobě 
β rovinné aproximace. Další fundamentální odlišností je skutečnost, že se 
v modelu na β rovině objevují baroklinně instabilní poruchy až po překro-
čení určité minimální hodnoty vertikálního gradientu základního zonálního 
proudění. Ze vztahu (17.74) je patrné, že tato minimální hodnota závisí opět 
na Rossbyho parametru β. 
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ÚVOD 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dnes jsme svědky stále bouřlivějšího rozvoje matematického modelování 
jak v přírodních vědách, tak v inženýrské praxi. Zde všude jsou aplikovány 
metody soudobé nelineární mechaniky k řešení četných úloh různého 
charakteru, formulovaných pro širokou paletu měřítek až k velkopros-
torovým procesům včetně geofyzikální hydrodynamiky. Je příznačné, že 
v nelineární mechanice se setkáváme s řadou nových jevů, nevyskytujících 
se u lineárních systémů. Nelineární systémy mají často více než jedno 
stacionární řešení (stacionární řešení parciálních diferenciálních rovnic 
odpovídají rovnovážným stavům přiřazené obyčejné diferenciální rovnice 
v Banachově prostoru, resp. pevným bodů jejího semitoku), a možná je 
i existence oscilačních řešení typu limitních cyklů. Také se zde setkáváme 
s výskytem chaotických řešení a velmi často s kritickým chováním systémů 
v závislosti na jejich parametrech. 
 Nelineární analýza reprezentuje jeden z perspektivních oborů matematiky 
s kořeny v matematické analýze, i když zasahuje také do jiných matema-
tických směrů a je v úzké interakci s fyzikálními disciplinami zahrnujícími 
i geofyziku a geofyzikální hydrodynamiku. V současné době se zaměřujeme 
na studium nelineárních jevů vznikajících pouze nelineárními interakcemi. 
Jako příklad lze uvést deterministický chaos. 
 Dokladem typických rysů řešení nelineárních problémů s množinou 
různých typů chování může být chování atmosféry. Její různé stavy bývají 
simulovány výsledky fyzikálních experimentů s reálnými tekutinami v rotu-
jících nádobách, vystavených vnějšímu ohřevu. Při jistých kombinacích 
rychlosti rotace a teplotního kontrastu se objevují postupné vlny s kon-
stantní amplitudou, poté vlny s periodicky se měnící amplitudou i formou 
a nakonec neregulární vlny s charakterem turbulence. Dochází k bifurkacím, 
v širším významu k různým kvalitativním změnám či metamorfózám 
objektů při změně parametrů, na nichž tyto objekty závisí. Je relevantní 
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poznamenat, že většina teoretických fyziků chová značný respekt ke svým 
experimentálním protějškům. 
 Nelineární analýza začíná chápat, že jisté matematické potíže při práci 
s dynamickými systémy jsou principiální a souvisí s exponenciální nestabi-
litou některých dynamických úloh. Tato vlastnost je pro existenci determini-
stického chaosu klíčově důležitá. Abychom popsali bohaté spektrum 
různých typů chování dynamických systémů a poznali specifičnost rysu 
chování v rozmezí hodnot parametrů, je třeba použít numerických postupů. 
Vedle nezbytného analytického přístupu je základním pilířem užití matema-
tiky v praxi počítač. Jestliže extrapolujeme na základě překotné rychlosti 
jeho současného vývoje, podle Hawkinga je docela dobře možné, že časem 
práci v teoretické fyzice zcela převezme. Je obtížné určit, kdy k tomu dojde, 
jisté však  je, že v současnosti je jedním z hlavních směrů nelineární analýzy 
stále přetrvávající potřeba její geometrizace. O dalších směrech se zmíníme 
v závěru práce, kde nezapomínáme na významné úlohy teorie singularit (teo-
rii bifurkace v sobě v jistém smyslu zahrnuje teorie katastrof a singularit). 
 Bezpochyby to je soudobá diferenciální geometrie, která rozpracovává 
a exploatuje z těsné vazby mezi geometrickými a analytickými pojmy i ide-
jemi a stává se důležitým matematickým nástrojem teoretické fyziky. 
Zjednodušuje matematický formalismus a prohlubuje naše fyzikální chápá-
ní. Výsledky, jež diferenciální geometrie přináší, jsou relevantní jak pro 
matematiku, tak i fyziku s důsledky etablujícími vztahy mezi Lieovými gru-
pami, jejich reprezentací a hydrodynamikou. Příklad takového vztahu zahr-
nuje problém řešení Eulerovy rovnice, popisující pohyb ideální homogenní 
tekutiny v trojdimenzionální oblasti D. Toto řešení lze interpretovat jako 
časovou závislost tečného vektoru geodetiky pravoinvariantní Riemannovy 
metriky (zadané kinetickou energií tekutiny) na grupě SDiff D zachováva-
jících objemy vzájemně jednoznačných zobrazení D → D, hladkých spolu 
s inverzním zobrazením. 
 K renesanci geometrie vedle fyziky a fyzikálních prostorů dochází také 
v pohledu na podstatně abstraktnější prostory, s nimiž pracujeme např. v ter-
modynamice, v Hamiltonově formalismu a rovněž v hydrodynamice. Zůsta-
neme-li u Hamiltonovy dynamiky, nejdůležitějším činitelem geometrického 
přístupu je diferenciální 2-forma ve fázovém prostoru systému, mající 
stejnou úlohu jako metrika na Riemannových varietách. Touto formou je 
vytvořen reverzibilní 1-1 vztah mezi vektory a diferenciálními 1-formami. 
V případě systému s n stupni volnosti má fázový prostor 2n dimenzí 
a příslušná 2-forma je simplektickou formou a fázový prostor s touto for-
mou je simplektickou varietou.  
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 Snahy studovat kvalitativní změny v chování dynamických systémů při 
různých hodnotách jejich parametrů na konečnědimenzionálních modelech 
(hovoříme o redukci dimenze zkoumaného problému) v hydrodynamice nás 
přivedly k jisté třídě regulárních dynamických systémů, nazývaných 
systémy hydrodynamického typu (systems of the fluid mechanical type). 
Tím přecházíme do problematiky parciálních diferenciálních rovnic, úzce 
spjaté se studiem kapalin. Získané modely představují kvadraticky neline-
ární systémy obyčejných diferenciálních rovnic pro konečný soubor 
parametrů definujících stav systémů, které jsou lineárními funkcionály pole 
rychlosti tekutiny. Samotné systémy zachovávají integrály pohybu výcho-
zích prognostických rovnic hydrodynamiky. Regulárnost znamená, že diver-
gence fázového toku těchto systémů je nulová. 
 Tyto systémy do hydrodynamiky zavedl Obuchov, blízký spolupracovník 
Kolmogorova, představitele ruské matematické školy, mající rozsáhlou 
tradici teoretické práce. Jeden z mnohých možných příkladů se týká poru-
chové teorie integrabilních hamiltonovských systémů, jejichž fázový prostor 
se rozvrstvuje na invariantní anuloidy (tory). Pro analytický případ a pro 
systémy, jež jsou pouze hladké, se torus s nerezonanční frekvencí pod 
vlivem poruchy zachovává. Toto tvrzení není v rozporu s Peixotovým teoré-
mem z topologické dynamiky, podle něhož nelze považovat kvaziperiodic-
ký pohyb na kompaktní dvojdimenzionální varietě za silně typickou vlast-
nost dynamických systémů. Hamiltonovy systémy jako celek jsou v jistém 
smyslu netypickými systémy v množině dynamických systémů a na ně 
působící malé poruchy nemohou být libovolné. Při jejich působení musí být 
zachován statut hamiltonovských systémů. 
 Druhý příklad zahrnuje problém turbulence, v němž se oba autoři osobně 
angažovali a podíleli se na metodických základech teorie homogenní a lo-
kálně izotropní turbulence. 
 Nejjednodušším netriviálním systémem hydrodynamického typu je kano-
nický triplet, jehož pohybové rovnice závisí obecně na pěti parametrech. 
Tento triplet je vzorem tzv. symetrizovaného systému, který je ze třídy 
rovnic, jež jsou zobecněním rovnic Hamiltonovy dynamiky. Zároveň je 
kanonický triplet ukázkou objektu, který je ekvivalentní Eulerovým ro-
vnicím rotujícího tuhého tělesa. Můžeme postoupit ještě dál a říci, že 
zajímavou třídou systémů hydrodynamického typu jsou Eulerovy rovnice 
popisující pohyb n-dimenzionálního tělesa. Jeho pohybové rovnice vytvářejí 
podsystémy (invariantní) konkrétních symetrizovaných systémů. 
 Vzpomeňme zde ještě jednoho aspektu, který nemusí být dosti silně 
vnímán: komplexní analogie pohybových rovnic n-dimenzionálního tuhého 
tělesa a stacionární Kortewegova de Vriesova rovnice (zapsaná v matico-
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vém tvaru) náležejí stejné třídě. Tato rovnice se prvně objevila v teorii 
mělké vody a je příkladem tzv. skryté symetrie. Za jistých podmínek se při 
t → ±∞ řešení této rovnice „rozpadá“ na solitony. Jinými slovy, řešení této 
rovnice vykazuje chování solitonu. Jde o vysoce neobvyklou rovnici, 
protože solitony jsou v určitém ohledu jako lineární vlny a v jiném jako 
nelineární vlny. Poznamenejme, že tento jev vyvolal horečnou aktivitu, 
která podle Griffihse (v roce 1991 se stal 7. ředitelem Institutu pokročilých 
studií v Princetonu) dokonale předvedla jednotu matematiky. Jako příklad 
této aktivity lze zde uvést problém nalezení kuželu o daném objemu, ale 
nejmenším povrchu mezi všemi kužely. Na první pohled není zřejmé, že to 
má něco společného s vlnami v mělké vodě. Ukazuje se, že diferenciální 
rovnice, které popisují řešení, se chovají stejně jako solitony a rovnice 
popisující vlny v mělké vodě. Oba problémy, jeden z matematické fyziky 
a druhý z diferenciální geometrie, se vyznačují stejným, vysoce vzácným 
a zajímavým chováním solitonů. 
 V aplikacích geometrie na problémy hydrodynamiky přisuzujeme důleži-
tou úlohu zobecněnému tuhému tělesu. Jeho konfiguračním prostorem je 
Lieova grupa, potenciální energie tělesa je nulová a kinetická energie 
zadává levo (či pravo) invariantní metriku na Lieově algebře Lieovy grupy. 
 Zajímá nás vazba zobecněného tuhého tělesa s mechanikou tekutin. Je 
zde třeba postupovat obezřetně. S rovnicemi hydrodynamiky jsou spojeny 
nekonečnědimenzionální grupy a ne všechny vlastnosti konečnědimen-
zionálních zobecněných těles mají hydrodynamické rovnice. Výsledky teo-
retických studií ukazují, že na konečnědimenzionálních Lieových grupách 
s jednostranně invariantní metrikou lze geodetiky této metriky prodloužit 
v čase na obě strany. Naproti tomu pro typické hladké počáteční pole 
rychlosti v oblasti D klasické řešení Eulerovy hydrodynamické rovnice 
existuje jen v konečném čase, závisejícím na počátečních datech. Odtud lze 
učinit závěr: téměř všechny geodetiky na grupě SDiff D (grupě difeo-
morfismů proudové oblasti D) nelze neomezeně prodlužovat (tj. množina 
těch geodetik, které nemají tuto vlastnost, je množina nulová). 
 Mnohým zde naznačeným otázkám, však i vlastnostmi a obsahem 
příbuzným otázkám, a také možným souvislostem dotvářejícím rámec 
pojednání o nelineárních systémech hydrodynamiky, věnujeme pozornost 
v druhé části knihy (kapitolách 2 až 13). Velkou měrou přitom vycházíme 
z výsledků teoretické školy soustředěné kolem Obuchova, žáka Kolmogoro-
va. Závěry, k nimž tato škola ve spolupráci s matematiky v různých údobích 
dospěla, jsou relevantní jak pro fyziku, tak i matematiku a představujíc 
dlouhodobý zájem. 
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2 O SYSTÉMECH HYDRODYNAMICKÉHO 
TYPU 

 
 
 
 
 
 
 
2.1 K definici systémů hydrodynamického typu 
 

V mechanice tekutin se s kvadratickými nelineárními systémy, nazývanými 
systémy hydrodynamického typu, můžeme setkat tam, kde aplikujeme Ga-
lerkinovu metodu na výchozí kvadraticky nelineární rovnice dynamiky te-
kutin, na rovnice Navierovy-Stokesovy [1]. Tato metoda je založena na 
redukci původně nekonečnědimenzionálního systému na konečnědimenzio-
nální podprostor fázového prostoru pohybující se tekutiny, nikoliv na 
redukci vztaženou na inerciální varietu. Jsou to však výsledky o existenci 
a hladkosti inerciálních variet, které činí smysluplnými snahy silně redu-
kovat dimenzi zkoumaného problému, převést tak otázky o atraktoru evo-
lučních parciálních diferenciálních rovnic na konečnědimenzionální dy-
namický systém∗). Je to současná móda fraktálů, která se postupně stává 
fundamentální charakteristikou atraktorů těchto rovnic (citujeme podle [2]). 
V tomto ohledu jsou to problémy rozvětvení řešení pro rovnice i nerovnice, 
které v současné době se stále více zviditelňují při studiu asymptotického 
chování řešení dynamických systémů, kdy postupnou bifurkací přes zdvo-
jování frekvence (period doubling bifurcation) dochází k chaotickému cho-
vání. Návaznost na stále zásadní problém turbulence je zřejmá (odkláníme 
se od chápání turbulence jako od statistického jevu a přikláníme se k 
deterministickému pojetí tohoto fenoménu). Jednou z příčin stálých obtíží 
zde je velikost Reynoldsova čísla, neboť pro velká tato čísla (velké 
                                                 
∗) Se zřetelem na textovou souvislost a také proto, že širší fyzikální veřejnosti pojem inerciální 

variety nemusí být znám, připomeňme si zde její definici. Mějme dán dynamický systém, kterým 
budeme rozumět jistý metrický prostor H a množinu operátorů {S(t)} t ≥ 0 tvořící semigrupu 
operátorů. Dále mějme konečnědimenzionální lipschitzovskou varietu M. Tuto varietu nazvěme 
inerciální varietou dynamického systému (stručně inerciální varietou), jestliže platí: 1. M je 
pozitivně invariantní množina, tj. pro množinu A ⊂ H je S(t)A ⊂ A pro všechna t ≥ 0; 2. M 
exponenciálně přitahuje všechny trajektorie dynamického systému. To znamená, že pro každé 
u0 ∈ H existují kladná čísla a, b taková, že ρ(S(t)u0, M) ≤ aexp(–bt) pro všechna t ≥ 0; ρ(. , .) je 
metrika na H. 
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rychlosti, malé vazkosti) jsou kontinuální modely citlivé na typ interakce 
mezi částicemi tekutiny. 
 Galerkinova metoda je jednou z nejuniverzálnějších metod praktického 
řešení různých úloh matematické fyziky. Naznačme základní myšlenku této 
metody. Uvažujme separabilní Hilbertův prostor H a množinu M jeho prvků 
hustou v H. Platí-li pro některý prvek u 

 

( , ) 0u v =  pro každé v M∈ , 
 

pak odtud plyne u = 0 v H. Budiž nyní 
 

1 2, ,ϕ ϕ … 
 

nějaká báze v H. Jestliže (u, ϕk) = 0 pro k = 1, 2, …, pak opět u = 0 v H. 
Podle předpokladu je totiž 1 2, ,ϕ ϕ … báze v H, takže množina N všech n 
prvků tvaru 

 

=1

n

k k
k

a ϕ∑ , 

 
kde n je libovolné přirozené číslo a ak jsou libovolná reálná čísla, je hustá 
v H. Protože platí (u, ϕk) = 0 pro každé k, platí také pro každý prvek uvede-
ného tvaru množiny N 

 

=1

, 0
n

k k
k

u a ϕ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ , 

 

odkud plyne, že (u, ϕk) = 0 pro k = 1, 2, …, a tedy u = 0 v H. 
Nechť v H je dána rovnice 

 

Au = f, 
 

kde A je operátor (může být velmi obecný) a f ∈ H. Najdeme-li takové 
u0 ∈ DA (DA je definiční obor operátoru A), že platí (Au0 – f, ϕk) = 0 pro 
každé k = 1, 2, …, pak je Au0 – f = 0 v H, takže u0 ∈ DA je řešením rovnice 
Au = f v H. 
 Ještě předpokládejme, že báze ϕ1, ϕ2, …, a definiční obor DA operátoru A 

jsou takové, že každá lineární kombinace 
=1

n

k k
k

a ϕ∑  prvků této báze patří do 

DA, a hledejme přibližné řešení uk rovnice Au = f  ve tvaru 
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=1

n

n k
k

u a kϕ= ∑ , 
 

kde n je libovolné, ale pevně zvolené přirozené číslo a ak jsou zatím 
neznámé konstanty, které určíme z podmínky 

 

(Aun – f, ϕk) = 0,  k = 1, 2, …, n, 
 

analogické podmínce (Au0 – f, ϕk) = 0 pro každé k = 1, 2, … . Předešlá 
podmínka představuje n rovnic pro n neznámých konstant a1, a2, …, an. 

Ještě si uveďme, že v případě, kdy operátor A je lineární, tato 
podmínka nabude tvaru 

 

(a1Aϕ1+ a2Aϕ2+…+ anAϕn – f, ϕk) = 0,    k = 1, 2, …, n. 
 

 Posloupnost 
=1

n

n k
k

u a kϕ= ∑ s konstantními a1, a2, …, an, jednoznačně 

určenými podmínkou (Aun – f, ϕk) = 0,  k = 1, 2, …, n, konverguje v HA 
(také v H) k zobecněnému řešení u0 rovnice Au = f. 
 Aplikujme Galerkinovu metodu na úlohu o pohybu nestlačitelné 
homogenní tekutiny v ohraničené oblasti D trojdimenzionálního Euklidova 
prostoru: 

 

1( ) ( , ) ,

div 0, 0, (0, ) ( ).
S

L p
t t

ν ρ

α

−∂ ∂
+ ≡ + ∇ − Δ = ∇ +

∂ ∂
= = =

v vv v v v

v v v x x

f

k

´ 

 

Zde je v(x, t) pole rychlosti, ν je kinematická vazkost, ρ hustota tekutiny, p 
tlak určený, jako obvykle, z podmínky nestlačitelnosti, f vnější síla s S okraj 
(hranice) proudové oblasti D. 
 Řešení této úlohy ve tvaru 

 

1
( , ) ( ) ( )

n

n k
k

t a t
=

= ∑v x φ x , 
 

kde je {φk(x)} úplný systém ortonormálních vlastních vektorových funkcí 
lineární okrajové úlohy 

 

,
div 0, 0,

k k k k

k k S

pν μΔ = + ∇

= =

φ φ
φ φ

 

 

vyhovující normovací podmínce 
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2 3d 1k
D

=∫φ x . 

 

 Po dosazení výrazu pro vn do výše uvedených pohybových rovnic, 
skalárním vynásobením φm a integrací dospíváme ke vztahu 

 

3

1

( ( ) ( )), ( ) d ( , )d
n

k l l k k
lD D

a L a t
=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ ∫φ x φ x x f φ x� . 

 

Člen odpovídající tlakovým silám zde nevystupuje, neboť 
 

3( , )d ( , )d 0k k
D

p p σ∇ =∫ ∫φ x n φ○ =

kf

, 

 

kde je n jednotkový vektor ve směru normály k okraji S oblasti D a dσ je 
element integrační křivky S. 
 Získaný systém rovnic pro neznámé ak je ekvivalentní galerkinovskému 
systému obyčejných diferenciálních rovnic 

 

, 1
,

1, 2, , ,

n

k klm l m k k
l m

a a a a

k n

γ νμ
=

= − − +

=

∑�

…
 

 

kde 
 

( ) 3, ( , ) dklm k l m
D

γ = ∇∫ φ φ φ x  

 

a dále 
3( , ) dk k

D

f = ∫ f φ x . 

 

K systému těchto rovnic připojíme počáteční podmínky 
 

( )0 3(0) ( ), ( ) dk k k
D

a a α≡ = ∫ x φ x x . 

 

Povšimněme si, že 
, ,

0
n

klm k l m
k l m

a a aγ =∑ . Tento zápis vyjadřuje zákon 

zachování kinetické energie nevazké tekutiny (ν = 0) při f = 0, tj. 
 

2 3 2

1

d dd 0
d d

n

n k
kD

a
t t

ρν ρ
=

= =∑∫ x . 
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 Zdůrazňujeme, že Galerkinova metoda se zakládá na redukci systému na 
konečnědimenzionální podprostor. Může poskytnou principiálně správné 
výsledky (pro velké časy), pokud je inerciální varieta v tomto podprostoru 
obsažena. Tento předpoklad však obecně splněn není a v takovém případě 
jsme určitou část inerciální variety „ztratili“. Může být ovšem pravda, že ta-
to ztracená část inerciální variety je v určitém smyslu malá, a že většina 
fázových trajektorií vyšetřovaného systému skončí v té části inerciální 
variety, kterou máme obsaženou v uvažovaném podprostoru a že se z tohoto 
prostoru již nikdy nedostanou, nebo nanejvýš na „krátkou“ dobu. Může tedy 
nastat situace, že pro většinu fázových trajektorií (nebo trajektorie, které nás 
zajímají) jsme neztratili nic a potom dává Galerkinova metoda dobré 
výsledky. 
 Vraťme se k redukcím nekonečnědimenzionálních systémů na systémy 
konečnědimenzionální. Lee [3] ukázal, že při aproximaci rovnic hydro-
dynamiky Fourierovými řadami je splněn Liouvilleův teorém, podle něhož 
právě mikrokanonické rozdělení zůstává v čase konstantní, necháme-li 
všechny systémy (rovnoměrně rozložené po tenké slupce mezi dvěma plo-
chami konstantní energie ve fázovém prostoru) vyvíjet se podle Hamiltono-
vých kanonických rovnic. V podstatě tato podmínka vede k jisté třídě dyna-
mických systémů a to invariantním způsobem., tj. nezávisle na volbě 
souřadnicového systému. Přesněji, nové rovnice s transformovanými pro-
měnnými jsou téhož tvaru jako rovnice původní s původními proměnnými 
a proto jsou kovariantní. Kovariance rovnic umožňuje zapisovat je bez 
explicitního vyjádření souřadnicové soustavy. Požadavek, aby rovnice byly 
kovariantní, má kromě toho velký význam heuristický, neboť omezuje 
rozmanitost tvarů a ponechává tak zvolit jejich správné tvary. 
 V mechanice tekutin redukce dimenze zkoumaného problému vyústí do 
třídy galerkinovských rovnic, obyčejných diferenciálních rovnic, splňujících 
následující podmínky: 

1. Fázovým prostorem těchto systémů je lineární n-dimenzionální 
vektorový prostor (existuje n lineárně nezávislých vektorů, tj. existu-
je báze); 

2. Pohybové rovnice těchto systémů jsou kvadraticky nelineární, stejně 
jako Navierova-Stokesova rovnice; 

3. Existuje alespoň jeden (až na konstantu) kvadraticky pozitivně defi-
nitní integrál pohybu, pozitivně definitní kvadratická forma (ener-
gie), v dané bázi vyjádřená vzorcem (používáme Einsteinovo sumač-
ní pravidlo) A(x, x) = aikξiξk > 0, kde aik = aki, i, k = 1, 2, …, n, 
závisí na volbě báze a ξ1, ξ2, …,ξn jsou souřadnice vektoru x v této 
bázi. 
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Poznámka 1: integrály pohybu (první integrály, jednoduše integrály) systémů diferen-
ciálních rovnic jsou funkce, které zůstávají konstantní podél libovolného daného řešení 
systému, přičemž konstanta závisí na řešení. Jinými slovy, integrály svazují proměnné 
systému, takže každý skalární integrál by umožnil snížení dimenze o jedničku. Takováto 
redukce může přirozeně nastat pouze tehdy, je-li integrál algebraickou, nepříliš kompliko-
vanou funkcí vzhledem ke svým proměnným, takže jedna z nich může být vyjádřena jako 
funkce zbývajících. Pokud je integrál transcendentní, je jakýkoliv pokus získat takovýto 
výraz beznadějný. Pro poučení uveďme, že problém n těles má 10 nezávislých 
algebraických prvních integrálů a že neexistují žádné integrály – závislé na čase, poloze 
a rychlostech pouze algebraicky – kromě těchto známých 10. Odtud plyne důležitý závěr, 
že je nemožné řešit pohybové rovnice problému n těles redukcí dimenze systému pomocí 
prvních integrálů. 
 

 Jestliže nyní označíme ui, i = 1, 2, …, n, složky vektoru charakterizujícího 
stav systému hydrodynamického typu, pak lze jeho pohybové rovnice zapsat 
ve tvaru 

   kji
jk

i uuu Γ
2
1

=� , (2.1) 
 

jsou-li splněny požadavky zachování energie 2E = gikuiuk (          ) a zacho-
vání fázového objemu (regularity)                     . V (2.1) jsou       „koe-
ficienty interakce“, tvořící tenzor 3. řádu symetrický v dolních indexech 
a gik souřadnice dvakrát kovariantního tenzoru 2. řádu, tj. kovariantního 
metrického tenzoru. Z požadavku            a platnosti                                , do-
spíváme ke vztahům 

0E =�

 

   Γijk = Γikj, (2.2) 
 

kde  a dále α
α ΓΓ jkiijk g=

 

   0=++ kijjkiijk ΓΓΓ ; 0=iijΓ . (2.3) 
 

 Pro regulární systémy kovariantní vektor    . Podmínka regula-
rity je úzce spojena s důležitou statistickou vlastností, s invariancí kano-
nického rozdělení 

                 

 

f(u) = Cexp(–E/θ), 
 

kde je C konstanta a θ analogie teploty. Pro regulární systémy se toto roz-
dělení, popisující „bílý šum“, v čase zachovává. Platí i opačné tvrzení. 
Nechť v počátečním časovém okamžiku <u 

i> = 0, <u 
iu 

k> = θδ ik, kde je < > 
časová střední hodnota. Na základě pohybové rovnice (2.1) a cyklického 
vztahu (2.3) dostáváme 

 

0i iu u∂ ∂ =� i
jkΓ

0=E� 0i i i k
jku u uΓ∂ ∂ = ≡�

0i
k ikγ Γ= =
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< >|t = 0 = iu� 1
2 ijkθΓ  gjk = –

1
2

θ ( Γ jki + Γ kij)gjk = –θ γi. 
 

Můžeme tedy říci, že regulární systémy, a jen tyto systémy, nejsou „schop-
ny detekovat bílý šum“. V jisté míře to odpovídá druhému principu termo-
dynamiky a jeho statistické interpretaci. 
 Povšimněme si, že (2.2), (2.3) představující lineární zápisy v příslušných 
koeficientech, mají tenzorový charakter a proto platí v libovolném ortogo-
nálním souřadnicovém systému. Dospěli jsme k nim z požadavku zachování 
energie ( �E  = 0). Užitím aparátu teorie grup [4] se můžeme přesvědčit, že 
tyto zápisy jsou, volně řečeno, maximálním systémem podmínek tohoto 
druhu a nelze je dále již rozšířit. K dosažení tohoto cíle je třeba přihlédnout 
ke speciální oblasti teorie grup, k teorii reprezentací, což nyní učiníme. 
 Nechť G je grupa a n nějaké přirozené číslo. Potom každý homeo-
morfismus T grupy G do grupy regulárních čtvercových matic řádu n nad 
tělesem komplexních čísel nazveme reprezentací grupy G maticemi. Zadat 
reprezentaci grupy G maticemi znamená přiřadit ke každému prvku g z G 
regulární matici M(g) řádu n takovou, že M(g1g2) = M(g1)M(g2) pro 
libovolné dva prvky g1, g2 ∈ G. Je-li n přirozené číslo, potom regulární 
čtvercové matice řádu n nad tělesem komplexních čísel tvoří grupu 
vzhledem k maticovému násobení. 
 Nechť {T(g)}g∈G je reprezentace grupy G regulárními lineárními 
operátory n-dimenzionálního prostoru L. Nechť (e1, e2, ......, en) je báze v L 
a T(g) matice zobrazení T(g) v této bázi. Potom {T(g)}g∈G je reprezentace 
grupy G maticemi, kterou nazvěme reprezentací indukovanou reprezentací 
{T(g)}g∈G. 
 Je-li dána reprezentace grupy G maticemi {T(g)}g∈G řádu n a dán nějaký 
n-dimenzionální vektorový prostor L s bází (e1, e2, ......, en) a pomocí 
matice T(g) = (T(g))ik definovaný lineární operátor T(g)ei = Tji(g) ej a T(g) 
(x1e1 + x2e2 + ...... + xnen) = x1T(g)e1 + x2T(g)e2 + ... + xnT(g)en, takto zí-
skané operátory T(g) tvoří reprezentaci grupy G lineárními operátory v prosto-
ru L. Opět říkáme, že to je reprezentace indukovaná reprezentací {T(g)}g∈G. 
 Nechť {Tj}j∈J  je systém lineárních operátorů v L indukovaný prvky 
z jisté množiny J a L′ ⊂ L. Řekněme, že L′ je invariantní podprostor vzhle-
dem k {Tj}j∈J , když Tj(L′) ⊂ L′ pro každé j ∈ J. Je-li L′ invariantní 
podprostor vzhledem k {Tj}j∈J, a neobsahuje-li L´ žádné vlastní podprostory 
(tj. různé od {0} a L′) invariantní vzhledem k {Tj}j∈J,, nazýváme L′ iredu-
cibilním invariantním podprostorem vzhledem k {Tj}j∈J . Jsou-li {0} a L 
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jedinými invariantními podprostory vzhledem k {Tj}j∈J, nazveme systém 
{Tj}j∈J  ireducibilním. 
 Poznamenejme, že zejména konečnědimenzionální invariantní podpro-
story jsou stavebními kameny pro popis reprezentací a jen takovými pod-
prostory se zde budeme zabývat. 
 Je-li {T(g)}g∈G reprezentace grupy G na reprezentačním prostoru L a je-li 
L′ podprostor v L invariantní vzhledem k {T(g)}g∈G, máme na L′ dánu 
reprezentaci grupy G tím, že každý operátor T(g) definuje lineární operátor 
prostoru L′. Budeme ji nazývat reprezentací vynucenou na L′ reprezentací 
{T(g)}g∈G .  
 Aplikujme nyní věty o reprezentaci grup na tenzory 3. řádu tvořící line-
ární prostor F a ukažme, že (2.3) vskutku je maximálním systémem pod-
mínek pro „koeficienty interakce“ – tenzory 3. řádu. Tomuto počinu však 
bude předcházet řada přípravných úvah. 
 Nechť fijk jsou složky tenzoru 3. řádu f a budiž F lineární podprostor 
těchto tenzorů s definovaným skalárním součinem (tenzorem nultého řádu) 
(f, g) = fijkgijk pro f, g z F. Každé ortogonální transformaci n-dimen-
zionálního prostoru s maticí transformace A = (aiα) odpovídá ortogonální 
transformace v prostoru tenzorů F : 

 

   f’ ijk = aiα ajβ akγ fαβγ . (2.4) 
 

Vztah (2.4) přepíšeme do tvaru s direktním součinem tří matic 
 

f’ijk = [A⊗A⊗A]ijk,αβγ fαβγ . 
 

Jde o reprezentaci grupy v prostoru tenzorů (reprezentaci ve složkách 
tenzoru f  3. řádu). 
 Abychom zdůraznili, že jde o direktní součin tří matic A⊗A⊗A, místo 
T(g)fijk = f‘ijk píšeme T1

(3)(g). Jestliže matici A přísluší operátor T1
(3)(g) 

a matici B operátor T2
(3)(g), součinu matic (A⊗A⊗A) ⊗ (B⊗B⊗B), který 

tvoří opět reprezentaci grupy matic, odpovídá součin T1
(3)(g)T2

(3)(g) = 
= (T1(g)T2(g))(3). 
 V prostoru F  leží lineární podprostor s vlastností: jestliže tenzor f leží 
v tomto podprostoru, pak rovněž tenzor T1

(3)(g) f je z tohoto podprostoru. 
Takový podprostor je invariantním podprostorem. Tvoří ho rovněž pod-
prostor tenzorů symetrických ve všech jejich indexech. Protože v našem 
případě Γijk = Γjik = Γikj, také tyto tenzory tvoří lineární invariantní 
podprostor, jehož prvky nazveme tenzory systémů hydrodynamického typu. 
Jejich podprostor je částí dalšího podprostoru tenzorů, jejichž čtvercové 
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matice mají nulové stopy: fiik = fiji = fijj = 0. Ukazují na to vztahy (2.2), (2.3): 
fiji = fiij = 0,  fijj = –fjij – fjji = 0. Podprostor tenzorů matice jejichž koeficienty 
mají nulové stopy označme F0. Tento podprostor je invariantním pod-
prostorem, neboť T(g)fiik = f ’iik = aiα aiβ akγ fαβγ = δαβ akγ fαβγ = akγ fαβγ = 0, jak 
vyplývá z vlastností ortogonálních matic. 
 Jestliže F2 je invariantní podprostor invariantního prostoru F1, tenzory 
z F1 ortogonální k tenzorům z F2 rovněž tvoří invariantní podprostor F3 
a podprostor F1 je direktním součtem podprostorů F2 a F3, tedy 
F1 = = F2⊗F3. Je tak zřejmé z toho, že T1

(3)(g) zachovává skalární součin 
a následně i ortogonalitu tenzorů. Pokud bude jeden z podprostorů F2, F3 
reducibilním podprostorem, lze ho rozložit. Opakováním tohoto postupu 
nakonec rozložíme celý prostor F, lineární podprostor tenzorů 3. řádu, na 
ortogonální součet dále již ireducibilních podprostorů, neobsahujících žádné 
vlastní podprostory (tj. různé od {0} a F ) invariantní vzhledem k T1

(3)(g). 
Nyní již můžeme vyslovit  
 Teorém 1. Podprostor tenzorů systémů hydrodynamického typu prostoru 
tenzorů 3. řádu je ireducibilní invariantní podprostor vzhledem k T1

(3)(g). 
 Důkaz tohoto pro nás základního teorému budeme provádět po etapách, 
označených číslicemi 1 až 3. 
 

1. Zavedeme podprostor tenzorů speciálního tvaru [5] 
 

   

{ }
{
{ }

1

2

3

( )

(

( )

ij k ij k jk i ki j

jk i ij k jk i ki j

ki j ij k jk i ki j

}
,

) ,

,

f p f f f

f p f f f

f p f f f

δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

= − + +

= − + +

= − + +

F

F

F

 (2.5) 

 

kde je δ ij Kroneckerův symbol, fi vektor n-dimenzionálního prostoru a kon-
stanta p je vybrána tak, aby F1, F2, F3 byly po dvojicích ortogonální 
podprostory: 
 

(δ ijfk – p(δ ijfk+δ jkfi+δ kifj)) (δ jkgi – p(δ ijgk+δ jkgi+δ kigj)) = fkgk – p(nfkgk + 
+ fkgk + fkgk – p(fkgk + n fkgk + fkgk) + p2(3nfkgk + 6fkgk) = fkgk (1 – 2 (n + 2)p + 
+ 3 (n + 2) p2) = 0 atd. 
 

Pak bude p–1 = n + 2±(n2 + n–2)1/2. Tyto podprostory jsou invariantní pod-
prostory:  
 

aiα ajβ akγ (δαβfγ – p(δαβ fγ + δβγ fα+δγα fβ)) = δijf ’k – p(δijf ’k + δjkf ’i + δki f ’ j), 
 

kde f ’i = aiαfα. Tím je vytvořen mezi námi zavedenými tenzory speciálního 
tvaru a vektory fi lineární vzájemně jednoznačný vztah takový, že jestliže 
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tenzoru fijk odpovídá vektor fi, pak T1
(3)fijk odpovídá Afi. V podprostorech 

F1, F2, F3 reprezentace je ekvivalentní reprezentaci grupy ortogonálními 
maticemi ve svém vlastním n-dimenzionálním prostoru. Odtud vyplývá 
ireducibilita těchto podprostorů. Uvážíme-li např. podprostor F1 a je-li ϕ 
regulární lineární zobrazení F1 na n-dimenzionální podprostor F1 s orto-
gonálními maticemi, {T(g)}g∈G reprezentace grupy G na F1, potom 
{ϕT(g)}g∈G je reprezentace grupy G na F1, a to je reprezentace ekvivalentní 
k reprezentaci {T(g)}g∈G. 
 Podprostory F1, F2, F3 jsou ortogonální k podprostoru F0, neboť 
konvoluce tenzoru, jehož matice má nulovou stopu, s tenzorem δij je vždy 
nulová. Dimenze podprostoru F0 je n3 – 3n. Platí:  
 Teorém 2. Prostor tenzorů 3. řádu lze psát ve tvaru ortogonálního součtu 
invariantních podprostorů F0, F1, F2 a F3, tedy 

 

F = F0⊗F1⊗F2⊗F3, 
 

kde F1, F2 a F3 jsou ireducibilní podprostory. Zbývá rozložit F0 na 
ireducibilní složky. 
 

  2. Každému invariantnímu podprostoru lze přiřadit ortoprojektor P, 
zobrazující tento podprostor na týž podprostor. P zachovává invariantnost 
prvků podprostoru, tedy platí P2a = P(Pa) = Pb = b, nebo-li P2 = P, kde a je 
prvek z tohoto podprostoru a b = Pa. Z invariance podprostoru vyplývá 
možnost záměny (permutace) P se všemi T1

(3), tj. PT1
(3)(g) = T1

(3)(g)P. Stačí 
přesvědčit se o platnosti tohoto vztahu pro tenzory podprostoru a jeho 
ortogonálního doplňku. Obráceně, každý symetrický operátor s vlastností 
P2 = P a permutující se všemi T1

(3)(g), určuje invariantní podprostor těch 
tenzorů a, pro něž Pa = a. Jestliže invariantní podprostor je ortogonálním 
součtem dvou druhých podprostorů, pro příslušné projektory lze psát P = 
= P1 + P2, P1P2 = P2P1 = 0. Vyslovme: 
 

 Lemma. Libovolný lineární operátor permutující v podprostoru F0 se 
všemi ortogonálními transformacemi T1

(3)(g) je lineární kombinací jedno-
dušších operátorů splňující předchozí vztahy. Tato vlastnost implikuje 
symetričnost operátorů vzhledem k definovanému skalárnímu součinu. 
 Důkaz tohoto lemmatu se opírá o teorii ortogonálních invariantů. Orto-
gonálním (polynomickým) invariantem nazýváme polynom tvořený sou-
řadnicemi systému vektorů f, g, h, který je invariantní vzhledem k záměně 
souřadnic těchto vektorů souřadnicemi vektorů Af, Ag, Ah, kde je A 
libovolná ortogonální matice. Také lze říci, že ortogonální invarianty jsou 
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výrazy, jejichž hodnota se nemění při jakékoliv transformaci jedné 
kartézské soustavy souřadnic v jinou soustavu souřadnic. 
 

Poznámka 2: nezapomínejme, že při obecné ortogonální transformaci                         se 
souřadnice nechovají jako složky vektoru a tedy složkami vektoru nejsou. Jde-li však 
o transformaci, při níž počátky obou kartézských soustav splývají, pak z transformačního 
vzorce                 je vidět, že se souřadnice transformují stejným způsobem jako složky 
vektoru. Proto se v tomto a jenom v tomto případě chovají kartézské souřadnice jako složky 
vektoru. 

i ij jx a x′ =

i ij j ix a x c′ ′= +

 

 Základní teorém teorie ortogonálních invariantů vyslovíme ve znění: 
 Teorém 3. Libovolný polynomický invariant vektorů f, g, h lze zapsat ve 
tvaru polynomu z dvojic skalárních součinů těchto vektorů. Skalární 
součiny tedy tvoří bázi systému invariantů. Také lze říci, že libovolný 
tenzor konstantní ve všech souřadnicových systémech je lineární kombinací 
tenzorů δ ij. 
 Abychom tento teorém dokázali, nechť je pijkl takový tenzor. Výsledkem 
operace pijklfigjhkrl je skalár. Protože tenzor p se nemění při transformaci, je 
invariantem. To značí, že jej můžeme zapsat ve tvaru součtu členů 
c(fihi)(giri). Protože vektory f, g, h, r  jsou libovolné, značí to, že pijkl je 
součtem členů tvaru cδ ikδ jl... 
 Vraťme se k důkazu dříve vysloveného lemmatu. Budiž nyní T lineární 
transformace záměnná se všemi T1

(3)(g). Pro její matici (tijk,αβγ) dostáváme  
 

, ,ijk r s l i j k mr ns pl rslt a a a a a a a a a tαβγ α β γ α β γ αβγ= , 
nebo  

, ,ijk mnp i j k mr ns pl rslt a a a a a a tα β γ αβγ= . 
 

Je tedy zřejmé, že tijk,mnp je tenzor, který lze zapsat jako součet členů tvaru 
cδikδjmδnp. Protože uvažujeme toliko tenzory, jejichž složky tvoří matice 
s nulovým součtem jejich prvků na hlavní diagnále, pak v případě kdy se 
v cδikδjmδnpδ vyskytuje δ s indexy z jedné skupiny, např. δnp, působením 
takové matice na tenzor dostáváme nulový prvek. V úvahu tedy nadále 
připadají jen sčítanci typu cδinδjmδkp atp. Působení matice na tenzor nás při-
vádí k permutaci jeho indexů: f´ijk = δinδjmδkpfmnp = fjik. Symetričnost tako-
vého operátoru je evidentní, neboť (Tf, g) = fjikgijk = fijkgjik = (f, Tg). 
Tím je lemma dokázáno. 
 

  3. Než pokročíme dále, zastavme se u grupy, pro niž používáme název 
permutace. Nechť A  je množina a S   množina všech bijektivních zobrazení 
množiny A  do sebe. Jsou-li ϕ a ψ dva prvky z S, definujeme ϕ.ψ jako 
zobrazení množiny A  do sebe dané vzorcem [ϕ.ψ](a) = ϕ [ψ  (a)] pro každé 
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a∈A. Zobrazení ϕ.ψ nazýváme složení ϕ po ψ. Toto zobrazení je opět 
bijekce A  na A  a (S, .) tvoří grupu. Označme prvky množiny A   jako 
1, 2, …, n. Je-li ϕ ∈ S   a klademe-li ai = ϕ (i) pro i ∈ {1, 2, …, n}, 
popisujeme ϕ schématem 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

naaa
n

...,,,

...,,2,1

21

ϕ . 

 

Položme A  = {1, 2, 3} a uvažujme 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3́´,2´,1
3,2,1

ϕ . 

 

Mezi prvky 1´, 2´, 3´se vyskytuje každý z prvků 1, 2, 3 právě jednou; 1´, 2´, 
3´ je jisté pořadí čísel 1, 2, 3. Připomeňme si zde pravidlo o násobení 
permutací: Je-li 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2,3,1
3,2,1

ϕ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1,3,2
3,2,1

ψ , 
 

platí 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3,1,2
3,2,1

.ψϕ . 

 

Tohoto pravidla použijeme později. Každé permutaci ϕ odpovídá lineární 
operátor v prostoru tenzorů F  (nebo F0 ), který označíme ϕ . Zápis f´ = ϕ f 
značí, že každá složka tenzoru f´ je rovna některé složce tenzoru f se 
stejnými indexy, avšak v pořadí daném permutací. Jmenovitě 

1 2 3 1 2 3i i i i i if f ′ ′ ′′ = . 
aaaaaaaaaaaa 

Například pro                            123 = f231, f´312 = f123 atd. Pro operaci 
aaaaaaaaaaa 

máme f´
1, 2, 3
2, 3, 1

ϕ
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕϕ →  platí 1 2 1 2ϕ ϕ ϕ ϕ=  a je tedy ϕ reprezentací grupy S3 lineárními 
operátory v prostoru tenzorů. 
 
 Zaměřme dále pozornost na formální lineární kombinaci 
 

   ( )a a
ϕ

ϕ ϕ= ∑ .  (2.6) 

 

Kombinace (2.6) lze člen po členu sčítat a násobit reálným číslem, tj. tyto 
kombinace tvoří vektorový prostor s bází, kterou jsou prvky grupy, tedy 
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3! = 6ti dimenzionální prostor. Také je lze násobit jako polynomy podle 
zákonů násobení prvků grupy: 
 

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))ab a b a b a b
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕϕ ϕ−= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑
� � �

� � � � � � ϕ . 

 
Tehdy o tomto vektorovém prostoru mluvíme jako o algebře, o grupové 
algebře A. Algebra je dána lineárními operátory v prostoru tenzorů 

 

   ( ) ( )a a a a
ϕ ϕ

ϕ ϕ= → =∑ ∑ ϕ ϕ . (2.7) 

 
Zápis (2.7) je lineární zobrazení, při němž součtu, násobení číslem a součinu 
dvou prvků grupové algebry odpovídá součet, násobení reálným číslem a 
součin dvou operátorů. Při n ≥ 3 nenulové lineární kombinaci (2.6) odpo-
vídá nenulový operátor. Postačí ověřit působení tohoto operátoru na tenzor 
jen s jednou nenulovou složkou, např. f123. Každý člen v součtu je tenzorem 
                         s jednou složkou různou od nuly a všechny tyto složky jsou 
aaaaaaaaaaa 
od sebe různé, takže součet nemůže být roven nule. 
 Podle námi vysloveného lemmatu s přihlédnutím k výkladu o grupové 
algebře A, projektorem P invariantního (vzhledem ke všem transformacím 
T1

(3)(g)) podprostoru F0 může být jedině operátor                         repre-
aaaaaaaaaaaaa 

zentace grupové algebry A. Ze vztahu P2 = P a odtud vyplývající rovnosti 
a2 = a dostáváme, že a je idempotentem (prvkem rovným své druhé 
mocnině). Idempotenty zde nadále budeme označovat písmenem e s růz-
nými indexy. Jmenovitě, jednotkovým prvek grupy rovněž je idempo-
tentem. 
 Budiž ∑ i

i
e = rozklad jednotkového prvku e grupy v řadu, přičemž 

    ,         . de tedy o ortogonální systém idempotentů. Tehdy 
těmto idempotentům odpovídající operátory     v prostoru tenzorů F0 jsou 
projektory na mezi sebou ortogonálními podprostory     . Jestliže 
aabbbbbaaaaa 

e

   J

     

          ,           
 

   

libovolný idempotent ei je dále již nerozložitelný na ortogonální idempo-
tenty, podprostor    F0 je ireducibilním podprostorem vzhledem k tenzoro-
vé reprezentaci ortogonální grupy. 

 

 Vše tedy nasvědčuje tomu, že je třeba zaměřit pozornost na strukturu 
grupové algebry A grupy S3. Tato grupa má dva generátory 

( )a a f
ϕ

ϕ ϕ= ∑

( )a a
ϕ

ϕ ϕ= ∑

2
i i= i je ee e 0= i j≠

ie
0i

i
∑e F

ie
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1, 2, 3
2, 3, 1

σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, . 
1, 2, 3
1, 3, 2

τ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Poznámka 3: nechť G je grupa a {Gi, i ∈ I} neprázdný systém podgrup v G. Potom  

je podgrupa v G. Je-li G grupa a M ⊂ G, potom existuje nejmenší podgrupa M* v G 
obsahující M. O množině M* říkáme, že je generována množinou M a množina M je 
množina generátorů. Existuje vzájemný vztah mezi generující množinou M a generovanou 
podgrupou M* v grupě G. 

i
i I

G
∈
∩

 

 Při známé soustavě generátorů grupy S3 všechny její prvky mají tvar e, σ, 
σ 2, τ, στ, σ 2τ a platí στ = τσ  2, σ  2τ = τσ, σ 3 = τ 2 = e. Podotkněme, že pro 
počítání s mocninami platí v grupách táž pravidla jako pro počítání s mocni-
nami v číselných množinách (např. σ.σ = σ 1+1 = σ 2). 
 Prvky e, σ, σ 2, τ, στ, σ 2τ  tvoří bázi algebry A, kterou je 6ti dimenzi-
onální vektorový prostor. Jestliže všechny prvky algebry A vynásobíme 
zprava libovolným prvkem, získáme lineární podprostor tohoto 6ti dimen-
zionálního prostoru. Pokud totiž aei = bej, pak po vynásobení zprava 
prvkem ei dostaneme aei = 0. A tak, jestliže ei udává součet ortogonálních 
idempotentů i  a i , rozkládá se Aei na direktní součet Ae′ e′′ ie′ a A  a di-
menze prostoru Aei je rovna součtu dimenzí A

ie′′
ie′  a A ie′′ . 

 Nechť pro prvky algebry A platí 
 

2 2
1

2 2
2

2 2
3

2 2
4

1 ( )
6
1 ( )
6
1 (2 2 )
6
1 (2 2 ).
6

e e

e e

e e

e e

σ σ τ στ σ τ

σ σ τ στ σ τ

,

,

,σ σ τ στ σ τ

σ σ τ στ σ τ

= + + + + +

= + + − − −

= − − + − −

= − − − + +

 

 

Je zřejmé, že  ej = 0 pro i ≠ j. e e               a  eii= ∑ 2
i ie e            ,=

 

 Naším úkolem nyní je dokázat nerozložitelnost těchto idempotentů, tj. 
prvků e1, e2, e3, e4. Uvážíme-li zápisy σ e1 a τ e1, ihned vidíme, že Ae1 je 
jednodimenzionální prostor. Totéž lze říci o Ae2. Odtud dostáváme, že e1 
a e2 nelze rozložit. Další idempotenty, pro něž Aei je jednodimenzionální 
podprostor, neexistují. Přihlédneme-li k tomu, že součet dimenzí podpro-
storů Ae1 až Ae4 je roven 6, podprostory Ae3 a Ae4 právě jsou dvoj-

i
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dimenzionální. Idempotent e4 nelze rozložit, neboť v opačném případě Ae3 
bychom mohli rozložit na jednodimenzionální podprostory A a A , 
avšak takové podprostory neexistují. To platí i pro idempotent e4. Pro 
aaaaaaaaaa 

3e′ 3e′′

 

 Zabývejme se otázkou: Co jsou podprostory    F0 až     F0? Odpoví-
dáme: Operátor       je symetrizačním operátorem,     alternujícím operáto-
rem, tj.    F0 jsou symetrické tenzory a     F0 antisymetrické tenzory 
s nulovou stopou. Dále    F0, a to jsou právě tenzory systémů hydro-
dynamického typu. Vyplývá tak z toho, že (ověřujeme vlastnosti (2.2) 
a (2.3)) 
 

2 2
3 0 0

2 2 2 2
0

1( ) ( )(2 2 )
6

1 (2 2 2 2 ) 0.
6

e e e e

e e

τ τ σ σ τ στ σ τ

σ σ τ στ σ τ τ σ τ στ σ σ

− = − − − + − −

= − − + − − − + + − + + =

F F

F
 

 

Podobně je tomu i v druhém případě, kde  
 
2

3 0( )e eσ σ 0− + =F . 
 

Také          je prostor tenzorů splňujících (2.3), avšak místo (2.2) nastoupí 
antisymetrie v posledních indexech:         ové tenzory označí-
me jako tenzory systémů kvazihydrodynamického typu. 

               a tak

vi

=

=hledaný rozklad tedy máme e e
4

1
i

i
∑ .

1e 4e
1e 2e

2e1e
3e

4 0e F

 Úhrnem tedy můžeme říci, že prostor tenzorů s nulovými stopami 
můžeme vyjádřit ve tvaru ortogonálního součtu čtyř invariantních ireduci-
bilních podprostorů: podprostoru symetrických tenzorů, podprostoru antisy-
metrických tenzorů, podprostoru tenzorů systémů hydrodynamického typu 
a podprostoru tenzorů kvazihydrodynamického typu. Tím pokládáme teo-
rém 1 za dokázaný. 
 
 
2.2 Ekvivalence tripletu (nejjednoduššího netriviálního 

 systému hydrodynamického typu) a Eulerových 
 diferenciálních rovnic rotace 

 
Podle odstavce 2.1 je fázovým prostorem systémů hydrodynamického typu 
lineární vektorový n-dimenzionální prostor. Protože počet N nezávislých 
složek dynamického tenzoru       je roven     díme, že N                     , 

0 0e( )τ+ =F

i
jkΓ 2( 4) 3n= −N n
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nabývá kladných hodnot od n = 3 a tomu odpovídá N = 5. A tak v obecném 
případě pohybové rovnice tripletu v jistém ortogonálním systému souřadnic 
závisí na pěti parametrech a platí [5,6] 

 

    (2.8) 

2 2
1 0 2 3 2 3 1 2 1 2

2 2
2 0 3 1 3 1 2 3 2 1

2 2
3 0 1 2 1 2 3 1 3 2

( )

( )

( )

v p v v l v v mv v nv v

v q v v m v v nv v lv v

v r v v n v v lv v mv v

= + − + −

= + − + −

= + − + −

�
�
�

,

,

,

2

 
kde p0+q0+r0 = 0 a ostatní koeficienty jsou libovolné. 
 Rovnice (2.8) jsou ekvivalentní Eulerovým diferenciálním rovnicím 
rotace tuhého tělesa, které v energetické reprezentaci (2E = gikuiuk) mají tvar 

 

    (2.9) 1 2 3 2 3 1 3 1, ,u pu u u qu u u ru u= = =� � �
 

a přitom p+q+r = 0. 
 Abychom toto tvrzení dokázali, uvědomme si, že tenzor Γijk je v libo-
volném souřadnicovém systému určen 5ti nezávislými parametry a při 
ortogonální transformaci souřadnic jsou hodnoty parametrů lineárními 
funkcemi parametrů původních. Takovou vlastnost mají symetrické tenzory 
2. řádu Ajk s maticí A, jejíž stopa SpA je nulová. Jestliže se nám podaří 
invariantně stanovit vzájemně jednoznačný vztah mezi složkami tenzoru Γijk 
a symetrickými maticemi A s SpA = 0, pak touto cestou získáme Γijk v jistém 
kovariantním tvaru. Hledaný izomorfismus dostaneme užitím Levi-Civitova 
tenzoru εijl, což je tenzor 3. řádu antisymetrický ve všech indexech, přičemž 
jeho nenulové složky nabývají hodnot ±1. Hodnotu +1 připisujeme té 
složce, jejíž indexy (navzájem různé) jsou sudou permutací čísel 1, 2, 3. 
Platí 

 

   jlkijlikA Γε= . (2.10) 
 

 Po dosazení složek tenzoru Γijk daných koeficienty v (2.9) do (2.10), 
dojdeme k matici 

 

0 0

0 0

0 0

3 3
3 3
3 3

q r n m
n r p l
m l p

−
= −

−
A

q
. 

 
Provedeme-li transformaci převádějící A na diagonální tvar 
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11

22

33

0 0
0 0
0 0

A
A

A

′
′ ′=

′
A  

 

a přihlédneme-li k tomu, že nové koeficienty p, q, r rovněž splňují vztah 
p + q + r = 0, máme 

 

33 22

11 33

22 11

1 ( )
3
1 ( )
3
1 ( )
3

,

,

p A A

q A A

r A A

′ ′= −

′ ′= −

′ ′= −

 

 

a ostatní parametry jsou nulové. V nových proměnných u1, u2, u3 pohybové 
rovnice mají tvar (2.9) a tvrzení je dokázáno. 
 
 
2.3 Strukturální vlastnosti kvadraticky nelineárních 

 systémů. Afinní invarianty a kriterium existence 
 kvadratického integrálu v systémech 2. řádu 

 
Nejprve definujme pojem ekvivalence dvou takových systémů, na níž zalo-
žíme pojem struktury kvadraticky nelineárních systémů. Dva systémy 
tohoto typu nazvěme ekvivalentní, jestliže lze pomocí inverzní lineární 
transformace docílit číselné rovnosti složek tenzoru       v pohybových rov-
nicích těchto systémů. O ekvivalentních systémech pak říkáme, že mají 
stejnou strukturu. Příklady strukturálních vlastností, na jejichž základech 
jsme zavedli systémy hydrodynamického typu, jsou regularita a existence 
kvadratického integrálu pohybu. Rovněž počet nezávislých lineárních 
integrálů systému je strukturální vlastnost. Pokud lineární integrály pohybu 
neexistují, hovoříme o nedegenerovaném systému. Příkladem jednonásobně 
degenerovaného systému je symetrický setrvačník, pro jehož momenty 
setrvačnosti tělesa vzhledem k osám voleným tak, aby splynuly s hlavními 
osami setrvačnosti, platí J1 = J2 = J. Eulerovy rovnice nabývají tvaru 

i
jkΓ

 

1 3 2 3

2 3 1

3 3

( )
( )

0;

J J J
J J J
J

3

,
,

ω ω ω
ω ω ω
ω

= −

= − −
=
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ω = (ω1, ω2, ω3) je vektor úhlové rychlosti rotace v soustavě souřadnic 
pevně s tělesem spojené. Protože v tomto případě existuje integrál momentu 
hybnosti, je ω3 = konst a pohybové rovnice setrvačníku jsou fakticky 
lineární. 
 Přirozeně vzniká otázka o kriteriích existence kvadratických integrálů 
pohybu. Jsou-li nám známy toliko pohybové rovnice systému   = 
                        a chtěli bychom nalézt kvadratickou formu                            , 
která by byla integrálem pohybu            , pak z pohybové rovnice pro 
neznámé koeficienty aik dostáváme systém lineárních homogenních rovnic 

ix�
(1/ 2) i j k

jkΓ x x= (1/2) i k
ikS a x= x

)( 0S ≡�

 

   0m m m
im jk jm ki km ija a aΓ Γ Γ+ + =

k

. (2.11) 
 

Je to systém N = n(n+1)(n+2)/3! rovnic pro M = n(n+1)/2 neznámých. Pro 
n ≥ 2 je počet rovnic vždy větší než počet neznámých (např. pro n = 4 je 
N = 20 a M = 10) a podmínka kompatibility klade podstatná ohraničení na 
koeficienty interakce         . Připomeňme si, že kompatibilním rozumíme 
systém rovnic, pro který existují hodnoty neznámých, jež vyhovují daným 
rovnicím. Geometricky kompatibilita systému rovnic značí existenci společ-
ných bodů variet určených rovnicemi. 

i
jkΓ

 Systém                              připouští existenci pozitivně definitního inte-
grálu pohybu toliko tehdy, je-li (2.11) kompatibilním systémem a mezi 
možnými řešeními systému budou taková, pro něž forma S  bude pozitivně 
definitní. Avšak tento přístup k problému existence kvadratického integrálu 
pohybu prakticky nelze použít již pro n = 3. 

(1/ 2) i j k
i jkx x xΓ=�

 Pro jednodušší kvadraticky nelineární systémy 2. a 3. řádu máme 
možnost dospět k jednoduchému kriteriu postupem opírajícím se o afinní 
invarianty systémů diferenciálních rovnic. Takový postup je příhodný, 
neboť při něm nalezené integrály pohybu jsou bezprostředně spojeny 
s pohybovými rovnicemi [5]. 
 

Poznámka 4: nechť A je lineární zobrazení v lineárním prostoru R. Přiřaďme každé bázi 
matici  zobrazení A v této bázi, tj. položme ( )k

ia k
i iAe a e= . Tenzor 2. řádu jednou 

kovariantní a jednou kontravariantní nazvěme afinorem. Speciálně identickému zobrazení 
odpovídá v každé bázi jednotková matice, tj. soustava čísel       a tedy je       nejjednodušší 
afinor 2. řádu jednou kovariantní a jednou kontravariantní. Takový tenzor má složky, které 
jsou v každé soustavě souřadnic stejné. 

k
ia

k
iδ k

iδ

 

 V našem případě s přihlédnutím k pohybovým rovnicím je afinor Γ (x) 
v libovolném souřadnicovém systému dán maticí 

 

( )
i

i i
j jj

x m
m x

x
Γ Γ∂

= =
∂

x �
. 
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Pomocí afinoru Γ (x) máme možnost zapsat rovnice perturbovaného systé-
mu (perturbační rovnice) v blízkém okolí trajektorie xi(t). Položíme-li 
xi = xi(t)+yi, kde xi(t) vyhovuje výchozím pohybovým rovnicím a zaned-
báme-li kvadratické členy, dostáváme                     . Odtud nahlédneme, že 
vlastní hodnoty afinoru (operátoru) Γ (x) jsou jistými skalárními funkcemi 
vektoru x a mají rozměr t–1. Vlastnost symetrie tenzoru       v indexech j, k 
lze vyjádřit vztahem                             , podle něhož lineární pole afinorů 
Γ(x) ve fázovém prostoru je vzájemně jednoznačně spojeno s pohybovými 
rovnicemi systému. Místo vlastních čísel matice           (afinoru Γ ) lze 
uvažovat vztahy 

( )Γ=y x y�

( ) ( )Γ Γ
i
jkΓ

=x y y x

( )i
jΓ

 

( ) Sp (σ Γ− = )x x 2
2 Sp ( )χ χ Γ= = x, , , …, 3

3 Sp ( )χ Γ= x
 

které jsou homogenními polynomy (formami) různého řádu stavového 
vektoru x s rozměrem frekvence různého stupně a určují symetrické tenzory 
příslušného řádu. Mezi těmito formami funkcionálně nezávislými může být 
nejvýše n forem, neboť χn+1, χn+2, …, lze vyjádřit pomocí χ1, χ2, …, χn. 
Podotkněme, že pro regulární systémy SpΓ(x) = –σ ≡ 0. 
 

 Přejděme nyní již ke kvadratickým nelineárním systémům pro n = 2 
a ukažme, že integrál pohybu E = (1/2)gikxixk lze zapsat ve tvaru E = 
                           . E má rozměr energie a proto J má rozměr momentu 
setrvačnosti. S výhodou zde použijeme kanonického souřadnicového systé-
mu s jednou souřadnicí σ a druhou souřadnicí ξ zvolenou tak, aby součet 
čtverců σ2+ξ2 se až na konstantu shodoval s energií, tedy aby tento součet 
byl integrálem pohybu. Volba takového souřadnicového systému je vždy 
možná. Pro pohybové rovnice poté máme 

2( / 2)( )J σ σ= + �

 

2 2
111 112 123

1 1
2 2

ξ Γ ξ Γ ξσ Γ σ= + +� , 
 

2 2
211 212 222

1 1
2 2

σ Γ ξ Γ ξσ Γ σ= + +� . 
 

Koeficienty Γijk splňují vztahy 
 

2 2d ( )
d t

ξ σ 0+ ≡ , 
 

ξ σ σ
ξ σ

∂ ∂
+ ≡ −

∂ ∂

� �
. 
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Odtud dostáváme 
0222212122111 ==== ΓΓΓΓ , 

1112 −=Γ , 1)21( 212 =Γ . 
 

V kanonickém souřadnicovém systému bude dξ/dt = –ξσ, dσ/dt = ξ2 a inte-
grál pohybu E = (1/2)(σ2 + ξ2) může být zapsán v afinně invariantním tvaru 

2(1/ 2)( )E σ σ= �+ . Veličiny σ a σ� bezprostředně nalezneme z pohybových 
rovnic. Každý jiný kvadratický integrál se může lišit od E toliko konstant-
ním faktorem. 
 Odtud dospíváme ke kriteriu existence pozitivně definitního integrálu 
pohybu kvadraticky nelineárního systému diferenciálních rovnic. Nejprve 
z pohybových rovnic stanovíme σ, poté časovou derivaci    a sestavíme 
formu                               . Jestliže po dosazení do pohybových rovnic 
zjistíme, že            a je-li přitom E pozitivně definitní kvadratickou formou, 
bude E integrálem pohybu. Může nastat případ, kdy           a tehdy systém 
nemá kvadratické integrály. Také se můžeme setkat s případem, kdy E je 
integrálem pohybu, avšak zápis pro E není pozitivně kvadratickou formou. 

σ�
2(1/ 2)( )E σ σ= + �

0E ≡�
0E ≡�

 

 Uveďme si zde příklady systémů diferenciálních rovnic, v nichž se s po-
psanými situacemi můžeme setkat. Nejprve uvažme systém pohybových 
rovnic ve tvaru 

2 26 7 2x x xy y= − − −� , 
2 210 11 3y x xy= + +� y

(sč
1

0

. 
 

Pro veličinu   ítáme podle i) dostáváme σ = 
  2x + 7y – 11x – 6y = x + y. S přihlédnutím k pohy-
bovým rovnicím dále máme 

                                        
                                   

Sp ( ) /i iu u= − = ∂ ∂x �
( / / )

σ Γ
x x y y− ∂ ∂ + ∂ ∂ =� �=

 
2 2 24 4 (2 )x y x xy y x yσ = + = + + = + >� � � . 

 

Kvadratická forma 
 

2 2 2 21 1 1( ) (( ) (2 ) ) (5 6 2 )
2 2 2

E x y x y x xyσ σ= + = + + + = + + >� 2 0y  
 

je tedy pozitivně definitní a platí 
 

2 2 2 2(5 3 )( 6 7 2 ) (3 2 )(10 11 3 ) 0 .

E EE x y
x y
x y x xy y x y x xy y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
= + − − − + + + + ≡

� � �
 

 

Proto je E je kvadratickým integrálem pohybu. 
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 Naproti tomu, jak se snadno přesvědčíme, systém 
 
2 23x x y= − −� , 
 

2 24y x xy y= + −�  
 

nemá integrál pohybu;                                                    , avšak                           
 uvažovaný systém

   
= 2(–x3 + x2y + xy2 – y3

 
) ≡ 0. Třebaže další námi  

x xy=� , 
 

2y x=�  
 

á integrál pohybu (E = (1/2)(y2 – x2),m 0E ≡� , kvadratická forma E tohoto 

.4 Algebraické integrály regulárních systémů 3. řádu 

ěnujme i nadále pozornost systémům hydrodynamického typu. Víme, že 

   ,
; 0.

x qx x
x rx x p q r

systému není pozitivně definitní. Tehdy existují integrální křivky, které 
v konečném čase expandují do nekonečna. 
 
 
2
 
V
v energetické reprezentaci je systém kvadraticky nelineárních rovnic (2.9) 
ekvivalentní Eulerovým diferenciálním rovnicím rotace 

 

,x px x1 2 3

2 3 1

3 1 2

=

=

= + + =

�
�

 (2.12) 

 

ť pr > 0, pq < 0 a rq < 0. Tehdy módy x1 a x3 jsou stabilní a mód x2 

�

Nech
nestabilní. Pro afinor systému (2.12) dostáváme 

 

3 2

3 1

2 1

0 px
( ) 0

0

i i
j

j

px
x qx qx
x

rx rx
Γ ∂

= =
∂

x
�

. 

 

 (2.12) je regulární (SpΓ = 0) a pro charakteristickou funkci 

21 (2.13)

edegenerovaný systém, kvadratická forma ro
vaná a tvoří ji dva záporné a jeden kladný člen. Má tedy signaturu (– - +). 

2 2 2(1/2)( ) 4( ) 0E xσ σ= + = + >� 2 2(d/d )( )t x y+ =y

Systém
(kvadratickou formu) χ podle zápisu χ = χ2 = SpΓ 2(x) máme 

 

   )(222 222 xBpqxrpxqrx ≡++=χ .  3
 

Jde-li o n vněž je nedegenero-
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Pro jednonásobně degenerovaný systém (symetrický setrvačník) kvadratická 
forma má jeden sčítanec se záporným znaménkem. Dvojnásobně dege-
nerovaný triplet odpovídá triviálnímu systému se všemi nulovými 
koeficienty. Pokud kvadratická forma jistého systému 3. řádu má signaturu 
lišící se od (– - +), znamená to, že systém není systémem hydrodyna-
mického typu, neboť takový systém nemá pozitivně definitní integrál 
pohybu. Při „správné“ signatuře pokračujeme v analýze a s přihlédnutím 
k pohybovým rovnicím systému stanovíme veličiny dχ/dt, d2χ/dt2 a d3χ/dt3, 
které jsou formami 3., 4. a 5. řádu. Označme je písmeny C, D a E. 
 Pro výchozí formu                                                         odtud dostáváme 

 

2 2 2
1 2 3( ) 2 2 2B qrx rpx pqxχ≡ = + +x

   )(12d
321 xCxxpqrx ≡=

td
χ , (2.14) 

   

 

)())()()((12
d
d 2

21
2

13
2

322

2

xDxxrxxqxxppqr
t

≡++=
χ , (2.15) 

   

 

)()(48
d
d 2

3
2
2

2
13213

3

xEpqxrpxqrxxxpqrx
t

≡++=
χ . (2.16) 

ím (2.16) s (2.14) a (2.13) dospíváme k důležité afin
ínce 

 

Porovnán ně invariantní 
podm

 

   )()(2)( xxx CBE ≡ , (2.17) 
 

platící pro  typu 3. řádu. Tuto podmín-
 2. a 3. řádu, nazvěme 

 libovolný systém hydrodynamického
řující formu 5. řádu pomocí součinu foremku, vyjad

podmínkou reducibility. Jde o nutnou podmínku existence kvadratického 
integrálu pohybu regulárního systému 3. řádu. Obecně však (2.17) není 
podmínkou postačující. Jak ukážeme později, stane se jí až po splnění 
jistých doplňujících požadavků. V každém případě ohled na afinně inva-
riantní vztah (2.17) nás pro kvadratickou formu přivádí k diferenciální 
rovnici 3. řádu, ekvivalentní systému 3 rovnic prvého řádu popisující triplet 
v kanonické reprezentaci. 
 Vraťme se k zápisu (2.16). Odtud máme 
 

   
3

3

d d2
d dt t

χ χχ= . (2.18) 

2χ/dt2 – χ2 = –W = konst, kde forma
 pohybu. Po vynásobení (2.18) funkcí dχ/dt bude 

 

 

Je tedy d  4. řádu W ≡ B2 – D je integrá-
lem
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2

31 d 1 kon
2 d 3

W
t
χ χ χ Φ⎛ ⎞ + − = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
st  (2.19) 

 

. řádu 

 (2.19) 
 

. řádu a forma 6
 
a forma 6
 

BDCBBBWC −+≡−+≡ 2332

2
1

3
2

3
1

2
1Φ  

 
je druhým integrálem pohybu. 
 Diferenciální rovnice (2.19) pro kvadratickou formu χ obsahuje dva 

u) a tato rovnice je parametry B a W (konstantní podél trajektorie systém
spojována se jménem Weierstrassovým. Po transformaci                                
tuto rovnici dostáváme ve standardním tvaru 
 

   

1 3 1 3= =6 , 6tχ β η

2
3

2 3
d 4
d

gβ β β
η

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,g−  (2.20) 

 

g3 jsou tzv. invarianty Weierstrassovy fukde g2 a nkce ℘, která je řešením 
(2.20); g2 = 2(6)1/3W, g3 = –2Φ. 
 V následujícím odstavci ukážeme, že podmínky existence pozitivně 
definitního integrálu pohybu 4.řádu W a 6. řádu pro systémy hydrody-
namického typu edou na nerovnv ost 
 

   3 24 9 0.W Φ− >   (2.21) 
 

K zápisu (2.21) poznamenejme, že nerovnost W > 0 dostáváme z definice 
dC/dt a vedle toho je W integrálem pohybu. Proto po vystřed

2

vnic tripletu 

u obracíme pozor-
toliko koeficienty 

W = B2 – ování 
podle trajektorie máme 0 < W = <B >. 
 
 

.5 Integrace pohybových ro2
 
Při obecné teoretické analýze pohybových rovnic triplet
ost na jisté „kanonické“ integrály, v nichž vystupují n

výchozích rovnic. Půjde o tři závislé integrály pohybu  
 

2 22 2 2 2
3 32 1 1 2

1 2 3, , ,x xx x x xS S S
q r r p r

≡ − ≡ − ≡ −  
q

spojené vztahem S1 + S2 + S3 = 0, či s nimi ekvivalentní integrály 
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1 3 2 2 1 3 3 2, ,S S S S S S1ε ε ε≡ − ≡ − ≡ − . 
 

ěž lze psát Rovn
 

2 2 2 22 2 2 222 2x x x x 2
3 3 31 2 1 1 2

1 2 3

1 2 3 2 3 1 3 1 2

, , ,

3 , 3 , 3 .

3x x x x x
p q r q p r p q

S S S

ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

= − − = − − = − −

− = − = − =
 

Také můžeme uvažovat kanonické integrály jako invarianty  
 

r

 

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 3 3
4 4 4, , ;
3 3 3

e pqr e pqr e pqrε

1 2 3 0.e e e

ε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

 Analytický výraz pro charakteristickou funkci B(x), danou vztahem 
(2.13) získáme, přihlédneme-li k řešení systému (2.12) vyjádřenému pomocí 
eliptických Jacobiho funkcí. Jestliže časový počátek zvolíme v oka
kdy x3 = 0, dostáváme 

   

+ + =
 

mžiku, 

 

1 1

2 2

dn ,
cn ,
sn ;

x A t
x A t
x A t3 3

2 2 2

1 2 1 2

3 1 3 2
1 21 3 1 3

1 2

2 3
3 1 3

2 2 3

1 3

1 2
1 3 1 3

cn 1 sn , dn 1 sn ;

1 1, ,
6 6

1 ,
6

,

6 0,550 ,

k

e e e eA A
qr pr

e eA
pq

e ek
e e

e e e e

γ
γ
γ

τ τ τ τ

γ −

=
=
=

= − = −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

=
−

= − −�

 (2.22) 

 
kde jsou dn u, cn u a sn u deltaamplituda u, kosinusamplituda u a sinus-
amplituda u. 
 Jestliže nyní přihlédneme k (2.13) a (2.22), a rovněž uvážíme vztah mezi 
Weierstrassovou funkcí  a eliptickými Jacobiho funkcemi, píšeme ℘
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( ) { } ( ) { }
( ) { }

3 1 1 3 3 2 1 3

2
2 3 1 3

dn cn
3

sn

e e u e e e e u e e

e e u e e

2 21

.

( )u ω′℘ + =
⎡= − − + − − +⎣

+ − −

 

⎤
⎦

 

Poté máme 
   1 3 1 3( ) 6 (6 ) 1,817 (0,55 ).B t ω ω− ′ ′= ℘ + ℘ +x �  (2.23) 
 

 Základními periodami Weierstrassovy funkce  jsou 2ω a ω′2 , tj. ℘
℘(u) = ℘ )2,2;( ωω ′ , a dále e1 = u ℘(ω), e2 = ℘ )( ωω ′+ , e3 = ℘ )(ω′ . 
 Protož orie eliptických 
funkcí do Pro reálná e1, e2 

e uvažujeme toliko reálné hodnoty e1, e2, e3, z te
stáváme, že druhá poloperioda je ryze imaginární. 

ea 3 taková, že e1 > e2 > e3 dostáváme 
 

   
( )( )( )1 1 31 2 3

2 ,
e e ee e e

ω
τ τ τ

= =
−− − −∫  (2.24) d 2 )τ∞ (K k

   
( )( )( )

3 d2 i
e

11 2 3

2i ( ) ,
š

K k
e ee e eτ τ τ−∞

τω
′

′ = ∫ =
−− − −

 (2.25) 

kde je K(k) úplný eliptický integrál 1.druhu: 
 

 

( )( )
2 1

2 2 2 2
0 0

2

d d( )
1 sin 1 1

1 ...
2 2 2.4

xK k
k x

2 2
2 41 1.2

k x

k k

π ϕ
ϕ

= =
− − −

⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫
 

 

a k´ je doplňující modul: 

π ⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

2(1 )k k′= − . 
 Výraz (2.23) můžeme získat, nepřihlédneme-li bezprostředně k řešení 
(2.22) výchozího systému (2.12) a přímo obrátíme pozornost na afinně 

řivádějící nás k algebraické diferenciální Weierstrassově 
i β. Předností tohoto postupu je, že při něm 

invariantní popis, p
rovnici (2.20) pro funkc
nepožadujeme zavedení  sjakéhokoliv ouřadnicového systému. Abychom 
dospěli k požadovanému vztahu, všimněme si, že obecné řešení Weierstras-
sovy rovnice (2.20) lze pomocí funkce ℘ zapsat ve tvaru 
 

   ( ) ( ) ,Cβ η η=℘ +  (2.26) 
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kde je C libovolná konstanta. Jestliže nyní přihlédneme ke vztahu e1 + e2 + 
+ e3 = 0 a věnujeme pozornost výrazům pro integrály pohybu e1, e2, e3, které 
aaaaaaaaaaa 

dostaneme ze zápisů W ≡ B2
 – D,                                                                        

k formulím pro ε1, ε2, ε3 a e1, e2, e

 je 

aaaaaaaaaaa 

dále pak 3, můžeme se přesvědčit, že 
invarianty e1, e2, e3 jsou kořeny kubické rovnice 
 

   ,04 3 =− gzgz  (2.27) 32 −
 

shodující se s Weierstrassovou rovnicí (2.20). Pro reálná e1, e2 a e3

diskriminant Δ této rovnice nenulový a bude  
 

3 2 3 2
2 327 12(4 9 ) 0.g g W ΦΔ = − = − >  

 

 Jiným postupem jsme tak dospěli k nerovnosti (2.21). Tehdy z vlastností 
funkce ℘ plyne, že existuje dvojice primitivních period 2ω, 2ω´ takových, 

ω je reálné číslo a ω´ číslo imaginární a tže ato čísla jsou určena integrály 
(2.24) a (2.25), v nichž e1, e2 a e3 vystupují jako funkce W a Φ z řešení 

1/3 Φkubické rovnice (2.27), kde g2 = 2(6) W, g3 = –2 . Uvážíme-li, že funkce 
β (η) je ohraničená a pro libovolné η může nabývat jen reálných hodnot, pak 
se pomo í známých vlastností funkce c ℘ se přesvědčíme, že konstanta C 
v (2.26) bude rovna ω´ a opět se dostáváme ke vztahu (2.23). Spojení W a Φ 
s e1, e2 a e3 docílíme, přihlédneme-li k výrazům pro symetrické funkce 
kořenů algebraické rovnice (2.27). Odtud máme 
 

1 3 2 2 2
1 2 3 1 2 36 ( ) 2 .W e e e e e eΦ−= + + = −  

 

,

 
 

Obr. 2.1 Průběhy závislostí χ1, χ2 a χ3 pohybových rovnic (2.12) a charakteristické formy β na 
bezrozměrném časovém parametru pro k2 = 0,4; Ω = 2,077; γ = π/2Ω = 0,756 [5]. 

 
Na obrázcích 2.1, 2.2 a 2.3 jsou v bezrozměrném tvaru vyneseny grafy 
závislostí řešení χ1, χ2, χ3 systému (2.12) i charakteristické funkce β na 
be 2 2 –8. 
Přitom a 3 je 

 
zrozměrném čase pro k  = 0,4; 0,5; 0,7; 0,99 a také pro k  = 1 – 0,74.10

je čas odečítán v jednotkách, v nichž perioda řešení χ1, χ2 χ

3
21

2 3
BC BWΦ ≡ + − 3 22 1 ,

3 2
B C BD+ −≡
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rovna 4. Povšimněme si, že pro k2 blízké 0 (prakticky pro k2 ∈ (0; 0,5) křiv-
ky mají sinusoidální charakter). Pro k2→1 extrémy křivek jsou „méně ostré“ 
a při k2 velmi blízkém 1 (obr. 2.3b, 2.3c) jeví „stupňovitý“ charakter. Tvary 
všech těchto křivek lze získat pomocí asymptotických vyjádření eliptických 
funkcí funkcemi trigonometrickými (pro malá k2) a funkcemi hyperbo-
lickými (pro k2 blížící se 1). Tomuto úkolu věnujme pozornost v násle-
dujícím odstavci. 

 

 
 

Obr. 2.2 Průběhy závislostí χ1, χ2 a χ3 pohybových rovnic (2.12) a charakteristické formy β na 
bezrozměrném časovém parametru pro k2 = 0,4; Ω = 1,854; γ = π/2Ω = 0,647 [5]. 

 

 
 

Obr. 2.3 Průběh asymptotických řešení pohybových rovnic (2.12) vyjádřených hyperbolickými 
funkcemi a charakteristické formy β na bezrozměrném časovém parametru pro k2 = 0,7 (a); 1–10–3 

(b); 1–0,7⋅10–8 (c) [5]. 
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2.6 Asymptotické tvary řešení a kvadratické formy 
 dynamického tripletu vyjádřené pomocí 
 elementárních funkcí 

 
Bez újmy obecnosti a pro jednoduchost předpokládejme, že pro koeficienty 
v (2.12) platí 
 

p = q = p0, r = –2p0. 
 

 Nejprve budeme uvažovat případ, kdy k2 << 1, e1 = 2a – δ, e2 = –a+δ, 
e3 = –a. Pomocí vztahů pro funkce A1, A2, A3 v (2.22) a výrazů (2.24) 
a (2.25) dojdeme k vyjádřením 
 

( )
2

2 4 4 6
2

i 1 3 9 16 37, 1 ln ln ,
2 4 64 4 1283

kk k k O k k
ka

Ωω Ω
′ ⎛ ⎞′ ′≡ = + + − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( )2 4 63 9, 1
2 4 643

k k O k
a

Ωω Ω π .⎧ ⎫≡ = + + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 
 

V daném případě je užitečné použít aproximace základních charakteristik 
tripletu trigonometrickými funkcemi. Po rozvoji eliptických funkcí ve Fou-
rie í 
s

rovu řadu nakonec dospíváme k následujícím vyjádřením pro řešen
ystému (2.12): 

 
2 4

62 4

6

6

sin sin 3 3 ( ) ,
2 2 8 8

sin 1 1 3 ( ) ;
8 8

k

1

2 2 4

2

( ) 1 (1 sin ) (3 sin ) ( ),
2 8
sin( ) cos 1 1

k k O k

k

χ τ γτ γτ

γτχ τ γτ

= − + + + +

⎧ ⎛ ⎞⎪= − +⎨ ⎜ ⎟

2 2 3 4

3
cos cos cos( ) 2 k kk γτ γτ γτχ τ

⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= −

2 2⎠ ⎝
 

k O k

O k

γτ γτ

γτ

⎫⎪⎛ ⎞− − + ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠

− − + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 

(2.28)    
 

   0 1 3
0

( ) 3( ) , , 1, 2,3,i
i

x ax i
x
τχ τ ≡ ≡ =  (2.29) 

06 2 p

   

 

,
6
3

31 ta
≡τ  (2.30) 

   

 

.
2Ω
πγ =  (2.31) 
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 Aproximaci pro charakteristickou formu (2.22) dostanem  pomocí zná-
mého vztahu mezi Weierstrassovou funkcí 

e
℘ a eliptickými Jacobiho 

mi, tj. funkce
 

2
3 2 3 1 3( ) ( )sn ( ).u e e e u e eω′℘ + = + − −  

 

Platí 
 

2 2
2 2 2 4

6

cos cos (3cos 2 8)( ) 1 3 sin 1 1 1
2 32

( )

k k

O k

γτ γτ γτβ τ γτ
⎧⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪= − + − − + + +⎨⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎪⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩

⎫
+ ⎬

⎭

 

;

k

    (2.32) 
 

6
0

0

( )( ) , 6 .B B a
B
τβ τ ≡ ≡    (2.33) 

.1. Porovnání asymptotických vztahů (2.28) a (2.32) (sloupc
 pro k2 = 0,4 [5]. 

 

χ1 χ2 -χ3 -β 

 

Tabulka 2 e 1) se vztahy (2.34) 
(sloupce 2)

ξ 1 2 1 2 k 1 2 1 2 
0 0, 0,000 0,000 1,000 1,000 860 0,860 0,544 0,544 

0,1 0,855 0,855 0,536 0,535 0,134 0,138 0,973 0,971 
0,2 0, 0,263 0,269 0,895 0,889 841 0,839 0,511 0,510 
0,3 0, 0,382 0,383 0,779 0,774 820 0,816 0,472 0,472 
0,4 0,793 0,788 0,422 0,420 0,487 0,489 0,640 0,632 
0,5 0,765 0,757 0,362 0,359 0,576 0,578 0,496 0,486 
0,6 0,738 0,727 0,295 0,292 0,647 0,650 0,361 0,351 
0,7 0,714 0702 0,224 0,220 0,701 0,705 0,246 0,237 
0,8 0,695 0,683 0,151 0,150 0,739 0,740 0,160 0,157 
0,9 0,684 0,670 0,076 0,075 0,762 0,753 0,106 0,104 
1,0 0,680 0,667 0,000 0,000 0,769 0,770 0,088 0,088 

 

V tabulce 2.1 jsou uvedeny výsledky porovnání výpočtů provedených podle 
(2.28), (2.32) a pomocí formulí 
 

   
( )

2
( ) 4
1

2
( ) 4
2

31 dn
2 8

31 cn(
2 8

m

m

k k K k

kk k K

χ ξ

χ

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ,

, ),kξ
 (2.34) 
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2
( ) 4
3

   ( ) 2 2 4 21 3 (1 )sn ( , ),m k k k K kβ ξ
2

0

32 1 sn(
2 8

d/ , ,
si

m kk k K

K k K
π

χ

ϕξ τ Ω

, ),kξ

2k 2n
( )

1 ϕ

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

≡ ≡ =
−

∫
 
v ž ty ký kc  vy  z t  p  0,4
 V n ál orn íp dy /2 – e /2, . 
P ol  pe ω stá   
 

= − + − +  (2.34) 

 nich  hodno  eliptic ch fun í byly brány abulek ři k2 = . 
ě ujme d e poz ost př adu, k  k2 = 1 , e1 = 3 = 3a e2 = 0

ro p oviční riody a ω′ do váme
1 2) 1 2

a a
ω

− −

′ =

 

k
 

(2K (2K ), ω i ,  
3 3

=

de 
2

1 2
1 2(2 ) 1,8541.

4
K

π
= �  

 

pro x , x , x  a β v bezrozm

( (1 4Γ ))

1 2 3 ěrném tvaru nabývají formy 
 

−

 Výrazy 

1

2

3

2 2
2

1( ) dn , ,
2

1 1( ) cn , ,
2 2

1( ) sn , ,
2

3 1( ) 3 ( ) cn , .
2 2

χ τ τ

χ τ τ

χ τ τ

β τ χ τ τ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛= − = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

⎞

 (2.35) 

 
Při stanovení Jacobiho eliptických funkcí v (2.35) bylo přihlédnuto k vyjá-
ření eliptických funkcí pomocí funkcí theta. Výsledkem je zápis  d

 

{ }
{

1 4 2 2 3 3 4
1

1 4

( ) 2 1 4 cos 2 8 cos 2 8 cos 2 ( ) ,h h h O hχ τ γτ γτ γτ−= + + + +

}

2 2 2
2

3 2 4

( ) 2 cos 1 2 cos 2 1 4cos (1 4sin )

2 cos 2 (1 4sin ) ( ) ,

h h h

h O h

χ τ γτ γτ γτ γτ

γτ γτ

⎡ ⎤= + + + − +⎣ ⎦

+ − +
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{
}

[ ]{
}

5 4 1 4 2 2 2
3

3 2 4

1 2 2 2

3 2 4

( ) 6 co 1 4 cos 2 2 2cos 2 (1 3cos 2h h hβ τ γτ γτ γτ

( ) 2 sin 1 2 cos 2 1 4sin (1 4cos )

2 cos 2 (1 4cos ) ( ) ,

s ) 1

8 cos 2 (4cos cos 2 1) ( ) ,

h h h

h O h

h O h

τ γτ γτ γτ γτ

γτ γτ

γτ

γτ γτ γτ

⎡ ⎤= − + + + − +χ ⎣ ⎦

+ − +

− +

+ − +

 
= − + + +

1 20,04321, 0,847.
2 (2 )

h e
K

γ−π
−

π
= = = �  

 

 Nakonec uvažme případ s hodnotami 1/2 < k2 ≤ 1, e1 = a+δ, e2 = a, e3 = -
áme 2a-δ, δ > 0. Tehdy m

2
2 4 4

2

1 3 39 16 ( ) 11, 1 ( ) ( ) ln ( ) (( ) ),
2 4 64 ( ) 4 1283

kk k k O k
ka

Ωω Ω
′⎡ ⎤′ ′ ′ ′≡ = − − − + +⎢ ⎥ ′⎣ ⎦

 

6

2 4i 3 39, 1 ( ) ( ) ((
2 4 643

k k O k
a

Ωω Ω
′ π 6) ) .⎡ ⎤′ ′ ′ ′≡ = − − + ′⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Zde jako vhodná se ukazuje aproximace hyperbolickými funkcem

2
i. Pozna-

enejme, že tento případ lze převést na případ s k  << 1, e1 = 2a – δ, e2 = 
= –a + δ, e3 = –a, který jsme vyšetřovali jako prvý, použijeme-li vztahy 
 

m

1 sn(i , ) 1 dn(i , )sn( , ) , cn( , ) , dn( , ) ,
i cn(i , ) cn(i , ) cn(i , )

u k u ku k u k u k
u k u k u k

′ ′
= = =

′ ′ ′
 
neboť pro doplňkový modul platí 

 

1k ′� . Touto cestou lze pro malé hodnoty 
argumentu τ získat přibližně výrazy 
 

2 4
2 2 6

1

2 4
2 2

2

4
2 2 6

3

6

1 ( ) 3( )( ) 1 (ch 3) (7ch 25) (( ) ) ,
ch 4 64

1 1 ( ) ( )( ) 1 1 sh (75 19ch ) (( ) ) ,
ch 2 4 64

3 ( )( ) 2 th 1 ( ) (75 2ch ) (( ) ) ,

( ) (3 th

k k O k

k k O k

kk O k

χ τ γτ γτ
γτ

χ τ γτ γτ
γτ

χ τ γτ γτ

β τ

′ ′⎧ ⎫
′= + + + + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
′ ′⎧ ⎫⎛ ⎞ ′= + − + − +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
′⎧ ⎫

′ ′= − + + − +

= 2

4 64⎨ ⎬
⎩ ⎭

2
2 2 4 693 2ch2) 1 ( ) th 2 3( ) (( ) ),

2 32
k k O kγτγτ γτ

⎡ ⎤−⎤3⎡ ′ ′ ′− + + − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

(2.36)

    209 



   
2 4 61 ( ) ( ) (( ) )

4 64
k k O kγ

;
2

3 75

Ωτ ≤

′ ′ ′= + + +
 

a χ1, χ2, χ3 a β mají týž smysl jako v (2.28) a (2.32). 

 (2.36) 

V důsledku exponenciálního nárůstu hyperbolických funkcí, k němuž 
dochází při rozvoji podle mocnin parametru         , získané vztahy lze použít 
toliko pro dostatečně malé hodnoty argumentu τ, určené podmínkou 

ům

 

τ << Ω / 2. Abychom dospěli k zápis  platným v nějakém okolí 
τ Ω ε− < , uvážíme formule 

 

cn snsn( ) , cn( ) , dn( )
dn dn dn

u uK u K u k K u
u u

′
′± = ± = ± =∓  k

u
 

a tak dospějeme k následujícím aproximacím: 
 

2 2 2
2

1

6

2 2 2
2

2

6

2
2

3

sh sh (4sh 21) ( )( ) ch 1 1 ( ) 3
4 32

( ) ,

ch ch (4ch 27) ( )( ) sh 1 1 ( ) 3
4 32

4

4

2

( )( ) 2 1 (1 sh ) sh

kk k

O k

kk k

O

k

γτ γτ γτχ Ω τ γτ

γτ γτ γτχ Ω τ γτ

χ Ω τ γτ

⎧ ′⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪′ ′+ = + − + + +⎨ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎪ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩

⎫′+ ⎬
⎭

⎧ ′⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪′ ′+ = + − + +⎨ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎪ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎩

⎫
+

′
+ = − + − +

2
+

( ) ,k ′ ⎬
⎭

2

4
2 2 ( )(sh 4) 7

8

2

kγτ γτ
′⎧

⎡ ⎤− + +⎨ ⎣ ⎦

    (2.37) 

Zápisy (2.37) platí v jistých okolích bodů 2Ω, 3Ω a 4Ω, s přihlédnutím ke 
vztahům 

2( )k ′

⎩

6

2 2 2 2 4 6

( ) ,

3( ) 1 3( ) sh sh (sh 3)( ) 0(( ) ), / 2.

O k

k k kβ Ω τ γτ γτ γτ τ Ω

⎫′+ ⎬
⎭

′ ′ ′+ = − + − + ≤
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1 1 1 1( 2 ) ( ), ( 3 ) ( 1 1

2 2 2 1 2

3 3 3 3 3

2

3

), ( 4 ) ( ),
( 2 ) ( ), ( 3 ) ( ), ( 4 ) ( ),
( 2 ) ( ), ( 3 ) ( ), ( 4 ) ( ),
( 2 ) ( ), ( 3 ) ( ), ( 4 ) ( ).

χ τ Ω χ τ χ τ Ω χ τ Ω χ τ Ω χ τ
χ τ Ω χ τ χ τ Ω χ τ Ω χ τ Ω χ τ
χ τ Ω χ τ χ τ Ω χ τ Ω χ τ Ω χ τ
β τ Ω β τ β τ Ω β τ Ω β τ Ω β τ

+ =
+ = − + = − + + =
+ = − + = − + + =
+ = + = + + =

 

 

 V tabulkách 2.2 a 2.3 jsou pro porovnání uvedeny výsledky výpočtů 
platících pro aproximační a přesné vztahy 
 

  

+ = + = +

( ) 2 4
1

2
( ) 4
2

2
( ) 4
3

( ) 2 4 2 4 2

31 ( ) ( ) dn( , ),
2

( ) 71 ( ) cn( , ),
2 8

( ) 72 1 ( ) sn( , ),
2 8

32 1 ( ) 3( ) 3 1 ( ) 2( ) sn ( , )
2

m

m

m

m

k k K k

k k K k

k k K k

k k k k K

χ ξ

χ ξ

χ ξ

β ξ

⎡ ⎤′ ′= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
′⎡ ⎤

′= + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

′⎡ ⎤
′= − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − + + + + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

k

 (2.37a) 

 

pro k2 = 0,7 a 0,8 [5]. 

.2. Porovnání asymptotických v  (2.36) a (2.37) (sloupce 1) se

χ1 χ2 –χ3 –β 

 
abulka 2 ztahů  vztahy T

(2.37a) (sloupce 2) pro k2 = 0,7 [5]. 
 

ξk 
1 2 1 2 1 2 1 2 

0 1,44 1,44 1,23 1,23 0,00 0,00 3,44 3,44 
0,1 1,42 1,41 1,20 1,20 0,36 0,36 3,27 3,25 
0,2 1,37 1,35 1,14 1,13 0,69 0,69 2,80 2,73 
0,3 1,29 1,27 1,04 1,02 0,98 0,97 2,04 2,05 
0,4 1,18 1,165 0,91 0,89 1,22 1,21 1,26 1,28 
0,5 1,05 1,06 0,76 0,73 1,40 1,40 0,48 0,56 
0,6 0,97 0,97 0,59 0,58 1,55 1,53 –0,12 –0,03 
0,7 0,89 0,89 0,46 0,43 1,64 1,63 –0,55 –0,46 
0,8 0,83 0,83 0,28 0,28 1,69 1,69 –0,82 –0,76 
0,9 0,80 0,80 0,14 0,14 1,72 1,72 –0,95 –0,94 
1,0 0,79 0,79 0,00 0,00 1,74 1,74 –1,00 –1,00 
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Tabulka 2.3. Porovnání asymptotických vztahů (2.36) a (2.37) (sloupce 1) se vztahy 
(2.37a) (sloupce 2) pro k2 = 0,8 [5]. 
 

χ1 χ2 –χ3 –β ξk 1 2 1 2 1 2 1 2 
0 1,26 1,26 1,14 1,14 0,00 0,00 2,84 2,84 

0,1 2,64 1,23 1,23 1,11 1,10 0,36 0,36 2,65 
0,2 1,67 1,67 1,04 1,03 0,68 0,68 2,16 2,15 
0,3 1,07 1,06 0,92 0,91 0,95 0,96 1,47 1,46 
0,4 0,96 0,95 0,78 0,78 1,18 1,17 0,80 0,79 
0,5 0,85 0,84 0,64 0,63 1,34 1,33 –0,19 –0,18 
0,6 0,75 0,75 0,51 0,49 1,44 1,44 –0,28 –0,27 
0,7 0,67 0,67 0,37 0,36 1,53 1,52 –0,63 –0,62 
0,8 0,61 0,61 0,24 0,23 1,57 1,57 –0,85 –0,84 
0,9 0,58 0,58 0,12 0,12 1,60 1,60 –0,97 –0,96 
1,0 0,56 0,56 0,00 0,00 1,61 1,61 –1,00 –1,00 

 
 
2.7 K statistickému popisu systémů drodynamického 

 typ
 
S tic pop ím čet vlastnost to s ů založe-
n na tno  Fri ellerových rovnic pro statistické 
m nt udo  pol on e náln odelu, který je ko-
n dim ion rox í ro hyd nam jsou  mo y 
d sym kým zor nýc ů: 
 

i ku u> =< > =< >
 

atd. Při známé hu  pra do i f v ujíc uvi  ro
 

 hy
u 

tatis kým isem zde rozum e vý í těch ystém
ých  vlas stech edmannových-K
ome y pro vého e. V k ečnědim nzio ím m

ečně enz á plní a imac vnic rody iky,  tyto ment
ány etric i ten y růz h řád

, ,i =< ij i j ijk i ju B u u B u u , 

stotě vděpo bnost yhov í Lio lleově vnici 

1 0
2

i j k
jki

f u u f
t u

Γ∂ ∂ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
 

 

je střední hodnota <ψ> stavové funkce ψ definována vztahem <ψ> = 

e 
 

,

d .

               

i i i

j j

j k i i k k

f u

u f u

u u u u u

< >=

>

∫

#

 

                             , kde du = du1 du2… dun je element n-dimenzionálního fá-
zového prostoru systému. Pro složky vektoru charakterizujícího dynamický 

( ) ( ) dfψ= ∫ u u u

stav systému poté dostávám

d ,

d diu

d dju

iu u< i ju= ∫ ijB=

iu u< j ku f ijB=

u u

>= ∫
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Systém Friedmannových-Kellerových rovnic v kone im áln -
x i je n ečn zav  sy ch enc h 
ro c tv
 

čněd enzion í apro
imac poté ekon ý neu řený stém obyčejný  difer iálníc
vni aru 

1 ,
2
1 1 ,
2 2
1 1 1 ,

ij i jlm j ilm

ijk i jklm j kilm k ijlm
lm lm kmB B B B

Γ

Γ Γ Γ= + +�

tých momentů“ 
j

i i lm
lmBu =�

lm lmB B BΓ Γ= +�
 

2 2 2
       #

 

Tento systém je v podstatě ekvivalentní jedné parciální diferenciální rovnici, 
rovnici Liouvilleově*). K jeho uzavření pro momenty prvých tří řádů před-
ložil Millionščik [7, 8], tzv. „hypotézu čtvr
 

,ijkl ij kl ik jl il kB B B B B B B= + +  
 

za předpokladu, že <ui> = 0. Její aplikace na systémy hydrodynamického 
typu při požadavku, aby druhé časové derivace momentů druhého řádu byly 
nulové (slabá stacionarita) nás přivádí k jistému kvadratickému integrálu 

ělení 

: σ = (β/2)gikuiuk.

teploty. Úhrnem můžeme říci, že netriviální 
řešení systému Friedmannových-Kellerových rovnic v konečnědimen-
zionální aproximaci existuje právě tehdy, když kromě integrálu energie 
známe další kvadratický integrál pohybu. 
 

Poznámka 5: o systému Friedmannových-Kellerových rovnic a jeho uzavírání v obecných 
topologických prostorech bude více řečeno v oddílu 13.2. Předesíláme, že při studiu 
pohybu spojitých prostředí v některých případech je třeba přihlédnout k obecnějším 

ru není definována normou, ale souborem seminorem. Tak je tomu např. 
gického vektorového prostoru všech polí rychlosti u(x) splňujících pod-

aaaaaaaaaaa 
                                                

pohybu, pomocí kterého lze dostat Gaussovo stacionární rozd
f = Cexp(–σ(u)), kde je C konstanta a σ(u) kvadratická forma úměrná ener-
gii   Jestliže systém kromě energie nemá žádné další 
kvadratické integrály, dospíváme k Boltzmannovu rozdělení, v němž para-
metr β je analogií reciproké 

topologickým vektorovým prostorům. Zejména to platí pro prostředí vyplňující nekonečný 
prostor, jestliže předpokládáme, že konečnou veličinou je toliko energie prostředí v ohra-
ničené oblasti D a přitom celková energie je nekonečně velká. Obecně vzato, topologie 
fázového prosto

řípadě topolov p

 
*) V průběhu sedmdesátých let byly činěny více méně ojedinělé pokusy použít Liouvilleovu rovnici pro 

prognostické cíle. I když samotné prognostické rovnice jsou ryze dynamické, získané aproximací rovnic 
termohydrodynamiky, na úlohy spojené s prognózou bylo nahlíženo jako na statistické díky neúplné počáteční 
informaci (neúplnost měření, turbulence atp.). Dnes tuto ideu vesměs opouštíme. 
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mínku                            pro                     . V hydrodynamice vesměs pracujeme s nekone-
aaaaaaaaaaaa 
čnědimenzionálními Banachovými prostory. Důležité jsou zejména Banachovy prostory se 
spočetnou bází a to prostor Lm(Dp)q, m≥1 s normou  
 

1

1/

1
( ) d

p

m
q m

j
j D

u
−=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫U x  x

 
(pro m = 2 jde o Hilbertův prostor; lze položit Dp = Rp) a prostor [C(I p )]q, kde I p je 
uzavřený interval –∞ < aj ≤ xj ≤ bj < ∞, j = 1, 2, …, p, s normou 
 

1
sup sup ( )

p
j

j q x I
u

≤ ≤ ∈
U x  

 

a přitom každá funkce uj(x) je spojitá na I p. 
 

námka 6: zmínka o Ba hových prostorech přivádí zvídavého čtenáře k otázce týkající 

erý se výrazně podílí na procesu modelování dynamiky 
ního působ v h

ckých procesů, modely pohybů 
opírajících se o trojmodální aproximaci ve velké míře vedou k závěrům 

u

Poz nac
se problému samotné báze. Tento problém předložil již Banach v práci z roku 1932. 
Posloupnost prvků Banachova prostoru je Schauderova báze prostoru, pokud každý vektor 
má jednoznačně vyjádření ve tvaru nekonečné lineární kombinace členů posloupnosti. Ze 
spočetnosti zabudované do definice slova „posloupnost“ vyplývá, že pokud Banachův 
prostor bázi má, pak je separabilní, tj. obsahuje hustou spočetnou množinu. Problém báze 
spočívá v obrácení: má každý separabilní prostor bázi? Halmos ve studii [9] tento problém 
komentuje slovy: Každý prostor, který se kdy v analýze vynořil, bázi měl, a přesto důkaz, 
že tomu tak musí být, stále unikal. Problém báze byl vyřešen v roce 1973 Emflosem. 
Ukázalo se, že řešení je negativní – existuje separabilní Banachův prostor, který nemá 
„aproximační vlastnost“. Poznamenejme, že je-li Banachův prostor „rozumný“, pak každé 
jeho kompaktní zobrazení do sebe je limitou konečnědimenzionálních operátorů a říkáme, 
že prostor má aproximační vlastnost. 
 
 
2.8 Komplexifikace systémů hydrodynamického typu. 

 Komplexní triplet v geofyzikální hydrodynamice 
 
Dosavad jsme věnovali pozornost systémům hydrodynamického typu toliko 
v reálném oboru. Proveďme nyní jejich komplexifikaci a zaměřme se na 
komplexní triplet, kt
rezonanč ení v o ýc  procesů. Svědčí o tom rozsáhlá literatura, ln
velkou měrou se týkající samotné geofyzikální hydrodynamiky [5, 6]. Na-
vzdory složitosti v ní studovaných dynami

srovnatelným s pozorovanými jevy. 
 Nechť S2m je jistý kvadratický nelineární dynamický systém, jehož řád 
dává sudé číslo 2m. Řekněme, že systém S2m připouští komplexní rozšíření, 

2( ) d
D

< ∞∫ u x x sup
D

< ∞x



jestliže při rozkladu systému 2m fázových proměnných na dvojice (x1, y1), 
(x2, y2), …, (xm, ym) (v jistém souřadnicovém systému) a zavedení komplex-
ního stavového vektoru zk = xk + iyk, k = 1, 2, m, pohybové rovnice 

ohou být zapsány ve tvaru 
…, 

m
 

   .i j k
k jkz z zΓ=�  (2.38) 

 

Zároveň předpokládáme, že existuje kvadratický integrál pohybu – pozi-
ě definitní hermitovská forma tivn

 

, .iE z g z= =k
ik ik kig g  

 

Tehdy koeficienty v (2.38) (obecně komplexní) vyhovují známým vztahům 
 

.0=++ kijjkiijk ΓΓΓ  
 

 Při komplexifikaci systémů hydrodynamického typu je přirozené omezit 
se na unitární zobrazení, ponechávající beze změny tvar formy zg z , která 
v normálním souřadnicovém systému je součtem čtverců modulů komplex-
ních souřadnic. Může se stát, že při volbě souřadnicového systému koefi-
cienty       budou vyjádřeny reálnými nebo ryze imaginárními čísly. V těchto 
případech je přirozené zaměřit pozornost toliko na podgrupu unitárních 
zobrazení zachovávajících tuto vlastnost koeficient Takovou grupu 

azvěme fundamentální grupou výchozího dynamického systému. 
Ukáže-li se, že parametry systému v jisté reprezentaci budou reálné, pak, 

-
. 

zi m 

ů     . 

i
jkΓ

i
jΓ k

n
 
vyjdeme-li v počátečním časovém okamžiku z reálných souřadnic, pohybo
vé rovnice zaručují, že reálné hodnoty budou existovat pro libovolná t > 0

akže podmínka Im zi = 0 vede na jistý invariantní podprostor o dimenT
a v něm na určitý podsystém o dimenzi m. S ohledem na tento podsystém 
budeme výchozí systém nazývat komplexifikovaný. Smysl výše vyslove-
ného tvrzení blíže objasníme na jednoduchém netriviálním systému S2 ve 
tvaru 
 

   2
1 2 1 2 1, .x kx x x kxμ = − =� �  (2.39) 

 

Systém (2.39) má integrál pohybu 
 

E μ 2 2
1 2 .x x+  =

 

Položme z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Pak bude 
 

   2
1 2 1 2 1, .z kz z z kzμ = − =� �  (2.40) 

 

Parametr k nyní považujeme za komplexní, zatímco μ je reálné. 
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 Se systémem (2.40) je komplexně sdružený systém rovnic 
 

2
1 2 1 2   1

 

,z z z kz= − =� �  (2.41) 

entální formou) 

z kμ

s integrálem pohybu (fundam
 

1 1 2 2E z z z zμ= + . 
 

 Uvažme transformaci proměnných 
 

1 1 1 2 2 2exp(i ) , exp(i )z z z zθ θ′ ′= =  
 

s reálnými fázemi θ1 a θ2. Tato transformace zachovává tvar výchozího 
u (2.41) a přitom k′ = kexp(i(2θ1 + θ2)). Jestliže k´ = |k|exp(–iϕ) 

ř

omplexní 

systém
a když například θ1 = ϕ / 3, θ2 = – 2ϕ / 3, lze docílit reálné hodnoty k′. Je 
tedy fundamentální grupou systému soubor takových transformací, p i nichž 
fáze vyhovují podmínce 2θ1 + θ2 = 0. Pokud k bylo reálné, tato podmínka 
tuto vlastnost zachovává (bez újmy obecnosti lze položit k = 1). 
 Soubor zobrazení ponechávajících beze změny tvar rovnic, budeme 
nazývat grupou automorfismů systému. V našem případě je to 1-parame-
tric-ká grupa automorfismů, kde parametrem je fázový úhel jedné ze složek 
θ2 = θ, θ1 = –θ2/2. Na rozdíl od reálného systému připouští k
systém existenci kubického integrálu pohybu. Přesvědčíme se o tom tak, že 
prvou rovnici v (2.41) vynásobíme 2z1z2 a druhou 2

1zμ . Po sečtení takto 
získaných rovnic dostaneme reálnou veličinu 
 

42 2 2
1 2 1 2 1

d ( ) 2  
d

z z z z z
t

μ μ= − +  
 

a tak máme 

yyxH +−=  

ice tvar 

2

2 1 1

,
,

2 ;

).Im( 2
2
1 zzH =  

 

V explicitním tvaru bude 
 

.2)( 2112
2
1

2
1 xyx

 

Ve složkách x1, y1 a x2, y2 mají pohybové rovn
 

   1 1 2 2 1
2 2

1 1 2 1x x x y yμ =
y

2 1 1 ,

x y x y

y x y
x x y

μ
− +

= +

= −

�
�

�

(2.42) 
= −�
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1 1 1 1 2 2 2 2/ 0.y∂ =  / / /x x y y x x y∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂� � � �

me přepsat systém (2.42) do 
iltonovského tvaru. Nejprve spočítáme derivace ∂H/∂ x , ∂H/∂ y , 

∂H/∂x , ∂H/∂y  a poté položíme x  = p , y  = q1 2 = q2,  y2 = p2,                       
            V nových proměnných má funk-

H tvar 
 

 

 

Při vhodné volbě parametru (μ = 1/2) může
ham  

, x
1 1

 2  2 1 1 1
                                                            
ce 

211
2
1

2
12 2)( qqpqppH +−=  

 

a transformace z1 = p1+iq1, z2 = q2+ip2 nás přivede k systému, v němž H je 
Hamiltonovou funkcí. 
 Proveďme komplexifikaci samotného tripletu 
 

1 2 3 2 3 1 3 1 2, , ,
0,

u pu u u qu u u ru u
p q r

= = =
+ + =

� � �
 

 

v němž položíme 1 ,p r= − =  1q = . Tehdy dostaneme  
 

   1 2 3 2 3 1 3 1 2, , .z z z z z z z z z= − = = −� � �  (2.43) 
 

Systém (2.43) má dva nezávislé integrály pohybu: 
 

.

),2)(2/1( 22
2

2
1 zzE ++=

2
3

2
1

3

zzS

z

−=
 

 

Rovnice (2.43) jsou invariantní vůči transformaci 

3z
 

1 1 1 2 2 2 3 3exp(i ) , exp(i ) , exp(i ) ,z z z z zϕ ϕ ϕ′ ′ ′= = =  
 

ϕ ϕ ϕ ři t = 0 je z1 = ⏐z1⏐ = ρ1
(0) a z3 = ρ3

(0), pak 

Im( ) sin konst;H z z z ρ ρ ρ ϕ= =  (2.44) 

pokud 1+ 2+ 3 = 0. Jestliže p
z2 = ρ2

(0)exp(iϕ) a funkce  
 

   (0) (0) (0)
1 2 3 1 2 3 =

 

H integrálem pohybu. Derivace je 2 2
1 2 3 2 3 3 1 1 2

2z z z z+ −  je 
reálná veličina. 

jdeme z funkce H ve tvaru (2.44), m
 rovnice (2.43) v hamiltonovském tva

z2 = q2 + ip2, z3 = p3 + iq3, takže  
                                        Analogicky dostaneme zbývající dvě rovnice. 

1 1/ ,q H p= ∂ ∂�
2 2/ .q∂2 1 1 2/ , / ,q H p p H q p H= ∂ ∂ = −∂ ∂ = −∂� � �

(d/d ) ( )t z z z z z= −

 Jestliže vy ůžeme uvést výchozí 
pohybové ru. Stačí položit z1 = p1 + iq1, 

2 3 2 3 2 3i( ) .q q p p z z+ + = −
1 1 1 2 3 2 3/ i( / ) ( )z H q H p p q q p= −∂ ∂ + ∂ ∂ = − +�
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 Nyní položme u = z1exp(iω1t), v = z3exp(iω3t), w = z2exp(iω2t), kde ω1 
a ω3 jsou libovolná, ω2 = ω1+ω3 (všechny frekvence jsou kladné veličiny) 
a komplexní amplitudy vyhovují rovnicím (2.48). Tehdy u, v, w splňují 
rovnice harmonických oscilací s doplňujícími členy zahrnujícím

 

i nelineární 
interakce (v kvadratické aproximaci): 

1 3i , i , 2 .u u pvw v ruw w quviω ω ω= + = + = +� � �  

 na periodu T2 = 2π /ω2) předávají veškerou energii 

V geofyzikální hydrodynamice se setkáváme s komplexním tripletem při 
studiu rezonanční interakce Rossbyho vln-inerciálně-gyroskopických osci-
lací v atmosféře rotujících planet [6]. Objevují se jako šení rovnice dvoj-

enzionálního pohybu nestlačitelné tekutiny na ploše kulové, rotující 
í ω. Pomo  prou  popsat vztahy  

n nm nA m t Y n

 

Pokud je pr > 0, pak kmity s největší frekvencí ω3 v průběhu dostatečně 
dlouhé doby (s ohledem
kmitům s menšími frekvencemi. 
 

ře
dim
s úhlovou rychlost cí dové funkce ψ je lze
 

   1),nexp(i ) ( , ), 2 / (ψ σ ϑ λ σ ω= = +  (2.45) 
 

   1 ( ,Δ ) 2 0.
sin ( , )t

ψ ψ ψ ψω∂Δ ∂ ∂
+ +

ϑ ϑ λ λ
=

∂ ∂ ∂
 (2.46) 

 

Zde je Δ Laplaceův operátor na ploše kulové a Ynm kulové funkce n-tého 
ádu. Přitom (2.45) jako vlastní funkce Laplaceova operátoru jsou řešením 

Řešení analogická (2.45) existují i v dalších případech dvojdimen-
zionálního rotačního pohybu tekutiny za podmínky, že Coriolisů  parametr f 

ly 

 kartézském souřadnicovém systému lze zapsat 

 
ř
jak linearizované, tak i původní rovnice (2.46). 
 

v
(dvojnásobek projekce úhlové rychlosti do normá k povrchu tekutiny) je 
funkcí vzdálenosti y od osy rotace. Pokud bude β = df/dy = konst ≠ 0, 
rovnice Rossbyho vln v 
takto: 
 

   2( )
t

( , ) 0;
( , )x y x

ψ ψ ψα ψ−Δ − +
∂

 

β∂ ∂ Δ ∂
+ =

∂ ∂
 (2.47) 

1 1/ 2( ) 2gHα ω=  je Obuchovův parametr a H výška vrstvy tekutiny. 
Vlnové řešení rovnice (2.47) má tvar 
 

−

   exp(i( ))a kx ly tψ = σ+ −  (2.48) 
 

a platí disperzní vztah σ(k2+l2+1)+k = 0. Jednotky délky a času byly zvoleny 
tak, aby platilo α = β = 1. 
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 Je třeba si uvědomit, že superpozice vln (2.45) či (2.48) již nevyhovují 
výchozím nelineárním rovnicím; přítomnost nelineárních členů vede k vzá-
jemné interakci vln. Uvažme dvě vlny typu (2.48) a zapišme je ve tvaru 
ψ1 = a1 exp(i(k1x – σ1t)), ψ2 = a2 exp (i(k2x – σ2t)), k = (k, ), x = (x, y). 
Kvadratická nelinearita rovnic generuje sčítanec a1 a2 exp (k1 + k2)x –  

 

 l
 (i

– (σ1 + σ2)t), který má význam vynucené síly působící na lineární systém. 
Odezva na tuto sílu bude malá, pokud nedojde k rezonanci, tj. pokud vlnový 
vektor a frekvence vynucené síly se nebudou shodovat s vlnovým vektorem 
k a s frekvencí σ libovolné vlastní vlny – řešení lineárního systému. Odtud 
dojdeme k podmínkám rezonanční interakce tří vln: 
 

   1 2 1 2, .σ σ σ= + = +k k k  (2.49) 
 

Přitom každá dvojice (k, σ ) v zápisu (2.49) vyhovuje uvedenému disper-

e se nyní dynamice interakce tří harmonických vln
dová funkce ψ  je reálná, položme  

znímu vztahu. 
 Věnujm . Protože prou-

 
3

1
i i i i i

i

( exp(i( ) exp( i( ))),ia t a tψ σ σ= − + − −∑ k x k x  

vnicích. Přihlédneme-li zde 

=
 

kde ai jsou pozvolna se měnící amplitudy, jejichž změna je především 
podmíněna přítomností nelineárních členů v ro
toliko k rezonanční interakci, dojdeme v obecném případě k rovnicím 
 

   1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2, , ,a c a a a c a a a c a a= = =� � �  (2.50) 
 

kde c1, c2 a c3 jsou konstanty. Připustíme-li existenci pozitivně definitního 
integrálu pohybu a půjde-li přitom o kvadratický integrál pohybu ve tvaru 
                                     ,
vztahem c1 + c2 + c3 = 0

 přesvědčíme se, že konstanty ci jsou spolu spojeny 
. V některých případech amplitudy a

funkcemi času a tehdy soustava (2.50) je sh
ělesa. 

 Věnujme nadá

ru 

3a a a

i mohou být 
reálnými odná se systémem 

1 1 2 2 3 3a a a a a+ +2E a=

Eulerových rovnic rotujícího tuhého t
le pozornost interakci Rossbyho vln a pro jednoduchost se 

omezme na rovnici (2.47) pro α = β = 1. Její řešení, popisující vzájemnou 
interakci tří vln, budeme hledat ve tva
 

s ,
   

; 1,2,3.i i i i ik x l y t i
1 1 2 2 3cos cos coψ ϑ ϑ= + + ϑ

ϑ σ ϕ= + − + =
 (2.51) 

 

Pokud fáze v (2.51) vyhovují podmínce ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0, pak pro                   
              lze získat následující systém rovnic, analogický se systémem (2.50): 

2
i ikκ = =

2 2
i ik l= +
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a b a a
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κ κ κ

κ κ κ
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σ σ σ

σ

+ = −

+ = −

+ = −

+ + = + + = + + =

+ + + = = = =z k k z k k z k k

�
�
�  (2.52) 

 

kde je z jednotkový vektor ve směru vertikály. 
 
 Soustava (2.52) má dva integrály pohybu 

potenciálového víru, které v případě 
rovnice (2.47) mají tvar 
 

 

   
2 2 2 2 2 2(1 ) (1 ) (1 ) ,E a a aκ κ κ= + + + + +1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3(1 ) (1 ) (1 ) ,J a a aκ κ κ= + + + + +
 (2.53) 

 

řující zákony zachování energie a vyjad

2 2

2

( ) d d ,
2 2

( ) d d .

E x y

J x y

ψ ψ

ψ ψ

= ∇ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= Δ −

∫

∫
 

1 1⎛ ⎞

nce integrálů pohybu systémů (2.47) nám umo
ředstavy o charakteru přenosu energie mezi vlnami s vlnovými čísly κ , κ  

 

 Existe žní získat základní 
p 1 2

a κ3. Označíme-li si Δi změnu veličiny      v průběhu času počínaje časovým 
okamžikem t0 do t > t0, pak s pomocí (2.53) dospějeme ke vztahům 
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a posléze k podmínce 
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Uvažme případ, kde                       . Tehdy znaménko veličiny Δ2 je vždy opač-

án opač-
než vek 2  

určuje nejenom znaménko a1a2a3, ale též znaménko veličiny                    . 

2 2 2
1 2 3

2
1 Δ

+
=Δ

+ κκ

 

χ χ χ< <
né než znaménka Δ1 a Δ3. Odtud je vidět, že vektor toku energie do
vymezené dvěma krajními vlnovými čísly χ1 a χ3 bude vždy orientov
ně tor, směřující k vlnovému číslu χ . Směr vektoru toku energie

 oblasti 

( )2 2
2 3b χ χ−
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3 O SYMETRIZOVANÝCH NELINEÁRNÍCH 

SYSTÉMECH 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.1 Symetrizované systémy a jejich obecné vlastnosti 
 

Dříve než přikročíme k vlastnímu tématu, odvíjejícímu se od Hamiltono-
vých systémů, (viz oddíl 13.9) připomeňme si, že při daném hamiltoniánu 
H= H (qi,pi,t), kde qi a pi jsou zobecněné souřadnice a hybnosti a t je čas, 
odpovídající kanonické rovnice mají tvar                     ,                        . Tyto 
rovnice platí v okolí libovolného bodu fázového prostoru, tj. 2n-dimen-
zionálního prostoru se souřadnicemi (q1, q2, ..., qn; p1, p2, ..., pn) . Pravé 
strany kanonických Hamiltonových rovnic zadávají vektorové pole – 
v každém bodě (q, p) fázového prostoru dostáváme 2n-dimenzionální 
vektor se složkami                                 . Předpokládáme, že každé řešení 
těchto rovnic lze prodloužit na celou časovou osu („doba života“ řešení není 
konečná) a k tomu je postačující podmínkou např. to, aby množina hladin 
(energetických ploch) funkce H byla kompaktní. 
 

Poznámka 7: každá omezená množina prvků n-dimenzionálního eukleidovského prostoru 
E
n s obvyklou definicí vzdáleností dvou prvků prostoru má tu vlastnost, že lze z každé 

posloupnosti utvořené z jejích prvků vybrat podposloupnost konvergující v En. Je-li navíc 
uvažovaná množina uzavřená, takže k ní patří všechny její hromadné body, je v En 
kompaktní. 
 

 Důležitým případem zobecněných kanonických rovnic jsou tzv. symetri-
zované systémy zavedené Obuchovem [6]. Systém nazýváme symetrizo-
vaným, jestliže jeho pohybové rovnice mohou být zapsány ve tvar 

 

j jk

k k

F
x m

x

∂
=

∂∑ɺ , 

 

kde je                   čtvercová regulární matice a F charakteristická funkce 
systému. S jednoduchým příkladem symetrizovaného systému jsme se set-
kali již dříve. Byl to kanonický triplet: 

/i iq H p= ∂ ∂ɺ /i ip H q= −∂ ∂ɺ

( / , / )i iH p H q∂ ∂ −∂ ∂

( )jkm=M
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   1 2 3 2 3 1 3 1 3, , ;

0.

x px x x qx x x rx x

p q r

= = =

+ + =

ɺ ɺ ɺ
 (3.1) 

 

Jak již bylo řečeno, v obecném případě zapsané pohybové rovnice tripletu 
v jistém ortogonálním souřadnicovém systému závisející na pěti parame-
trech jsou ekvivalentní Eulerovým rovnicím rotujícího tuhého tělesa. Vý-
sledky popsané Eulerem byly získány v případě grupy SO(3), tj. grupy 
rotací trojdimenzionálního eukleidovského prostoru, tedy konfiguračního 
prostoru tuhého tělesa upevněného v bodě. Eulerovský pohyb tuhého tělesa 
je možno chápat jako pohyb po geodetice na grupě SO(3) s levoinvariantní 
Riemannovou metrikou (viz poznámky 9 a 10) a protože značná část 
Eulerovy teorie je spojena jen s touto invariancí, lze ji „převést“ na případ 
dalších grup. Pak hovoříme o Eulerových rovnicích zobecněného tuhého 
tělesa a o jeho pohybu po geodetice na konečnědimenzionální Lieově grupě. 
Jestliže přihlédneme k principu nejmenší akce, který z pozice matematicky 
je vlastně definicí dokonalé (ideální) tekutiny, můžeme říci, že proudění 
ideální tekutiny v jisté oblasti D se děje po geodetice na grupě SDiffD – 
grupě difeomorfismů oblasti D, zachovávajících element objemu. 

 Matice ( )/i jx x= ∂ ∂ɺA  systému (3.1) (matice stability) nabývá tvaru 
 

3 2

3 1

2 1

0

0

0

px px

qx qx

rx rx

=A . 

 

Symetrie druhých parciálních derivací                                            má stejný 
význam jako symetrie matice MA, kde M = m–1 je inverzní matice. 
Z rovnosti (MA)ij = (MA)ji (pro i ≠ j) dostáváme, že Mij = 0, qM22 = pM11, 
rM33 = pM11. Hledaná matice m je úměrná diagonální matici s prvky 
m11 = p, m22 = q, m33 = r. Charakteristická funkce F systému (3.1) je úměrná 
 x1x2x3. 
 Vlastnost dynamického systému „být symetrizovaný“ je strukturální 
vlastností, nezávisející na volbě lineárních souřadnic a je tedy ekvivalentní 
existenci nedegenerované reálné matice M, pro kterou je matice                     
maticí symetrickou.  
 Poznamenejme, že je to třída systémů hydrodynamického typu, v níž 
strukturálními vlastnostmi jsou kvadratická nelinearita, regularita, tj. a také 
                   existence pozitivně definitního kvadratického prvého integrálu. 
Již dříve (odst. 2.1) jsme uvedli, že regularita implikuje lineární vazby mezi 

2 2/ /
i j j i

F x x F x x∂ ∂ ∂ = ∂ ∂

( / )i jx x∂ ∂ɺM

0i ix x∂ ∂ =ɺ
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koeficienty pravých stran (2.1), které nemohou být zesíleny doplňujícími 
vztahy nezávisle na volbě lineárních souřadnic.  
 Hovoříme-li o symetrizovaných systémech, zároveň máme na mysli 
existenci symetrického (příp. antisymetrickémo) symetrizátoru a pak jde 
o tzv. Θ-systémy (příp. tzv. H-systémy); přidržujeme se zde terminologie 
zavedené v [6]. 
 Kvadraticky nelineární regulární Θ-systém s maticí symetrizátoru, kterou 
je matice inverzní k matici kvadratické formy                                               , 
nazvěme B-systémem. Příkladem takového systému je kanonický triplet 
(2.9). Dodejme, že každý B-systém v trojdimenzionálním fázovém prostoru 
je ekvivalentní buď kanonickému tripletu, nebo integrabilnímu B-systému, 
jehož všechny trajektorie se v konečném čase vzdálí (expandují) do neko-
nečna. Lze předpokládat, že v tomto případě systém z fyzikálního hlediska 
„přestane pracovat“. 
 Věnujme dále pozornost invariantní formulaci třídy symetrizovaných 
systémů. Spojujeme s ní existenci regulární bilineární formy v prostoru 
(Rn)* duálnímu k lineárnímu prostoru Rn a také jisté reálné charakteristické 
funkce F, jak o tom vypovídá následující věta: 
 Dynamický systém 

 

   ( )i ix f x=ɺ  (3.2) 
 

v oblasti U lineárního prostoru Rn nazvěme symetrizovaný, existuje-li regu-
lární bilineární forma S(ξ, η) v (Rn)* (mající konstantní reálné koeficienty) 
a reálná charakteristická funkce F takové, že hodnota libovolné lineární 
formy ξ ∈ (Rn)* na vektoru           se pro všechna a ∈ U shoduje s hodnotou 
S(ξ,∇∇∇∇a F). Zde je ∇∇∇∇a F gradient F v bodě a (lineární forma na Rn s koefi-
cienty, kterými jsou prvé parciální derivace funkce F).  
 V pevně zvoleném systému lineárních souřadnic (x1, x2, ... , xn) na nR  
bilineární forma S(ξ, ηηηη) = ∑S 

ijξi ηj a symetrizovaný systém (3.2) se syme-
trizátorem S(ξ, ηηηη) a charakteristickou funkcí  F budou mít tvar 
 

   ( / )j ij j

i ix S F xξ ξ= ∂ ∂ɺ , )./(∑∑∑∑ ∂∂∂∂∂∂∂∂==== jiji xFSxɺ  (3.3) 
 

Pokud lze systém (3.2) přepsat do (3.3) se symetrickým (antisymetrickým) 
regulárním symetrizátorem S ij = S ji, S(ξ, ηηηη) = S(ηηηη, ξ) (S(ξ, ηηηη) = –S(ηηηη, ξ), 
S 
ij
 = –S 

ji), hovoříme o Θ-systému (H-systému). Protože libovolná antisy-
metrická bilineární forma existuje v prostorech se sudou dimenzí, s H-
systémy se setkáváme jen v R2n. Je to právě systém lineárních kanonických 

(1/ 2)( / )( / )i j j iB x x x x= ∂ ∂ ∂ ∂ɺ ɺ

( )aɺxxxx
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souřadnic (qi, pi) ve fázovém prostoru R2n, v nichž daný H-systém má tvar 
Hamiltonových kanonických rovnic                        ,                           . 
 Kromě kanonického tripletu je důležitým příkladem Θ-systému model 
vzniklý superpozicí tripletu popisující kaskádní proces přenosu energie 
v turbulentním toku [5,6,7]. Píšeme 
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kde je 1 2( , ,..., )mα α α α= , 1 2 1( , ,..., )mα α α α
− −
= , 1 2( , ) ( , ,..., , )mj jα α α α= , 

να ≡ 0 pro m>N. V systému souřadnic να  rovnice (3.4) připouštějí zavedení 
diagonálního symetrizátoru 

 

( 2) /mv F v−= − ∂ ∂α α
ɺ , 

 

v němž 1 2( , ,..., )mα α α α=  a charakteristická funkce F má tvar 
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Snad se o tom přesvědčíme, neboť 
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Je proto (3.4) Θ-systémem. 
 Povšimněme si, že systém typu (3.2) s kvadratickými pravými stranami 
určuje kvadratickou formu B(x) ve tvaru 
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a to nezávisle na výběru lineárních souřadnic v Rn. Uvážíme-li soustavu 
(3.4), můžeme psát 
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 Systém (3.4) má pozitivně definitní kvadratický první integrál E(v) = 
1 2 2

02 ( ).v vα
−

= +∑  K tomu poznamenejme, že v systému souřadnic vαααα 

existuje diagonální symetrizátor systému (3.4) a ve zvolených souřadnicích 
vαααα je kvadratická forma B(v) převedena na formu diagonálního tvaru 
(matice takové formy je diagonální) v Eukleidově prostoru se skalárním 
součinem daným pozitivně definitní kvadratickou formou E. Ukazuje se, že 
takový souřadnicový systém existuje pro libovolný Θ-systém s kvadra-
tickými pravými stranami a kvadratickým prvním integrálem. 
 Z přítomnosti nedegenerované bilineární formy S(ξ, ηηηη) vyplývá, že 
existuje jediný vektor S1ξ ∈ Rn takový, že pro všechna ηηηη ∈ (Rn)* hodnota 
(ηηηη, S1ξ) lineární formy ηηηη se na vektoru S1ξ shoduje s S(ξ, ηηηη). Analogicky 
existuje jediný vektor S2ηηηη takový, že S(ξ,ηηηη) = (ξ, S2ηηηη) pro libovolné 
ξ ∈ (Rn)*. Lineární operátory Sj (j = 1,2) definují izomorfismus lineárních 
prostorů (Rn)* a Rn a proto se zde setkáváme s jednoznačným operátorem 
     , inverzním k operátoru Sj. Z bilineární formy S na (Rn)* dostaneme 
bilineární formu na Rn, neboť                                   je hodnota lineární 
formy           na vektoru y ∈ Rn. V případě Θ-symetrizátoru máme S(ξ, ηηηη) = 
= S(ηηηη, ξ), s1 = s2 = s. V systému lineárních souřadnic (x1, x2, ..., xn) na Rn 
a systému lineárních souřadnic (ξξξξ1, ξξξξ2, ..., ξξξξn) na (Rn)*, je matice formy s 
inverzní k matici S =(Sij); s = S–1. Jedná-li se o H-symetrizátor S(ξ, ηηηη) =     
= –S(ηηηη, ξ), dostáváme s1 = –s2. 
 Ve fázovém prostoru Rn Θ-systému s Θ-symetrizátorem je určena 
kvadratická forma Θ(x) = 2–1

s1(x, x) = 2–1
s2(x, x). Předpokládejme, že 

charakteristická funkce Θ-systému je homogenní funkcí stupně (m + 1). 
Tehdy máme                                                   ,                                     S(ξ, ∆xF) 
a to pro libovolné ξ ∈ (Rn)*. Protože forma S je regulární, dostáváme 
                      a tedy 
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přihlédneme-li k Eulerovu teorému o derivacích homogenních funkcí. V pří-
padě kvadraticky nelineárního Θ-systému máme 
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Při daném Θ-symetrizátoru S(ξ, ηηηη) = S(ηηηη, ξ), s maticí (Θ ij), Θij = Θ ji, 
můžeme určit diferenciální operátor nezávisle na volbě systému lineárních 
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souřadnic (x1, x2, ..., xn) a následně Laplaceův operátor 2

,

( / )ij j

i j

xΘ∆ = ∂ ∂∑ . 

Systém nazýváme regulární, zachovává-li element fázového prostoru: 
                        . Pro regulární Θ-systémy (se symetrizátorem (Θ ij)) je cha-
rakteristická funkce F harmonickou funkcí pro operátor ∆: 
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i i j
i i j

x F
F

x x x
Θ
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≡ = = ∆

∂ ∂ ∂∑ ∑
ɺ

. (3.7) 

 

Vztahy (3.5) až (3.7) byly získány Obuchovem [6]. V citované práci je 
zároveň definována bilineární operace v Θ-systému s daným Θ-symetrizá-
torem S, která je analogická Poissonově závorce hamiltonovských systémů: 

 

[ , ]( ) ( , ) ( / )j j

F F

j

K F K K x x= ∇ = ∂ ∂∑xx xɺ ɺ . 

 

Zde je       vektorové pole určené pohybovými rovnicemi systému a chara-
kteristickou funkcí F, (ξ,       ) = S(ξ,           ) pro libovolné ξ ∈ (Rn)*. Platí 
[K, F](x) = [F, K] (x) a je-li K prvním integrálem systému      , pak je F 
prvním integrálem systému       , tj. 

 

),()](,[)](,[),(0 KF FKFFKK xxxx xx
ɺɺ ∇∇∇∇============∇∇∇∇==== . 

 

Uveďme příklad disipativního systému, který bude symetrizujícím po ne-
lineární záměně proměnných. Je převzat z [6] a je spojován se jménem 
Volterrovým [10]. Lze ho napsat ve tvaru 
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1 αβε , (3.8) 

 

kde jsou Nj počty jedinců v souboru j-tého vidu, εj nenulové konstanty 
charakterizující rychlost změny Nj,       kladné konstanty a matice koefi-
cientů (αsj) je antisymetrickou regulární maticí (vektor εεεε = (ε1, ε 2, ..., εn) má 
komponenty s různými znaménky). Ačkoliv rovnice (3.8) původně doznala 
uplatnění v biologii, Volterra upozornil na její analogii s rovnicemi klasické 
mechaniky. Provedeme-li záměnu proměnných vj = ln(Nj/qj), kde je (q1, q2, 
..., qn) jediný stacionární bod systému (3.8), v němž qj ≠ 0 (všechna qj > 0), 
lze (3.8) přepsat do tvaru 
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∑∑∑∑ −−−−−−−−====
k

kkkk vvqG )1(expβ . Snadno se o tom přesvědčíme, neboť 
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Matice αααα = (αjk) je antisymetrická a regulární. Odtud vyplývá, že (3.9) je 
H-systémem s hamiltoniánem G (G(0) = 0) a číslo n je sudé. Zároveň je G 
prvním integrálem systému (3.8). Výrazy (3.8) a (3.9) mohou být zapsány 
ve tvaru Lagrangeova systému 
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s Lagrangeovou funkcí 1

,

( ) 2 ( )jk j k

j k

L v v Gα ɺv v−= −∑ , kde je (      ) matice 

inverzní k matici                     . Podle [6] je (3.8) pro n = 2 nejen H-systé-
mem, ale rovněž Θ-systémem s charakteristickou funkcí F = –ε2(expν1 –
 ν1 – 1) – ε1(expν2 – ν2 – 1) a formou Θ = v1v2.  
 Budiž v Rn zadán Θ-systém se Θ-symetrizátorem S, charaketristickou 
funkcí F a pozitivně definitním kvadratickým prvním integrálem E. Pak 
existuje systém lineárních souřadnic (x1, x2, ..., xn) v Rn takový, že kvadra-
tická forma Θ implikovaná S má diagonální tvar                                         . 
V takovém souřadnicovém systému v Rn má Θ-systém diagonální syme-
trizátor                             . Budiž                        vytvářející funkce, tedy 
vytvářející mnohočlen (a = (a1, a2,..., an) 12je soubor nezáporných celých 
čísel,                                  a ca jsou konstanty). Protože systém            
                         má první integrál                                        , bude  
 

0 ( / ) ( , )j j j j j

j j

E x x x F x cɺ ɺ
a

a

a

a Θ xΘ≡ = = ∂ ∂ =∑ ∑ ∑ , 

 

kde ( , ) j j

j

aa Θ Θ=∑ . Odtud dostáváme, že ca se mohou lišit od nuly jen pro  

a taková, že (a, Θ) = 0. 
 Vyzvedněme zde skutečnost, že lineární prostor charakteristických fun-
kcí kvadraticky nelineárního Θ-systému s daným symetrizátorem        
                          a kvadraticky pozitivním prvním integrálem E =  
                                    je generován kubickými formami                       pro 

jkα

( / )jk j kα β β

1 2 2 2
1 22 ( ... )nE x x x−= + + +

( / )j j jx F xɺ = ∂ ∂Θ F c a

ax=∑
1 2

1 2( , ,..., )naa a

nx x xax =
jxɺ =

( / )j jF x= ∂ ∂Θ
1 2 2 2

1 22 ( ... )nE x x x−= + + +

jxɺ =
( / )j jF x= ∂ ∂Θ

1 2 2 2
1 22 ( ... )nx x x−= + + + 2( , ) i jF i j x x=
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dvojice (i, j) takové, že 2Θi + Θj = 0, F(i, j, k) = xixjxk pro trojice (i, j, k) 
takové, že Θi + Θj + Θk = 0. 
 Regulární kvadraticky nelineární Θ-systém s pozitivně definitním kva-
dratickým prvním integrálem nazvěme Θ-systémem hydrodynamického 
typu. Charakteristická funkce F kvadraticky nelineárního Θ-systému         
                        s prvním integrálem má tvar 

 

   

2 0 0

( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )
i j i j k

F c i j F i j c i j k F i j k
θ θ θ θ θ+ = + + =

= +∑ ∑ . (3.10) 

 

Podmínka regularity                            klade následující omezení na koefi-
cienty výrazu (3.10): 

 

2 0

0 / 2 ( , )
i j

i i i j

i

x x c i j xΘ
+ =

≡ ∂ ∂ =∑ ∑
θ θ

ɺ . 

 

Proto pro libovolné j bude 0),( ====∑∑∑∑
i

jic . Poznamenejme, že v případě zada-

ného kvadraticky nelineárního Θ-systému                              s prvním inte-
grálem,                                          existuje systém lineárních souřadnic v Rn 
takový, že tato forma E zachovává svůj tvar, pohybové rovnice lze zapsat 
opět jako výraz pro xj a pro formu B dostáváme 

 

∑∑∑∑ ∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂∂==== −−−−

ji

jiij xxxxB
,

1 )/)(/(2 ɺɺ . 

 

 Podmínky současné redukce forem E, B, Θ na součet čtverců kladou 
silná omezení na možný tvar Θ-symetrizátoru. Více o tom v [6]. 
 Přejděme nyní k symetrizovanému H-systému s pozitivně definitním 
prvním integrálem E. Poté ve fázovém prostoru R2n H-systému existuje 
systém kanonických nelineárních souřadnic, v němž pohybové rovnice mají 
tvar systému Hamiltonových rovnic                      ,                         a první 
integrál píšeme ve tvaru 
 

   ∑∑∑∑ ++++==== −−−−

j

jjj qpE )(2 221 ω ,    0>>>>jω  . (3.11) 

 

Důkaz tohoto tvrzení je proveden v [6]. 
 Podotkněme, že soubor (ω1, ω2, …, ωn) je jednoznačně určen (s přesností 
až na permutace) H-symetrizátorem a formou E. Libovolný H-systém je 
regulární. Proto je kvadraticky nelineární H-systém s pozitivně kvadra-
tickým prvním integrálem H-systémem hydrodynamického typu. Pro libo-

jxɺ =
( / )j jF x= ∂ ∂Θ

/ 0i ix xɺ∂ ∂ =∑

( / )j j jx F xɺ = ∂ ∂Θ
1 2 2 2

1 22 ( ... )nE x x x−= + + +

/j jq F pɺ = ∂ ∂ /j jp F qɺ = −∂ ∂
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volný takový systém existuje ve fázovém prostoru R2n soubor lineárních 
souřadnic, v nichž pohybové rovnice mají tvar Hamiltonových kanonických 
rovnic, pro první integrál platí (3.11) a charakteristická kvadratická forma 

 

1

,

2 (( / )( / ) (2 / )( / )

( / )( / ))

k j j k k j j k

k j

k j j k

B p p p p p q q p

q q q q

ɺ ɺ ɺ ɺ

ɺ ɺ

−= ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ +

+ ∂ ∂ ∂ ∂

∑
 

 

přechází na součet čtverců 
 

1 2 22 ( )j j j

j

B b p q−= +∑ . 

 

S důkazem tohoto výroku se můžeme seznámit opět v [6]. 
 Věnujme nyní pozornost normální formě hamiltonovských systémů a for-
málním prvním integrálům. 
 Budiž ve fázovém prostoru R2n s kanonickými souřadnicemi (qi, pi) 
zadán hamiltonovský systém                     ,                         s rovnovážnou 
polohou v počátku souřadnicového systému a libovolným hamiltoniánem F 
s kvadratickou částí F2, pro níž máme 

 

∑∑∑∑ ++++==== −−−−

j

jjj qpF )(2 221
2 α . 

 

Nebudeme předpokládat, že αj jsou kladné veličiny. Hamiltonián F nazvě-
me normální formou podle Gustavsona [11], jestliže jeho normální rozvoj 
v nulovém bodě 

 

2
,

F F c a b

ab

a b

z v= +∑ , 

 

(                     ,                             ,                            ,                             a ai, aj 
jsou soubory celých nezáporných čísel, nn b

n

bba

n

aa
vvvzzz ...... 2121

2121====bavz , cab 

jsou konstanty) obsahuje toliko součet po dvojicích (a,b) takový, že . Podle 
                                                 [6] existuje formální změna kanonických 
proměnných                              ,                               , (          neobsahují členy 
prvého řádu), zachovávající tvar Hamiltonových kanonických rovnic 
                     ,                          a taková, že v proměnných (P,Q) má hamil-
tonián F tvar normální Gustavsonovy formy. 
 Nechť hamiltonián F uvedeného tvaru má normální Gustavsonovu formu 
a všechny číselné vztahy mezi frekvencemi                              jsou gene-
rovány h lineárně nezávislými vztahy ( , ) 0j jk km α= =∑m αααα . Poté má daný 

/j jq F pɺ = ∂ ∂ /j jp F qɺ = −∂ ∂

j j jz p q= = i j j j jv p q z= − =i 1 2( , ,..., )na a aa = 1 2( , ,..., )nb b b=bbbb

( , ) ( ) 0j j jb aα b a− ≡ − =∑α
( , )j j jP p P= = p qp qp qp q ( , )j jQ q Q p q= = ,j jP Q

/j jq F pɺ = ∂ ∂ /j jp F qɺ = −∂ ∂

1 2( , ,..., )n= α α ααααα
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systém n-h lineárně nezávislých kvadratických integrálů pohybu D = 
                    s koeficienty                              splňujícími podmínku (mj, d) = 
= 0. V tomto případě F je integrálem pohybu. Dokonce v případě známého 
Hénonova a Heilesova hamiltoniánu [12] 

 

))3/2(2(2 3
22

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

1 qqqqqppF −−−−++++++++++++++++==== −−−−  
 

řady udávající transformace k novým proměnným P, Q (v nichž má F nor-
mální tvar) s velkou pravděpodobností všude v R4\0 divergují. Pak ovšem 
ve výchozím systému souřadnic (q, p) je kvadratický integrál v proměn-
ných Q, P dán toliko formální řadou. Na druhé straně jsou však známy 
studie (citujeme podle [6]), podle nichž mnohé trajektorie systému s tako-
vým hamiltoniánem se chovají tak, jako kdyby tento integrál existoval. 
 
 
3.2 Symetrizované komplexní systémy 
 
Jsou to zejména interakce planetárních vln a chování soustav rezonančně 
vázaných oscilátorů, kde se setkáváme se symetrizovanými systémy a s je-
jich komplexním zobecněním ve fázovém prostoru. 
 Systém obyčejných diferenciálních rovnic v oblasti U fázového prostoru 
R

2n nazvěme symetrizovaným komplexním systémem v komplexních li-
neárních souřadnicích, (z1, z2, …, zn) jestliže existuje analytická charakteri-
stická funkce F(z) v U ⊂ Cn (množina funkcí F(z), jejichž (parciální) 
derivace do n-tého řádu včetně jsou spojité v Rn) a regulární hermitovská 
matice symetrizátoru                                       pro 1 ≤ η, λ ≤ n) takové, že 
platí 

 

   ∑∑∑∑ ∂∂∂∂∂∂∂∂====
η

ηληλ )/( zFTzɺ . (3.12) 

 

Poznámka 8: připomeňme si, že i když hladké funkce mají všechny parciální derivace, 
svými vlastnostmi se podstatně liší od funkcí analytických, tj. takových funkcí, jež lze 
v každém bodě jejich definičního oboru rozvinout v mocninnou řadu, která v nějakém okolí 
tohoto bodu konverguje. Hladká funkce sice má všechny parciální derivace, z nichž 
můžeme formálně sestrojit Taylorovu řadu, ale tato řada může mít i nulový poloměr 
konvergence nebo může konvergovat k jiné funkci. Jeden z podstatných rozdílů mezi 
hladkými a analytickými funkcemi spočívá v tom, že má-li analytická funkce f jedné 
proměnné definovaná na otevřeném intervalu I nulové hodnoty na nějaké posloupnosti 
bodů, která má v I hromadný bod, pak f je identicky rovná nule. Pro hladké funkce to 
zdaleka neplatí. Tento rozdíl se často charakterizuje slovy, že hladké funkce jsou "měkké", 
zatímco analytické funkce jsou "tvrdé". Vzhledem k tvrdosti analytických funkcí nelze 

k k kd z z=∑ 1 2( , ,..., )nd d d=dddd

( )T λη=TTTT (T Tλη ηλ=
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pomocí nich modelovat "malá vychýlení" či "malé poruchy" různých přírodních a technic-
kých soustav, které se v praxi často vyskytují; hladké funkce již k tomu vhodné jsou [13]. 
 

 Při komplexní lineární záměně souřadnic w = Az přechází matice syme-
trizátoru Tz na tvar Tw = ATzA*. Odtud dostáváme, že pro symetrizované 
komplexní systémy existují souřadnice (w1, w2, …, wn) v Cn takové, že 
v nich systém má diagonální symetrizátor (s reálnými λΘ ) 

 

   ( / )w F wλ λ λΘ= ∂ ∂ɺ  (3.13) 
 

s charakteristickou funkcí stejnou jako v případě (3.12). 
 Všimněme si závěrů, které plynou z existence symetrizovaného kom-
plexního systému (3.13) a jeho charakteristické reálné analytické funkce 
F1(w) = 2ReF(w) . Dostáváme 
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kde λλλ qpw i++++==== . Systém (3.13) tedy je Θ-systémem 
 

1 12
F

p
p

λ λ
λΘ− ∂

=
∂

ɺ , 1 12
F

q
q

λ λ
λΘ− ∂

=
∂

ɺ . 

 

Jestliže za jeho hamiltonián zvolíme funkci F2(w) = -2ImF(w), máme 
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 (3.14)  

 

Odtud vyplývá, že symetrizovaný komplexní systém (3.13) je H-systémem 
a může být zapsán ve tvaru Hamiltonových rovnic. Úhrnem můžeme říci, že 
symetrizovaný komplexní systém je ΘH-systémem; reálným Θ-sytémem 
a H-systémem. K tomu dodejme, že při existenci jeho pozitivně definitního 
kvadratického integrálu pohybu E v systému komplexních lineárních sou-
řadnic (w1, w2, …, wn) v Cn získáme vyjádření 
 

   )...(2 2211
1

nnwwwwwwE ++++++++++++==== −−−−  (3.15) 
 

a matice symetrizátoru je diagonální: 
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   j j

j

F
w

w
Θ

∂
=

∂
ɺ . (3.16) 

 

Podotkněme, že lineární prostor charakteristických funkcí symetrizovaného 
komplexního systému s kvadratickou pravou stranou, symetrizátorem (3.16) 
a pozitivně definitním integrálem pohybu (3.15) je generován kubickou 
formou F(k, j) =           pro takové dvojice (k, j), že 2Θ k + Θ j = 0 a F(m, l, h) 
= wmwlwh pro trojici (m, l, h) ve dvojicích různých čísel takových, že 
Θ m + Θ l + Θ h = 0. Kvadraticky nelineární symetrizovaný komplexní systém 
s pozitivně definitním prvním integrálem E je systémem hydrodynamického 
typu, neboť libovolný symetrizovaný komplexní systém je H-systémem 
a tedy regulární. Jednodušším systémem hydrodynamického typu (symetri-

zovaným komplexním systémem) je systém v ====2C 4R : 
 

   2
1 2 2 1 2

1 2

, 2
F F

z z z z z
z z

∂ ∂
= = = − = −

∂ ∂
ɺ ɺ , (3.17) 

 

kde              . Pozitivně definitní kvadratický integrál pohybu tohoto systé-
mu má tvar E = |z1|

2 + 2–1|z2|
2. 

 Věnujme dále pozornost automorfismu dynamických systémů na li-
neárním fázovém prostoru. Automorfismem je lineární zobrazení fázového 
prostoru, které zachovává daný systém. Množina všech automorfismů 
dynamického systému tvoří grupu s operací součinu lineárních zobrazení. 
Systém (3.17) má jednoparametrickou grupu automorfismů 

 

1 1 2 2exp( 2i ) , exp(i )z z z zϕ ϕ→ − →  
 

izomorfní grupě (1) {exp(i ), 0 2 }U ϕ ϕ π= ≤ ≤  komplexních čísel s modulem 

jedna. Platí však i opačné tvrzení: libovolný kvadratický nelineární systém 
v R4 s grupou U(1) - podgrupou grupy automorfismů s pozitivně definitním 
kvadratickým integrálem pohybu E, který nemá lineární první integrály (je 
nedegenerovaný), může být převeden lineárním zobrazením v R4 na systém 
(3.17). Podotkněme, že s grupou automorfismů U(1) se setkáváme ve fyzi-
kálních systémech charakterizovaných axiální symetrií, zejména pak v úloze 
o pohybu tekutiny v kruhovém kanálu. 
 Než pokročíme dále, všimněme si, že záměna w1 =    , w2 = z2 (wj = pj + 
+ iqj) převádí (3.17) na hamiltonovský systém s hamiltoniánem                     
                        . Dostáváme 
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2 2 2
2 21 2 2 1 2 1

1 2 1 2
1 1 1 1

2 2
22 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

( ) ( )
i i i i i Re( i ),

( )
2 2i i i i Re( i ),

w w w w w w
w w z z

w w p q

w w w w
w z z w w z z

w p q

 ∂ ∂ + ∂ ∂
= = = = + − ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ + ∂ ∂
= − = = = + − ∂ ∂ ∂ 

ɺ

ɺ

 

 

11 / qFp ∂∂∂∂−∂−∂−∂−∂====ɺ , 11 / pFq ∂∂∂∂∂∂∂∂====ɺ , 22 / qFp ∂∂∂∂−∂−∂−∂−∂====ɺ , 22 / pFq ∂∂∂∂∂∂∂∂====ɺ  . 
 

 Komplexním tripletem nazýváme symetrizovaný komplexní systém, 
komplexní rozšíření kanonického tripletu 
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 (3.18) 

 

Stále se přidržujíce terminologie zavedené v [6] můžeme říci, že (3.18) je 
dříve popsaným ΘH-systémem, tedy reálným Θ-systémem a H-systémem. 
Po záměmě proměnných w1=z1, w2= 2z , w3=z3 (wj = pj + iqj) přechází (3.18) 

na hamiltonovský systém s hamiltoniánem )Im( 321 wwwF ==== : 
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 Systém (3.18) má dva nezávislé kvadratické první integrály E = 
                                                                    a dále kubický integrál pohybu 
F = Im(z1 z2 z3). Systém (3.18) zůstává zachován po transformaci (ϕ j jsou 
reálné konstanty) 

 

1 2 3exp(i ), 0j j jz z ϕ ϕ ϕ ϕ→ + + = . 
 

Jestliže 1 2 3 1 1 1 1( , , ) ( , 2 , )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= −  a 1 2 3 2 3 3( , , ) ( ,0, )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − , grupa auto-

morfismů systému (3.18) obsahuje podgrupu U(1) × U(1), kde U(1) = 

1
1 1 2 2 3 32 ( 2 ),z z z z z z−= + + 1 1 3 3( )S z z z z= −
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= {exp iϕ}, tj. množina všech nenulových komplexních čísel s modulem 
jedna a s obyčejným násobením. Vezměme dále v úvahu tzv. regulární ope-
raci (akci) A(ϕ 1, ϕ 2) grupy U(1) × U(1) = {exp iϕ 1, exp iϕ 2} vytvořenou 
lineárními zobrazeními prostoru Rn, tedy reprezentaci této grupy s vlast-
nostmi popsanými v [6]. S A(ϕ 1, ϕ 2) se setkáváme při analýze kvadra-
tických nelineárních systémů v R6. 
 Nechť takový systém v R6 splňuje následující podmínky: 
  1. Systém má podgrupu své grupy automorfismů, izomorfní U(1) ×  

× U(1), regulárně působící v R6 izomorfismy daného systému; 
  2. Systém je regulární (nedegenerovaný), nemá tedy lineární integrály; 
  3. Systém má pozitivně definitní kvadratický integrál pohybu E. 
Pak platí, že takový systém může být převeden lineárními zobrazeními v R6 
na systém, který je analogický komplexnímu tripletu (3.18). 
Proveďme zde důkaz tohoto tvrzení, k čemuž nám napomůže výše zavedená 
operace A(ϕ 1, ϕ 2). 
 Bez újmy obecnosti lze zaměnit E jeho střední hodnotou E0 branou přes 
operaci U(1) × U(1) v R6. Forma E0 je invariantním pozitivně definitním 
kvadratickým integrálem pohybu systému. Grupa U(1) × U(1) působí v R6 
ortogonálními zobrazeními vzhledem k skalárnímu součinu zadávajícímu 
E0. Prostor R6si můžeme představit jako direktní součet třech dvojdimen-
zionálních podprostorů                          , invariantních vůči operaci U(1) × U(1) 
automorfismy daného systému a ve dvojicích ortogonálních vůči skalárnímu 
součinu zadavajícím E0. V každém z těchto podprostorů        zavedeme 
komplexní souřadnice                       (j = 1, 2, 3;                             ), převá-
dějící j

2R  v jednodimenzionální komplexní prostor 1
jC . Operace A(ϕ 1, ϕ 2) 

grupy U(1) × U(1) v 3 1 1 1
1 2 3C C C C= ⊕ ⊕  automorfismy daného systému je 

dána dvěma soubory (m1, m2, m3), (n1, n2, n3) proměnných (celých čísel): 
A(ϕ 1, ϕ 2) převádí (z1, z2, z3) v (exp (i(m1ϕ 1 + n1ϕ 2))z1, exp (i(m2ϕ 1 + n2ϕ 2))z2, 
exp (i(m3ϕ 1 + n3ϕ 2))z3). Protože operace A(ϕ 1, ϕ 2) grupy U(1) × U(1) je 
regulární, vektory (m1, m2, m3) a (n1, n2, n3) jsou lineárně nezávislé. 
V souřadnicích (z1, z2, z3) lze pohybové rovnice uvažovaného systému za-
psat ve tvaru 

 

   
,

( )h h h

h jk j k jk j k jk j k

j k

z a z z b z z c z z= + +∑ɺ , (3.19) 

 

kde 3,,1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ kjh , h

kj

h

jk aa ==== , h

kj

h

jk bb ==== . Rovnice (3.19) jsou invariantní vůči 

operaci A(ϕ 1, ϕ 2). Platí: 
 

2 2 2
1 2 3⊕ ⊕R R R

2
jR

j j jz p q= + i 2 2
0 ( )j jE x y= +∑
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0====h

jka , jestliže 0≠≠≠≠−−−−++++ hkj mmm , nebo 0≠≠≠≠−−−−++++ hkj nnn ; 

0====h

jkb , jestliže 0≠≠≠≠++++++++ hkj mmm , nebo 0≠≠≠≠++++++++ hkj nnn ; 

0====h

jkc , jestliže 0≠≠≠≠−−−−−−−− hkj mmm , nebo 0≠≠≠≠−−−−−−−− hkj nnn . 
 

Uvedenými údaji je popsána skutečnost, že existuje trojice celých čísel (j, k, h), 
3,,1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ hkj  taková, že platí jedna z následujících podmínek: 

 

0j k hm m m+ − =  a 0j k hn n n+ − = ; 

0====++++++++ hkj mmm  a 0====++++++++ hkj nnn ; 

0====−−−−−−−− hkj mmm  a 0====−−−−−−−− hkj nnn . 
 

 Uvážíme-li regularitu operace A(ϕ 1, ϕ 2), mezi sloupci matice s dvěma 
řádky (m1, m2, m3) a (n1, n2, n3) existuje právě jeden lineární vztah a každý 
sloupec této matice je nenulový. Po možných záměnách některých zj veliči-
nami jz  a přečíslování proměnných se dostáváme k jednomu ze vztahů 

 

0321 ====++++++++ mmm  a 0321 ====++++++++ nnn , 

02 21 ====++++ mm  a 02 21 ====++++ nn . 
 

S přihlédnutím k prvému z těchto vztahů systém (3.19) nabývá tvaru 
 

   3211 zzbz ====ɺ , 1322 zzbz ====ɺ , 2133 zzbz ====ɺ . (3.20) 
 

Povšimněme si, že do třídy takových systémů patří komplexní triplet, vy-
stupující v úloze o rezonanční interakci planetárních vln. Tím je důkaz 
proveden. 
 Dodejme, že forma                                         je integrálem pohybu sys-
tému (3.20) a poté 0321 ====++++++++ bbb  (všechna 0≠≠≠≠jb ). Po záměně proměn-

ných                           ,                                     bude konstanta b2 v (3.20) 
reálná a kladná ( 2 1 3( )b b b= − + ). Zaměříme-li tentokrát pozornost ke druhé-

mu ze vztahů, systém (3.19) přejde na 
 

   2
211 zbz ====ɺ , 2122 zzbz ====ɺ , 03 ====zɺ ; 021 ====++++ bb . (3.21) 

 

Tento systém není regulární - má lineární integrál z3. V podprostoru z3 = 0 
jsou systémy (3.21) a (3.17) ekvivalentní. 
Zastavme se nyní u hamiltonovského systému n nelineárních vázaných 
oscilátorů s hamiltoniánem 

 

0 1 1 2 2 3 3( )E z z z z z z= + +

exp( )j j jw zϕ= i 1 2 3 2argbϕ ϕ ϕ+ + = −
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   2 3( , ) ( , ) ( , ) ...H H Hp q p q p q= + +  (3.22) 
 

v oblasti 2nD R⊂ , D∈∈∈∈0 , ),...,,( 21 nppp====p , ),...,,( 21 nqqq====q ; jH je ho-

mogenní polynom stupně j v proměnných (p, q): 
 

∑∑∑∑ ++++==== −−−−

j

jjjj qpH )(2),( 221 ωqp , 0>>>>jω . 

 

Vlastní frekvence (ω1, ω 2, …, ω n) vyhovují rezonančnímu vztahu řádu k > 0, 
jestliže existuje soubor celých čísel (k1, k 2, …, k n) takový, že platí 

∑∑∑∑ ==== 0jjk ω , kk j ====∑∑∑∑ . 

 Uvažme případ, kde jediným rezonančním vztahem třetího řádu mezi 
frekvencemi (ω1, ω 2, ω 3) je relace ω1 = 2ω 2. Tehdy existuje kanonická 

transformace ( , )j j jP p P p q= + ɶ , ( , )j j jQ q Q p q= + ɶ  ( P
~

,Q
~

 neobsahují line-

ární členy), která zachovává tvar Hamiltonových rovnic a taková, že hamil-
tonián (3.22) nabývá tvaru 

 

),()Re(2 2
21

1 QPRzzazzH
j

jjj ++++======== ∑∑∑∑−−−− ω , 

 

kde jjj QPz i++++==== , a je reálná konstanta a R obsahuje toliko členy s P, Q a to 

stupně nejméně čtvrtého. Pro 0≠≠≠≠a  je modelovým hamiltoniánem systému 
oscilátorů funkce 

 

   )Re()2(2 2
2122112

1
2 zzazzzzF ++++++++==== −−−− ω . (3.23) 

 

Tato funkce popisuje systém dvou vázaných oscilátorů ve fázovém prosto-
ru R4. 
Jestliže ω 3 = ω1 + ω 2 bude jediným rezonančním vztahem třetího řádu mezi 
veličinami (ω1, ω 2, ω 3), lze zavést kanonické souřadnice P, Q 

)( jjj QPz i++++====  takové, že hamiltonián (3.22) má tvar 
 

1
1 2 32 Re( ) ( , )j j j

j

H z z a z z z Rω−= + +∑ P Q . 

 

Pokud 0≠≠≠≠a , modelový hamiltonián systému s takovou rezonancí můžeme 
zapsat takto: 

 

   
1

3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 3

3 1 2

2 ( ) Re( ),

.

F z z z z z z a z z zω ω ω

ω ω ω

−= + + +

= +
 (3.24) 

 



    237 

S hamiltoniánem (3.24) spojujeme systém tří rezonančně vázaných osci-
látorů. 
 Přejděme k systému s hamiltoniánem (3.22) a kanonickými souřadnicemi 
pj, qj )( jjj qpz i++++==== . Pak bude (ω1 = 2ω 2) 

 

2
2111 azzz ii ++++==== ωɺ , 21222 2 zazzz ii ++++==== ωɺ . 

 

Další krok spočívá v separaci v čase lineární části proměnných zj. Dostá-
váme 

 

jjj ztu )exp( ωi−−−−==== , )exp()( tzzu jjjjj ωω ii −−−−++++−−−−==== ɺɺ , 2
21 iauu ====ɺ , 212 i2 uauu ====ɺ . 

    (3.25) 
 

Jestliže nyní provedeme transformaci 1 1iv au= , 22 auv ==== , rovnice (3.25) na-

bývají tvaru (3.17), tj. 
 

   2
21 vv ====ɺ , 212 2 vvv −−−−====ɺ . (3.26) 

 

S přihlédnutím k zápisu              ,              je (3.26) hamiltonovský systém 
s hamiltoniánem                        . S výhodou zde zavedeme kanonické po-

lární souřadnice ρ  j, ϕ  j,: jjw ρ2
2
==== , exp(i )j j jw w ϕ= , v nichž 3/ 2 1/ 2

12F ρ=  

2 2 1sin(2 )ρ ϕ ϕ−  a pro rovnice (3.26) máme vyjádření 
 

j

j

F

ϕ
ρ

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====ɺ , 
j

j

F

ρ
ϕ

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====ɺ . 

 

Tehdy 
 

2/122
21

3
122

2/1
1

2/3
1 )2()2cos(2 F−−−−±±±±====−−−−==== ρρϕϕρρρɺ . 

 

Systém (3.26) má pozitivní kvadratický integrál pohybu 212 ρρ ++++====E . Poté 
 

   2/122
11

3
1 ))2(2( FE −−−−−−−−±±±±==== ρρρɺ , (3.27) 

 

   F
F 1

1
1

122
2/1

1
2/1

1
1 2)2sin(2 −−−−−−−−−−−− ====−−−−====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

==== ρϕϕρρ
ρ

ϕɺ ; (3.28) 

 

01 ====ϕ , )0()0( 11 vw ====  je reálné. 

Pro F = 0 z rovnice pro 1ρɺ  dostaneme 
 

   )2(2 1
2/1

1
2/3

1 ρρρ −−−−±±±±==== Eɺ  (3.29) 
 

1 1w v= 2 2w v=
2

1 2Im( )F w w=
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a odtud po transformaci 2
12 r====ρ  )( 11 vwr ========  dospíváme ke vztahu 

 

   )(2 2rEr −−−−±±±±====ɺ  (3.30) 
 

a k obecnému řešení 
 

   )(tgh)2/()( 0ttaatr −−−−±±±±==== , (3.31) 
 

kde 4/2aE ==== , 0>>>>a . 
 Podotkněme, že fáze ϕ 1 se skokem mění od hodnoty 0 do π v bodě t = t 0, 
kde r (t 0) = 0. Znaménko v (3.31) volíme tak, aby r(t) nabývalo kladných 
hodnot na úseku, v němž 01 ====ϕ . Jestliže ∞∞∞∞→→→→t , Ear ====→→→→==== 4/2 22

1ρ . 
 Docházíme k závěru, že v případě F = 0 se veškerá energie systému v 
asymptotickém režimu ∞∞∞∞→→→→t  „přečerpává“ do prvního oscilátoru a druhý 
oscilátor je asymptoticky v klidovém stavu – nedochází k výměně energie 
mezi oscilátory. Po zavedení nových proměnných y, f: Eyya ======== )4/(2 2

1ρ , 

faF )2/( 3====  rovnice (3.29) má tvar 
 

   
2/122 )4)1(( fyyay −−−−−−−−±±±±==== . (3.32) 

 

Protože rovnice (3.29) má integrál pohybu E = 2ρ 1 + ρ 2, ρ 2 ≥ 0, bude 
v (3.32) 0 ≤ y ≤ 1. Funkce y(1 – y)2 nabývá na úseku 0 ≤ y ≤ 1 maxima 
v bodě y = 3–1 a jeho hodnota činí 4.3–3. Je tedy patrné, že                      , 
                             . Vyjdeme-li z hodnoty E = a2/4 a položíme-li | F | =  
= | F |max, dojdeme ke vztahům          ,                                    . Z (3.28) na-
lezneme, že 

 

   ωϕ ====⋅⋅⋅⋅======== −−−−
−−−−−−−−

−−−−−−−−
−−−− Fa

a

a
F sign32

32

32
sign2 2/1

213

32/31
1

1ɺ . (3.33) 

 

Proto v případě | F | = | F |max, ρ 1 = 2–33–1
a

2 = 2–33–1
E, ρ 2 = E – 2ρ 1 = 2.3–1

E, 
systém harmonicky osciluje s frekvencí danou vztahem (3.33) a s poměrem 
energie prvního a druhého oscilátoru ρ 1 /ρ 2 = 1/2. 
 Když nyní položíme 0 < | F | < | F |max, dojde k periodické výměně 
energie mezi oscilátory. Proměnná y se v čase T/2 (T je perioda) změní z 
hodnoty y1(  f ) na y2(  f ), kde y1(  f ), y2(  f ) jsou řešení rovnice y (1 – y)2 – 4 f 2 = 
= 0 v úseku 〈0, 1〉;                     ,                                             . Z (3.32) dojde-
me ke vztahu 

 

3/ 2

max
3f −=

1 3/ 2 3

max
2 3F a− −=

0y =ɺ 3 1 2
1 2 3 aρ − −= = konst

3 / 2F a f= 1
1 20 ( ) 3 ( ) 1y f y f−< < < <



    239 

   ∫∫∫∫ −−−−−−−−
==== −−−−

)(

)(
2/122

1
2

1
)4)1((

d

2

fy

fy
fyy

y
a

T
, (3.34) 

 

kterým je dána poloviční perioda výměny energie mezi komponentami 
systému. Je zřejmé, že integrál (3.34) pro 0f →  monotonně roste a k vý-
měně energie mezi oscilátory dochází aperiodicky při 0======== fF , ∞∞∞∞====T  
pro 0====f . Za dobu T/2 se energie prvního oscilátoru změní z hodnoty 

)()4/( 1
2 fya  na hodnotu )()4/( 2

2 fya  a výměna energie je tím větší, čím 
více se blíží f  nulové hodnotě (při pevném E). Přihlédneme-li ke klad-
nému znaménku na pravé straně (3.32), pak integrál 

 

1

1

2 /
1

1 2 2 1/ 2
( )

d
( )

( (1 ) 4 )

E

y f

y
t a

y y f

ρ

ρ −=
− −∫  

 

monotonně vzrůstá, mění-li se 1ρ  od 1
12 ( )Ey f−  do )(2 2

1 fEy−−−− . Lze tedy 
definovat )(1 tρ  jako funkci inverzní k )( 1ρt  pro 2/0 Tt <<<<<<<< . Z (3.28) do-
stáváme, že 

 

∫∫∫∫====−−−−
t

Ft
0 1

11 )(2

d
)0()(

τρ
τ

ϕϕ  

 

a to pro 2/0 Tt ≤≤≤≤≤≤≤≤ . 
 Přejděme k systému s hamiltoniánem F3 ve tvaru (3.24). V kanonických 
proměnných jp , jq )i( jjj qpz ++++====  pro daný systém máme rovnice 

 

   
1 1 1 1 2 3

2 2 2 1 3 1

3 3 3 1 1 2

i i ,

i i ,

i i .

z z a z z

z z a z z

z z a z z

ω

ω

ω

= +

= +

= +

ɺ

ɺ

ɺ

 (3.35) 

 

Odtud ))iexp(( jjj ztu ω−−−−====  
 

321 i uuau ====ɺ , 1312 i uuau ====ɺ , 3 1 1 2iu a u u=ɺ  
 

a po transformaci 111 uav ==== , 2 1 3iv a u= − , 3 1 2iv a u=  dospíváme ke komplex-

nímu tripletu 
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1 2 3

2 3 1

3 1 2

,

,

.

v v v

v v v

v v v

= −

=

= −

ɺ

ɺ

ɺ

 (3.36) 

 

Další transformací 11 vw ==== , 22 vw ==== , 33 vw ====  převedeme kanonický triplet 
(3.36) na Hamiltonův systém s hamiltoniánem )Im( 321 wwwG ==== . Po zave-

dení polárních souřadnic jρ , jϕ  ( 22 | |j jwρ = , exp(i )j j jw w ϕ= ) má 

(3.36) tvar Hamiltonových rovnic s hamiltoniánem 3/ 2 1/ 2
1 2 32 ( )G ρ ρ ρ=  

1 2 3sin( )ϕ ϕ ϕ− + : 
 

   
j

j

G

ϕ
ρ

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====ɺ , j

j

G
ϕ

ρ
∂

=
∂

ɺ . (3.37) 

 

Systém (3.37) má integrály pohybu ve tvaru 3211 2 ρρρ ++++++++====E , 31 ρρ −−−−====S . 
Je výhodné přejít k integrálům )(2 1

1
211 SEI ++++====++++==== −−−−ρρ , 2 2 3I ρ ρ= + =  

1
12 ( )E S−= − . Tehdy z (3.37) dostáváme  

 

  
3/ 2 1/ 2

2 1 2 3 1 2 3
2

3 2 1/ 2 3 2 1/ 2
1 2 3 1 2 2 2 2

2 ( ) cos( )

(2 ) (2 ( )( ) ) .

G

G I I G

ρ ρ ρ ρ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

∂
= − = − + =

∂

= ± − = ± − − −

ɺ

 (3.38) 

 

Budeme předpokládat, že pro danou trajektorii je 210 II ≤≤≤≤<<<< . V tomto přípa-
dě 11 )(0 It ≤≤≤≤≤≤≤≤ ρ , 12 )(0 It ≤≤≤≤≤≤≤≤ ρ , 23 )(0 It ≤≤≤≤≤≤≤≤ ρ . Funkce 3

1 22 ( )I ρ−  

2 2 2( )I ρ ρ−  proměnné 2ρ  nabývá svého maxima na intervalu 120 I≤≤≤≤≤≤≤≤ ρ  
v bodě 

 

2/12
221

2
121

10
2 ))((3 IIIIII ++++−−−−−−−−++++==== −−−−ρ . 

 

Poté 
2 3 0 0 0

2 2 2 2 2max
2 ( )( )G I Iρ ρ ρ= − − . Jestliže G = 0, 0≠≠≠≠jρ , máme možnost 

provést transformaci wj: wj → wj exp(–iϕ  j(0)), zachovávající (3.36), neboť 
ϕ  2(0) = ϕ  1(0) + ϕ  3(0), kde wj = (0) a rovněž vj = (0) jsou reálné veličiny. 
V takovém případě z rovnice komplexního tripletu (3.36) dostáváme, že 
wj = (t) je reálnou funkcí pro všechna t a rovnice (3.36) vedou ke kano-
nickému reálnému tripletu. Je-li | G | = | G |max, komponenty systému harmo-
ni-cky oscilují s frekvencemi Gjjj

10 )2( −−−−======== ρϕω ɺ , kde 0 0
1 1 2Iρ ρ= − , 0

3ρ =  
0

2 2I ρ= − , konst0 ====jρ  a k výměně energie mezi komponentami nedochází. 
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 Uvažme dále případ 0 < | G | < | G |max. Tehdy energie každého oscilátoru 
se periodicky mění. Souřadnice ρ 2 nabývá hodnot od R1(G) do R2(G), kde 
R1 a R2 jsou kořeny rovnice v intervalu 〈0, I1〉 

 

0))((2 2
21

3 ====−−−−−−−−−−−− GRIRIR  
 

a platí 12
0
210 IRR <<<<<<<<<<<<<<<< ρ . V okamžiku, kdy 2ρ  nabývá své maximální 

hodnoty )(2 GR , rovněž 1ρ  a 3ρ  dosahují svých maximálních hodnot. Ze 
zápisu (3.38) máme 

 

   ∫∫∫∫ −−−−−−−−−−−−
====

)(

)(
2/12

22231
3

2
2

1
)))((2(

d

2

GR

GR
GII

T

ρρρ
ρ

, (3.39) 

 

kde opět je T/2 poloviční periody oscilací energie příslušných komponent. 
Při daných I1, I2 funkce T/2 monotonně roste při | G | → 0. Pokud G = 0, 
I1 ≠ I2, integrál (3.39) nabývá konečné hodnoty. Když G = 0 a I1 = I2, 
integrál v bodě ρ  2 = I1 diverguje; pohyb je aperiodický. Jestliže G = 0 
a I1 = I2, systém může vykazovat nestabilní rovnovážný stav ρ  1 = ρ  2 ≡ 0, 
             , ϕ  2 = konst. Působením malých perturbací takový stav vyústí 
v režim charakterizovaný pomalou periodickou výměnou energie mezi 
oscilátory. 
 Je-li splněna podmínka I1 = I2, trajektorie systému, pro který platí (3.39), 
lze považovat za trajektorie systému (3.26). Abychom se o tom přesvědčili, 
uvažme, že při I1 = I2 máme                      . Jestliže v počátečním časovém 
okamžiku platí ρ  1 = ρ  3 = 0, existuje posuv fáze proměnných ν j zachová-
vající systém (3.36) takový, že 1 3(0) (0) 0v v= ≠ . Proveďme transformaci 

31 vv →→→→ , 13 vv →→→→ . Když )0()0( 31 vv ==== , bude )()( 31 tvtv ====  a pod-prostor 
zadaný zápisem 31 vv ====  je invariantním podprostorem systému (3.36). Nyní 
již postačí omezit rovnice (3.36) na podprostor 31 vv ====  záměnou 

1
2/1

31 2 zvv ======== , 2 22v z=  a dospíváme k systému 
 

2
1 1 2 2 12 ,z z z z z= − =ɺ ɺ . 

 
 
 
 

0
2 2ρ ρ=

1 3( ) ( )v t v t≡



4 SYSTÉMY S DVĚMA KVADRATICKÝMI 
INTEGRÁLY 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Systémy hydrodynamického typu, s nimiž se setkáváme při studiu dvoj-
dimenzionálních toků, mají dva kvadratické integrály pohybu. Naším 
úkolem nyní je popis všech systémů obyčejných diferenciálních rovnic 
s polynomickými pravými stranami a dvěma kvadratickými integrály 
pohybu, z nichž jeden je pozitivně definitní [6]. 
 Budiž v n-dimenzionálním prostoru Rn zadán systém rovnic  

 

   1 2( , ,..., ), 1, 2,...,i i nx f x x x i n= =�   (4.1) 
 

s polynomickými pravými stranami fi a kvadratickými integrály F1, F2 
takovými, že F1 je pozitivně definitní a vlastní hodnoty formy F2 s ohledem 
na skalární součin zadaný F1 jsou po dvojicích od sebe různé. Tehdy, když 
fi(x) jsou homogenní polynomy m-tého stupně, (4.1) lze přepsat do tvaru 
 

   1 1 2 1 22 (i ihk
h k k h

F F F Fx p
x x x xj xε− ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= −⎜ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑� ),j⎟   (4.2) 

 

kde j = (j1, j2, …, jn-3) a sčítáme přes všechny permutace (i, h, k, j) pořadí 
(1, 2, …, n), počínajíce i; pj(x) jsou homogenní polynomy (m – 2) stupně. 
Při sudých permutacích souboru j polynom pj se nemění, při lichých naopak 
změní znaménko. Dále platí, že soustavu (4.2) máme možnost vyjádřit 
i takto: 

 

   1 1 2 1 2

,

2 (i i
h k h k k h

F F F Fx p
x x x x

x− ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑� � );hk  (4.3) 

 

( )ihkp x�  jsou homogenní polynomy stupně (m-2), antisymetrické vůči 
permutaci trojice (i, h, k) (permutaci provádíme na souboru indexů i, h, k 
a nikoliv na soustavě proměnných xi, xh, xk). Dodejme, že v případě systému 
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(4.1) kvadraticky nelineárního s polynomy ihkp�  nultého stupně, tyto poly-
nomy jsou antisymetrické, provedeme-li permutace indexů (i, h, k). 
 Systém (4.2) s pj(x) antisymetrickými při permutaci prováděné v souboru 
(j1, j2, …, jn–3) či systém (4.3) má integrály pohybu F1, F2. Opačné tvrzení 
o možnosti zápisu libovolného systému (4.1) s kvadratickými integrály F1 
a F2 s polynomickými pravými stranami fi(x) ve tvaru (4.2) s polynomy 
pj(x) je třeba dokázat. 
 Nejprve poznamenejme, že pokud může být systém (4.1) vyjádřen 
vztahem (4.2) v systému lineárních souřadnic (x1, x2, …, xn), poté tento 
systém lze převést na tvar (4.2) v libovolném dalším systému nelineárních 
souřadnic v Rn. Proto dostáváme, že v souřadnicích (x1, x2, …, xn) formy F1, 
F2 můžeme zapsat ve tvaru součtu čtverců 

 
1 2 1

1 22 , 2 2 ,j j j
j j

F x F xλ− −= =∑ ∑  

 

v němž jsou λj ve dvojicích různá. Všimněme si, že forma 2F1 zadává v Rn 
euklidovskou strukturu. Protože formy Fr(x), (r=1, 2) jsou integrály pohybu 
systému (4.1), vektorové pole /j jx x= ∂ ∂∑� �x  je tečným polem ploch hladin 
funkce Fr,                        , kde dxFr je gradient funkce Fr, pokládaný za 
vektor duálního prostoru. Nadále je třeba se uchýlit k jazyku diferenciálních 
forem (viz oddíl 13). 

(d , ) 0rF =x x�

 Podmínku (d , která nezávisí na výběru euklidovské struktury 
v Rn, vyjádříme ve tvaru 

, ) 0rF =�x x

 

1 20 (d , )d d ... d d ,r nF x x x Fx xx ω= ∧ ∧ ∧ = ��
r x∧  

 

kde 
 

1 ~ ~
1 2 1 1

1 2

( 1) d , d d d ... d d ... d ,

dd d d ... d .
d

j
j j j j j n

r
r j n

j

x x x x x x x x

FF x x x x
x

x

x x

ω

ω

−
− += − = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ = ∧ ∧ ∧

∑
∑

�

�

�

�
 

 

Diferenciální (n-1)-forma  je rovna nule při vnějším vynásobení každou 
aaaaaaaaa 

xω �

z 1-forem , , kde                                  sobení dife-
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa 

1d Fx 2d Fx vnější vyná

renciální k-formy  j=(j1, j2, …, jk) funkcí dxFr definujeme 

zápisem 

∑= ,d)( jj xxω ϕ

∑ ∧=∧
∂
∂ .ddd)( ωx x rjij

i

r Fxx
x
F ϕ  Lze dokázat [14], že pokud 

d d ;r
r j

j

FF x
x
∂

=
∂∑x
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má diferenciální k-forma polynomické koeficienty ϕj(x) a                         pro 
r=1, 2, pak                                      kde (k-2) – forma p může být vybrána 
jako forma s polynomickými koeficienty. Nejen to, je-li ϕj(x) homogenní 
polynom stupně m a                          pro r = 1, 2, formu ω lze vyjádřit ve 
tvaru                                      kde koeficienty (k – 2) – formy p jsou homo-
genní polynomy stupně (m – 2). Speciálně forma 

 

1 2
1 2

, ,

d d ( ) d d dj h r
h j r h r

F FF F p x x x
x xx x xω p x

⎛ ⎞∂ ∂
= ∧ ∧ = ∧ ∧⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑� .j

(Forma F

  a λj 

kde j

,

 

d 0

d 0

rF ∧ =x ω
1 2d dF F= ∧ ∧x xω p

rF ∧ =x ω
1 2d dF F= ∧ ∧x xω p

 

Právě odtud dostaneme vztah (4.2) pro systém (4.1). 
 
 Abychom se přesvědčili o tom, že systém (4.1) lze zapsat ve tvaru (4.2) 
(dosavad jsme postupovali obráceně), stačí dokázat toto tvrzení: Nechť 
diferenciální k-forma ω v Rn je formou s koeficienty ve tvaru homogenních 
polynomů m-tého stupně taková, že 1 je 
pozitivně definitní, F2 má ve dvojicích různé vlastní hodnoty vzhledem k F1. 
Můžeme předpokládat, že     jsou po 
dvojicích rozdílná). Tehdy diferenciální formu ω lze zapsat jako 
                                     e p diferenciální (k – 2) – forma s koeficienty 
zadanými homogenními polynomy stupně (m – 2). Důkaz tohoto tvrzení je 
proveden v [6]. 

                                      

,

1 2d d 0.F F∧

                                                 

= ∧ =x xω

1 2 1 2
1 22 , 2j j jF xλ− −= =F x∑ ∑

,1 2d dF F= ∧ ∧x xω p
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5 KVADRATICKY NELINEÁRNÍ SYSTÉMY 
SE DVĚMA INTEGRÁLY 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Naznačili jsme, že vztahem (4.2) lze popsat všechny kvadraticky nelineární 
systémy v Rn s dvěma nezávislými kvadratickými integrály F1 a F2 tako-
vými, že F1 je pozitivně definitní a F2 má po dvojicích vzhledem k F1 různé 
vlastní hodnoty. Pohybové rovnice libovolného takového kvadraticky neli-
neárního systému mohou být zapsány následovně: 

 

   1 21

43 32 2
2

...1 1 2 1 2
...

...

2 ,n

n

n

i i ii
i ii ii i

i i

F F F Fx p
x x x x

ε− ∂ ∂ ∂ ∂⎛= −⎜ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑� ⎞

⎟  (5.1) 

 

kde  jsou konstanty. 
niip ...4

 Z (5.1) dostáváme, že kvadraticky nelineární systémy v R4 se dvěma 
nezávislými kvadratickými integrály mají rovněž lineární první integrál. 
Tím, že položíme n=4, máme  

 

1 1 2 1 22 , 1,2,..., 4i ijkl
ij k k j

jkl

F F F Fx p
x x x x

ε− ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑� i =  

 

a  je lineární integrál tohoto systému. ∑ i
i xp

 Pro n =5 rovnice (5.1) nabývají tvaru 
 

   1 1 2 1 22 , =0, 1, , 4,i ijklm
lmi k k j

jklm

F F F Fx p
x x x x

ε− ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑� …i  (5.2) 

 

kde ( pim) = –( pim). Antisymetrická matice P = (plm) je řádu nejvýše čtvrtého. 
 Ukazuje se, že ze třídy systémů (5.2) s integrály F1, F2 lze afinně inva-
riantní operací vyčlenit podtřídu regulárních systémů takových, že 
p2j = –pj2 = 0 a systém (5.2) pro p03 = p13 = p14 = 0 přechází na elementární 
blok kaskádního systému se dvěma integrály F1, F2: 
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λi, i = 0, 2, …, 4, jsou koeficienty kinematické vazkosti [6]. V tomto sy-
stému, popisujícím kaskádní proces přenosu energie v turbulentním toku, je 
F1 integrálem energie a F2 integrálem čtverce vorticity, tj. enstrofií. 
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6 POHYBOVÉ ROVNICE  
n-DIMENZIONÁLNÍHO TUHÉHO TĚLESA 
A SYMETRIZOVANÉ SYSTÉMY 

 
 
 
 
 
 
 
Zajímavou třídou systémů hydrodynamického typu s více integrály pohybu 
jsou Eulerovy rovnice pro pohyb n-dimenzionálních tuhých těles. Tyto 
rovnice patří do jedné skupiny s kanonickým tripletem – pohybovými rov-
nicemi trojdimenzionálního tuhého tělesa, otáčejícího se kolem pevného 
bodu. Platí dM/dt = [M, ΩΩΩΩ], kde M = IΩΩΩΩ je moment hybnosti, I tenzor 
setrvačnosti a ΩΩΩΩ úhlová rychlost rotace tuhého tělesa. Úhlové rychlosti ΩΩΩΩ 
v eukleidovském trojdimenzionálním prostoru lze ztotožnit s antisymetric-
kými maticemi 3. řádu. Vektorový součin [M, ΩΩΩΩ] odpovídá komutátoru ma-
tic [M, ΩΩΩΩ] = MΩΩΩΩ – ΩΩΩΩM. Vektor momentu hybnosti M v ortogonální bázi os 
setrvačnosti tělesa píšeme ve tvaru M = AΩΩΩΩ + ΩΩΩΩA, kde A = (aii) je diago-
nální matice, (aii) = ai>0. Eulerovy rovnice poté mají tvar 
 

   [ ], , ( ) ( ) ,i j ij i j ik kj

k

a a x a a x x= + = − ∑ɺ ɺM M Ω  (6.1) 

 

                                  (      je matice transponovaná k matici ΩΩΩΩ). Pro homo-
genní n-dimenzionální elipsoid s poloosami (α1, α2, …, αn) je soubor (a1, 
a2, …, an) úměrný                           Elipsoid pokládáme za maximálně ne-
izotropní: αi ≠ αj pro i ≠ j Rovnice (6.1) je invariantním podsystémem v sy-
metrizovaném θ - systému: 
 

   1

( ) ( ) / ,

3 , 0,

i j ij i j ij

ik kj ji ii

ijk

a a x a a F x

F x x x x−

+ = − ∂ ∂

= ≡∑
ɺ

  (6.2) 

 

zadaným na prostoru Ln matic s nulovou hlavní diagonálou. Je-li xij(t0) = 
= –xji(t0), poté (podle (6.2)) 
 

∑ ∑−−=−=+
k k

kjikijkijkjiijji txxaatxxaatxaa ).()()()()()( 000ɺ  

( ),ijx ′= = −Ω Ω Ω ′Ω

2 2 2
1 2( , ,..., ).nα α α
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Tak dostáváme                              a prostor antisymetrických matic je invari-
antním podprostorem pro systém (6.2), na němž se systém (6.2) shoduje se 
systémem (6.1). Protože                         systém (6.2) je regulární s pozi-
tivním kvadratickým integrálem ∑

<

− +=
ji

ijji xaaE .)(2 21  Proto je (6.2) Θ-

systémem hydrodynamického typu. Samotné Eulerovy rovnice představují 
systém hydrodynamického typu s integrálem ∑

<

− +=
ji

ijji xaaE .)(2 21
1  Regu-

larita systému (6.1) vyplývá z rovnosti                     , neboť xii = 0. 
 Komplexní analogií (6.1), zobecněnou rovnicí komplexního tripletu, jsou 
pohybové rovnice zobecněného tuhého tělesa s prostorem úhlových rych-
lostí, antisymetrických hermitovských matic řádu n  
 

   ( ) ( ) ;i j ij i j ik kj

k

a a x a a x x+ = − ∑ɺ  (6.3) 

 

ai jsou reálná a ve dvojicích rozdílná. Na invariantním podprostoru Kn(C) 
antisymetrických hermitovských matic s nulovými prvky v hlavní diagonále 
je systém (6.3) komplexním rozšířením Eulerových rovnic (6.1). Pro n = 3 
přechází (6.3) na rovnice komplexního tripletu. Tentýž systém je na Kn(C) 
invariantním podsystémem v symetrizovaném komplexním systému hydro-
dynamického typu, zadaným na prostoru Ln(C) komplexních matic řádu n 
s nulovou hlavní diagonálou: 
 

   1( ) ( ) / , 3 .i j ij i j ij ik kj ji

ijk

a a x a a x x x xΦ Φ −+ = − ∂ ∂ = ∑ɺ  (6.4) 

 

Systém (6.4) je regulární, neboť symetrizovaný komplexní systém je H-sy-
stémem s pozitivním integrálem 
 

∑ += −

ij

ijijjiC xxaaE .)(2 1  

 

Když bude 0 0( ) ( ),ij jix t x t= −  s přihlédnutím k (6.4) dostáváme  
 

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).i j ij i j jk ki j i ik kj

k k

a a x t a a x x t a a x x t+ = − = − −∑ ∑ɺ  

 

Odtud máme                           a systém (6.3) na Kn(C) je invariantním pod-
systémem (6.4). Systém (6.3) na Kn(C) je regulární, má pozitivní integrál 

∑
<

− +=
ji

ijijji xxaaE )(2 1
2  a je systémem hydrodynamického typu. 

0 0( ) ( )ij jix t x t= −ɺ ɺ

2 2/ 0,ijF x∂ ∂ =

/ 0ij ijx x∂ ∂ =ɺ

( )ij jix x= −

0 0( ) ( )ij jix t x t= −ɺ
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7 PRVNÍ INTEGRÁLY SYSTÉMU 
EULEROVÝCH ROVNIC 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Eulerovy pohybové rovnice n-dimenzionálního tuhého tělesa, otáčejícího se 
kolem pevného bodu, mají kromě integrálů pohybu Tr(M2k), 1 ≤ k ≤ n/2, 
nezávislých na prostoru úhlových rychlostí a integrálu energie E1 = – 4–1Tr(M, 
ΩΩΩΩ), ještě sérii prvních integrálů 
 

2
0,1,...,

( ) Tr ,
k s

L
=

 
=  

 
∑Ω AΩA ΩAk s-k  

 

kde s ≥ 0 je celé číslo. Pro ΩΩΩΩ = (xij), xij = –xji, 
 

   ( )2 1 1( ) .i j s s

s ij i j

i j i j

a a
L x a a

a a

+ +

<

+
= − −

−∑Ω  (7.1) 

 

Tím, že platí 
 

( )1 1 1

1

d
( ) 2 2

d

2 ( ) 0,

s s s

s i j ij ik kj i ij jk ki

i j k ijk

s

i ij jk ki ik kj ji

i j k

L a a x x x a x x x
t

a x x x x x x

+ + +

<

+

<

= − − = − =

= − + ≡

∑ ∑ ∑

∑∑

Ω

 

 

L2(ΩΩΩΩ) je integrálem pohybu systému Eulerových rovnic. Integrály L2(ΩΩΩΩ) 
jsou zobecněním klasických integrálů E1 a Tr(M

2): 
 

2
0 1

2 2 1 2
1

( ) ( ) 2 ,

( ) ( ) 2 Tr( ).

i j ij

i j

i j ij

i j

L a a x E

L a a x

<

−

<

= − + = −

= − + =

∑

∑

Ω

Ω M
 

 

Orbitou OM momentu M nazýváme třídu ekvivalence momentů, pře-
cházejících v M při ortogonálních transformacích prostoru Rn: OM = 
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                                     . SO(n) je grupa rotací n-dimenzionálního Euklei-
dova prostoru, tedy konfiguračního prostoru n-dimenzionálního tuhého 
tělesa upevněného v bodě. Lieovou algebrou této grupy je n-dimenzionální 
prostor úhlových rychlostí. V algebře grupy G = SO(n) je komutátor obyčej-
ným vektorovým součinem. Integrály Ls(ΩΩΩΩ) pro 0 ≤ s ≤n – 2, s ≠ 1, nezacho-
vávají konstantní hodnoty na OM na rozdíl od integrálů Tr(M

2k). Orbita OM 
je zadána hodnotami integrálů Tr(M2k). Jestliže zapíšeme Eulerovy rovnice 
ve tvaru 
 

2 2d
( ) ,

d t
ξ ξ ξ + = + + M A M A Ω A  

 

s nezávislým komplexním parametrem ξ, můžeme se přesvědčit, že výraz 
Tr((M+ξA2)k) je integrálem pohybu Eulerových rovnic s polynomickou 
závislostí na ξ ∈ C (k ≥ 2 je celé číslo) a C, stejně jako dříve, je množina 
komplexních čísel. Pak ovšem koeficient al,k(M,A) při ξ l v zápisu 
Tr((M+ξA2)k) (0 ≤ l ≤ k – 2) je integrálem Eulerových rovnic s polyno-
mickou závislostí na aj a také na elementech mij matice M. Jelikož matice M 
je antisymetrická, M´ = – M, máme 
 

2 2 2Tr(( ) ) Tr((( ) ) ) Tr(( ) )k k kξ ξ ξ′+ = + = − +M A M A M A  
 

a alk (M, A) ≡ 0 pro lichá k – l. Při daném k je počet nenulových integrálů, 
různých od a0,k = Tr(M

k), roven číslu (k – 1)/2. Celkový počet nenulových 
integrálů pohybu al,k(M, A), lišících se od Tr(Mk), pro sudé n je 2 
(1 + 2+ … + (n – 2))/2 = n(n – 2)/4 a 2(1 + 2 + … +  (n – 3)/2) + (n – 1)/2 = 
= (n – 1)2/4 pro liché n. Dimenze orbity OM je pro téměř libovolné M rovna 
n(n – 1)/2 – [n/2]. Odtud dostáváme, že na OM počet integrálů alk(M,A) 
s nekonstantními hodnotami na OM je roven jedné polovině dimenze OM. 
 Vraťme se k integrálům Ls(ΩΩΩΩ). Lze je zapsat ve tvaru lineární kombinace 
integrálů ak–2,k (M, A) s koeficienty závisejícími na A, avšak nikoliv na ΩΩΩΩ: 
 

2,3,...,
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−
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= = + =

=

=
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Podle (7.1) musí csk(A) vyhovovat lineárním rovnicím 
 

   ∑
=

++−− −=−
nk

s

j

s

i

k

j

k

iks aaaac
,...,3,2

11)1(2)1(2
, .)(  (7.2) 

 

Pro liché s řešením (7.2) jsou 1
1,
=ksc  pro k1 = (s+3)/2 a cs,k = 0 pro k≠k1. 

Dodejme, že (7.2) a  
 

   ∑
=

+− =+
nk

s

is

k

iks acac
,...,3,2

1
1,

)1(2
,  (7.3) 

 

jsou systémy ekvivalentní. V (7.3) je cs,1 konstanta nezávisející na i. Vši-
mněme si, že systém (7.3) má protějšek v tvrzení o dělitelnosti polynomu 

1 2( 1)
1( ) s k

sk sG c cλ λ λ+ −= − + +∑  charakteristickým polynomem F(λ) = 

= det | λE – A | matice                                   , kde je g(λ) polynom stupně 
n – 2. Nechť s je liché a 1

0,1,...2 2

( ) .s j

j

j n

G λ λ γ λ+

= −

= − + ∑  Tehdy rovnice γ2k+1 = 

= 0 pro 2k≠s, γs+1 =  –1 tvoří lineární systém řádu n – 1, kterému vyhovují 
koeficienty g(λ). Tento systém má jediné řešení, neboť odpovídající 
homogenní systém nabývá nulových hodnot v bodech (a1, a2, …, an, –a1, 
–a2, …, –an) a je tedy identicky roven nule. 

: ( ) ( ) ( )G g Fλ λ λ=A
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8 SIMPLEKTICKÁ STRUKTURA NA 
ORBITÁCH, INVOLUCE INTEGRÁLŮ 
A ÚPLNÁ INTEGRABILITA SYSTÉMU 
EULEROVÝCH ROVNIC 

 
 
 
 
 
 
Začneme výkladem simplektické struktury na varietě. Budiž M2n dife-
rencovatelná varieta dimenze 2n. Simplektickou strukturou na M2n nazvěme 
uzavřenou nedegenerovanou diferenciální 2-formu (značíme ji zde ω2) na 
M

2n: dω2 = 0; pro všechna ξξξξ≠0 existuje ηηηη takové, že ω2(ξ, η) ≠ 0; 
ξ, η ∈ TMx. Dvojice (M 

2n, ω2) se nazývá simplektickou varietou. 
 Pro ilustraci uvažme lineární prostor R2n se souřadnicemi pi, qi a nechť 

∑ ∧= .dd2
ii qpω  Pak (R2n, ω2) je simplektická varieta a pro n = 1 dvojice 

(R2n, ω2) je rovina (plocha). 
 Následující příklad objasňuje pojem simplektické variety v dynamice 
[13, 14]. Nejdříve si připomeňme pojem tzv. tečného bandlu. Označme TaR

n 
množinu všech vázaných vektorů na Rn s počátkem v bodu a a nazvěme ji 
tečným prostorem k Rn v bodě a. Sjednocení všech tečných prostorů 

n

n n n n

R

T T
∈

= = ×a

a

∪R R R R  nazvěme tečný bandl prostoru Rn. Je to tedy 

číselný prostor dimenze 2n, který má přirozenou strukturu diferencovatelné 
variety. Bodem sjednocení T Rn je vektor ξ, tečný k Rn v libovolném bodě 
a ∈ Rn. Jestliže jsou (q1, q2, …, qn) lokální souřadnice na varietě R

n a (ξ1, 
ξ2, …, ξn) složky tečného vektoru v tomto lokálním souřadnicovém 
systému, pak 2n čísly (q1, q2, …, qn, ξ1, ξ2, …, ξn) je určen souřadnicový 
systém na T Rn. 
 Budiž dále V diferencovatelná n-dimenzionální varieta. Kotečným vekto-
rem variety V v jejím bodě a nezvěme 1-formu v tečném prostoru variety 
V v bodě a. Množina všech kotečných vektorů variety V v bodě a vytváří n-
dimenzionální lineární prostor duální k tečnému prostoru TVa; označme ho 
T 

∗
Va. Sjednocením všech kotečných prostorů T 

∗
Va variety V ve všech jejích 

bodech získáme bandl duální k bandlu TV, který označíme T∗
V. Uvědomme 

si, že bod duálního bandlu T 

∗
V je 1-forma v tečném prostoru variety V 
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v jejím libovolném bodě. Při zadaném souboru qi lokálních souřadnic bodu 
variety V o počtu n, taková 1-forma je zadána svými n složkami pi a 2n čísel 
pi, qi, i = 1, 2, ..., n, určuje systém lokálních souřadnic bodu T 

∗
V. Lze 

dokázat [14], že T 

∗
V má přirozenou simplektickou strukturu. V zavedeném 

souřadnicovém systému je tato struktura dána vztahem  
 

.dd...dddddd 2211
2

nn qpqpqp ∧++∧∧+∧=∧= qpω  
 

Důležitý případ přirozené struktury simplektické variety nám poskytuje 
Lagrangeova mechanika systému s konfigurační varietou V a Lagrangeovou 
funkcí L. Snadno nahlédneme, že lagrangeovská zobecněná rychlost qɺ  je 
tečným vektorem variety V a hybnost p je kotečným vektorem vedeným 
k varietě V. Kotečný bandl konfigurační variety V je fázový (p, q) prostor 
lagrangeovské úlohy. Přihlédneme-li k předchozímu výroku o simplektické 
struktuře, docházíme k závěru, že fázový prostor mechanického systému má 
přirozenou strukturu simplektické variety V. Můžeme se přesvědčit o tom, 
že Legendrova (duální) transformace nezávisí na volbě souřadnicového 
systému: tato transformace přiřazuje funkci L: TV→R1 na tečném bandlu 
funkci H: T 

∗
V→R1 na kotečném bandlu.  

 Zastavme se ještě krátce u hamiltonovských vektorových polí. Rieman-
nova struktura na varietě vytváří izomorfismus mezi prostory tečných 
vektorů a diferenciálními 1-formami. Podobný izomorfismus přisuzujeme 
rovněž simplektické struktuře. Vyjděme z následující operace: Vektoru ξ 
tečnému v bodě x k simplektické varietě (M 

2n, ω2) přiřaďme diferenciální 
1-formu 1

ξω  na TMx zápisem                               a to pro všechna xη TM∈ . 

Označme I izomorfismus T∗
Mx→ TMx a nechť H je funkce na simplektické 

varietě M2n. Tehdy je dH diferenciální 1–forma na M, které odpovídá 
v každém bodě jistý tečný vektor k M. Tak dostáváme na M vektorové pole 
IdH a toto pole nazýváme hamiltonovským vektorovým polem a H 
Hamiltonovou funkcí. V případě, kdy M2n = R2n = {(p, q)}, dospíváme 
k poli fázové rychlosti Hamiltonových kanonických rovnic d ( )I H= ⇔x xɺ  

/ , / .H H⇔ = −∂ ∂ = ∂ ∂p q q pɺ ɺ  
 Vraťme se k našemu původnímu záměru, popsat simplektickou strukturu 
na orbitách Eulerova systému. 
 Budiž M moment hybnosti v pohybové rovnici                 n-dimen-
zionálního tuhého tělesa a OM jeho orbita. Libovolný tečný vektor k orbitě 
OM v bodě M píšeme ve tvaru ξ = [M, α], kde α je jistá antisymetrická 
matice. Tvrdíme, že na OM existuje simplektická struktura daná nedegene-
rovanou uzavřenou diferenciální 2-formou 1 2( , )ω ξ ξ . Podle [6] forma 

1 2( ) ( , )=ω η ω η ξξ

[ ],=M MΩɺ
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                                           , kde                      a jí zadaná simplektická struk-
tura byly poprvé použity v teorii reprezentace nilpotentních Lieových grup. 
Na prostoru antisymetrických matic so(n) je definován nedegenerovaný 

skalární součin                            . Hodnota formy                                            
                                 , kde ξ j = [M,αj], nezávisí na tom, jak zvolíme αj při 
zadaném ξj. Protože                              , platí                                      Forma 
ω je nedegenerovaná a tak pro libovolná ξ1≠0 existuje 2 ( )n∈α so takové, že 

                   a                                     . Nyní je třeba přihlédnout k obecným 
vlastnostem dynamických systémů se symetrií [6]. Víme, že jednopara-
metrická grupa symetrií dynamického systému určuje jeho první integrál. 
Charakterizuje-li systém grupa symetrií, setkáváme se s několika takovými 
integrály. Jejich hladiny vytvářejí ve fázovém prostoru systému invariantní 
variety fázového toku, které podgrupa symetrií z tohoto prostoru tyto variety 
„ponechává na místě“ (jejich polohy se ve fázovém prostoru nemění). 
V mnoha případech je možno uvažovat o faktorové varietě invariantní 
variety podle této grupy. V našem případě je to orbita OM, která je fa-
ktorovou varietou působení ortogonální grupy SO(n) na sebe levou translací. 
Proto je forma ω uzavřená a zadává na OM simplektickou strukturu. 
 Vektorové pole ξ, které je tečným polem orbity OM, nezveme hamilto-
novské, jestliže na OM lokálně existuje funkce H (nazývaná hamiltoniánem) 
taková, že                                     , a to pro libovolná x∈OM a v bodě x tečný 
vektor η k orbitě OM; (∂ηηηηH(x) je derivace H podle vektoru η). 
Hamiltonovské vektorové pole ξ s hamiltoniánem H označíme ξH. 
Všimněme si toho, že forma ω definuje Poissonovu závorku pro funkce F1, 
F2 na OM: { } ).,(,

1212
2)(1)(21 FFFFFF

FF
ξξωξξ =−∂=∂=  Funkce F1 a F2 jsou 

v involuci, jestliže {F1,F2} = 0. 
 Eulerova rovnice určuje simplektické vektorové pole ξE na OM s ha-
miltoniánem E = 2 

-1(M,Ω ) = –2-1Tr(MΩ ) = 2-1∑ −+
ji

jiijm
,

12 ,)( λλ  ohrani-

čeným na OM kvadratickou formou s antisymetrickou maticí M = (mij). 
Derivací E podle vektoru η (je to matice, pro kterou ′ = −η η  a ′η  je matice 
transponovaná k matici η) dostáváme (v maticovém tvaru) 
 

1

,

( ) Tr( ) ( , ).ij ij i j

i j

E mη λ λ −∂ = + = − =∑η ηΩ η Ω  

 

Tečný vektor η orbity OM v bodě M vyjádříme ve tvaru η = [M,α ] s maticí 

a = – a. Eulerova rovnice definuje vektorové pole [ ],=ɺM M Ω , tečné k OM. 

[ ]1 2 1 2( , ) Tr( , )= −ω ξ ξ M α α ,j j
 =  ξ M α

( , ) Tr( )= −α β αβ [ ]1 2 1 2( , ) ( , , )= =M α αω ξ ξ

1 2 2 1( , ) ( , )= = − αξ ξ ξ

1 2 2 1[ , ] [ , ]= −α α α α 1 2 2 1( , ) ( , ).= −ω ξ ξ ω ξ ξ

1 2( , ) 0≠ξ α 1 2 1 2( , ) ( , ) 0= ≠ω ξ ξ ξ α

( , ) ( ) ( )H= ∂ηω η ξ x x
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Z definice diferenciální formy ω vyplývá, že                                        
                                               a tedy                
 Bylo dokázáno (citujeme podle [6], že pro integrály Ls(Ω), Lk(Ω) na 
každé orbitě OM dostáváme {Ls,Lk} = 0 a podmínku {F1,F2} = 0 splňují 
rovněž integrály pohybu                                       kde hj je celé kladné číslo 
a ξj komplexní parametr. Odtud nahlédneme, že i integrály ai,k(M,A) 
Eulerovy rovnice vyhovují této rovnosti a to na každé orbitě OM. Pro téměř 
libovolné M je počet integrálů ai,k Eulerova systému nezávislých na orbitě 
OM roven polovině dimenze OM. Protože integrály ai,k splňují podmínku 
involuce, Eulerovy rovnice (podle Liouvilleova teorému) jsou plně integra-
bilním hamiltonovským systémem na orbitě OM.  

[ ]( , , ) ( , ) E= = = ∂M α Ω η Ω η .E=M ξɺ

2Tr(( ) ),j j jF hξ= +M A

( , ) =η Mω ɺ [ ]( , , ) =M α Ω
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9 POHYBOVÉ ROVNICE ZOBECNĚNÉHO 
TUHÉHO TĚLESA A JEJICH VZTAH 
S ROVNICEMI HYDRODYNAMIKY 

 
 
 
 
 
 
 
Konfiguračním prostorem tuhého tělesa otáčejícího se kolem pevného bodu 
je grupa rotací G = SO(3) trojdimenzionálního Eukleidova prostoru. Eulero-
vy rovnice takového tělesa mohou být zapsány jako rovnice tečného vektoru 
ke geodetice levoinvariantní Riemannovy metriky na SO(3) (metrika je za-
dána kinetickou energií tělesa). Eulerovu pohybovou rovnici dokonalé teku-
tiny taktéž můžeme chápat jako pohybovou rovnici po geodetice. Zobecně-
ným tuhým tělesem rozumíme systém s konfiguračním prostorem – Lieovou 
grupou – nulovou potenciální energií a kinetickou energií zadávající levo (či 
pravo) invariantní metriku na G, rovnající se pozitivně definitní kvadratické 
formě na Lieově algebře g grupy G. Podle principu nejmenší akce k pohybu 

zobecněného tuhého tělesa dochází na geodetice této metriky na G.  
 Aplikace vztahů spojených s konečnědimenzionálním zobecněným těle-
sem na oblast v hydrodynamice mohou někdy poskytnout užitečné infor-
mace. Tak je tomu například v otázkách prediktability přenosu hmoty ji-
stými dvojdimenzionálními hydrodynamickými toky, kde se uplatní vztah 
pro Gaussovu křivost grupy G s jednostrannou invariantní metrikou. Je třeba 
mít na paměti, že s rovnicemi hydrodynamiky jsou spojeny nekonečně-
dimenzionální grupy transformací a ne všechny vlastnosti konečnědimen-
zionálních zobecněných tuhých těles mají reálné protějšky v hydrodyna-
mice.  
 Je známo, že na konečnědimenzionálních Lieových grupách s jedno-
stranně invariantní metrikou je možno geodetiky této metriky v čase 
neomezeně prodlužovat na obě strany (viz kap. 12). Máme-li na mysli právě 
řešení Eulerovy pohybové rovnice dokonalé homogenní tekutiny v troj-
dimenzionální oblasti D, lze ho, jak víme, interpretovat jako časovou 
závislost tečného vektoru geodetiky pravoinvariantní Riemannovy metriky 
na grupě SDiffD zachovávající objemy vzájemně jednoznačných zobrazení 
D → D, hladkých spolu s inverzními zobrazeními. Přesněji řečeno, budiž ηt 
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geodetická pravoinvariantní metrika v oblasti D a nechť vt = (d/dt) ηt je 
vektor rychlosti podél geodetiky. Jestliže položíme                      bude ut 
vektorovým polem na D tečným k okraji ∂D oblasti D a ut bude řešením 
Eulerovy rovnice                                                          ut je tečné k ∂D a je 
zadáno pro t = 0. Veličina pt: D → D je tlak tekutiny a ∇ značí kovariantní 
derivaci. Existují důvody předpokládat, že pro typické hladké počáteční pole 
rychlosti v D existuje klasické řešení Eulerovy rovnice jen v konečném čase 
(nezávislé na počátečních podmínkách), tj. téměř všechny geodetiky na 
grupě SDiffD nelze neomezeně prodlužovat. 
 Nechť je v R3 zadáno hladké počáteční pole rychlosti velkých měřítek, tj. 
k perturbaci pole dochází toliko u vírů s měřítkem ~l0. Tyto víry naruší 
hierarchii vírů s měřítky ln~2

-n
l0. Doba působení perturbace přenášené víry 

o měřítku ln na víry s měřítkem ln+1 je řádově rovna době tn~ ln/vn, kde je vn 
typický modul rozdílu rychlosti v bodech R3 od sebe vzdálených ln. 
Kinetická energie vírů s měřítkem ln (vztažená na jednotku hmotnosti) je 

1

( ) d ;
n

n

k

n
k

E E k k
+

= ∫  E(k) vyjadřuje energetické spektrum a .1−= nn lk  Speci-

fická rychlost přenosu energie ve směru od vírů s měřítkem ln k vírům 
s měřítkem ln+1 činí                                 K perturbaci celé kaskády vírů doj-
de v čase                               Předpokládejme, že k přenosu energie ve 
spektru dochází s konstantním tokem εn = ε. Tehdy je splněn Kolmogo-
rovův-Obuchovův zákon, neboť platí vn~(εln)1/3, En~(εln)2/3, tn~ε-1/3ln2/3. 
V případě Eulerovy rovnice se nesetkáváme s intervalem disipace, ze hry 
nejsou vyloučena vysoká vlnová čísla a očekáváme, že integrál čtverce 
vorticity 
 

( )2 2 3 4 3 2 3 4 3 4 3
0

0

( )d ~ ~ ~ 2
n

2

n n n

n n n

k E k k k E l lε ε
∞

− −Ω = ∑ ∑ ∑∫  

 

roste nade všechny meze v čase, který je úměrný t+. Proto je třeba chápat 
řešení Eulerovy rovnice pro velká t ve zobecněném smyslu [6]. 
 Přistupme k pohybovým rovnicím zobecněného těžkého setrvačníku. 
V mechanice tuhého tělesa jím rozumíme každé tuhé těleso, které se může 
otáčet kolem pevného bodu. Působí-li na tuhé těleso jen tíže, je její moment 
vzhledem k těžišti roven nule. Otáčí-li se však tuhé těleso kolem pevného 
bodu, který není jeho těžištěm, je vhodné zvolit tento bod za referenční bod 
a zavést moment tíže vzhledem k němu. Takové těleso nazýváme těžkým 
setrvačníkem. Konfiguračním prostorem zobecněného těžkého setrvačníku 
je libovolná Lieova grupa a přirozenou hydrodynamickou interpretací řešení 
jeho pohybových rovnic jsou řešení Boussinesqových rovnic, které hledáme 

1,t t t

−=u v η�

/ grad , div 0;
t tt t tt p∇∂ ∂ + = =u uu u

3~ / ~ / .n n n n nE t v lε
0 0~ ~ / .nt t l v+ ∑
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ve třídě prostorově lineárních polí rychlosti a teploty. Boussinesqovy 
rovnice pro konvekci v podstatě jsou Navierovy-Stokesovy rovnice se 
členem vztlakové síly. Zaměříme-li pozornost na trojdimenzionální oblast D 
a na grupy SDiffD hladkých difeomorfismů zachovávajících objemy, ana-
logii vytvářejí Boussinesqovy pohybové rovnice nehomogenní dokonalé 
nestlačitelné tekutiny v potenciálním poli. 
 Zatímco v případě trojdimenzionálního těžkého setrvačníku máme na 
zřeteli potenciál Φ síly tíže a hustotu ρ(x) tělesa, nyní, uvažujeme-li zobec-
něný těžký setrvačník, je třeba zadat v konfiguračním prostoru tělesa, 
Lieově grupě, operaci f grupy G na jisté varietě N (např. na lineárním 
prostoru Rk), tedy zobrazení f: G × N → N, f(g1, f(g2, n)) = f(g1g2,n), kde g1, 
g2 ∈ G, n ∈ N. Dále mějme objemový element dµ na N, invariantní vůči f, 
hladkou funkci Φ na N-potenciál v prostoru a nezápornou funkci ρ(x) na N, 
hustotu tělesa. Mimoto na Lieově algebře g Lieovy grupy G zadáme pozitiv-

ně definitní kvadratickou formu T(ξξξξ), ξξξξ ∈ g, určující kinetickou energii 

tělesa. Budeme předpokládat, že ( )d ( )=1ρ µ∫ x x . Potenciální energii tělesa 

U (s hustotou ρ(x)), při potenciálu tíže Φ nazveme funkci na G: 

( ) ( ) ( ( , ))d ( ).U g f gρ µ= Φ∫ x x x  Jestliže vztáhneme úhlovou rychlost k sou-

řadnicovému systému pevně spojeným s tělesem, pak, je-li g∈G a gɺ  tečný 
vektor k G v g, pro tuto rychlost Ω dostáváme                               .  Levou 

translací                      převádějící h∈G do g–1h, je převedeno      do tečného 
prostoru k G v její jednotce, tj. v g. 
 

 Poznámka 9: rychlost otáčení ɺg  tělesa je tečný vektor ke grupě v bodě g. Abychom 

získali úhlovou rychlost ω , je třeba převést tento vektor do tečného prostoru ke grupě 
v jednotce, tj. do algebry. Lze tak učinit dvěma způsoby: levou a pravou translací. 
Výsledkem těchto operací jsou dva různé vektory v algebře;                                 
                            V prvém případě jde o „úhlovou rychlost v tělese“ (corps), v druhém 
případě o „úhlovou rychlost v prostoru“ (space). 
 

 Poznámka 10: budiž G reálná Lieova grupa a g její Lieova algebra, tj. tečný prostor 

grupy v jednotce s komutátorem [ , ]. Lieova grupa působí na sebe levou a pravou translací: 
pro každý element g grupy G jsou definovány difeomorfismy grupy G do G takové, že  
 

: , ; : , .
g g g g

L G G L h gh R G G R h hg→ = → =  
 

Indukovaná zobrazení tečných prostorů označíme 
 

* *: ; :
g h gh g h hg

L TG TG R TG TG→ →  
 

pro každé h z grupy G. 

1( , ) ( )
g

g L − ∗=Ω g gɺ ɺ

1 :g
L G G− → gɺ

1 *
,

c g
L −= ∈ω gɺ g

1*
.

s g
R −= ∈ω gɺ g
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Difeomorfismus 1 gg
R L−  nazýváme vnitřní automorfismus grupy. Toto zobrazení pone-

chává na místě jednotku grupy. Jeho derivace v jednotce je lineární zobrazení algebry, tj. 
tečného prostoru grupy v jednotce, na sebe. 
 

 Kinetickou energii tělesa nazýváme funkci r2 ve fázovém prostoru, 
kvadraticky závisející na 2: ( , ) ( ( , )).r g T g=ɺ ɺ ɺg g Ω g  

 Její dvojnásobek udává levoinvariantní Riemannovu metriku na G. 
Eulerova rovnice (pro úhlovou rychlost v tělese) zobecněného tuhého tělesa 
je pohybovou rovnicí po geodetice dané Riemannovy metriky. Operátor 
setrvačnosti, převádějící úhlovou rychlost na moment hybnosti (kinetický 
moment) v souřadnicovém systému pevně spojeným s tělesem, je symetri-
cký lineární operátor I z algebry g Lieovy grupy G do konjugovaného pro-

storu g* lineárních forem na g takový, že (Iξ,ξ) = 2T(ξ). Pohybovými 

rovnicemi zobecněného těžkého setrvačníku se nazývá Eulerův-Lagrangeův 
systém pro extremálu funkcionálu akce odpovídajícího Lagrangeově funkci 
 

   2( , ) ( , ) ( )A g r g U g= −g gɺ ɺ , (9.1) 
 

tj. skutečné orbity zobecněného těžkého setrvačníku v jeho konfiguračním 
prostoru jsou extremály časového integrálu 
 

∫ ∫ −==
2

1

2

1

d)(d 2
t

t

t

t

tUrtAF  

 

mezi všemi přípustnými orbitami s týmiž krajními body. 
 Dříve než pokročíme dále, připomeňme si zde pojmy adjungovaná 
(adjoint) a koadjungovaná (coadjoint) reprezentace grupy (viz též odst. 
12.3). Budiž G reálná Lieova grupa a g její Lieova algebra. Adjungovaná 

reprezentace grupy G je zobrazení grupy do prostoru lineárních operátorů na 
algebře: Ad(g) = Adg, g ∈ G. Adg je homeomorfismus algebry, tj. Adg[ξ, η] = 
= [Adgξ, Adgη], ξ a η jsou z g. Zobrazení Ad je diferencovatelné. Uvažme 

jeho derivaci v jednotce grupy. Tato derivace je lineární zobrazení z algebry 
do prostoru lineárních operátorů na algebře. Příslušné zobrazení označíme 
ad a jeho obraz při působení na element ξ jako adξ. Je  tedy adξ endo-
morfismus algebry a platí ad = Ad*e: g→End g, 

0
ad d/d Ad ;tt e

t
=

= ξξ  etξ je 

jednoparametrická grupa s tečným vektorem ξ. V termínech jedné algebry 
píšeme adξηηηη = [ξ, η], kde [ , ] je komutátor. Operátor duální k operátoru Adg 
zobrazuje tečný prostor grupy v její jednotce do sebe. Značíme                      
a píšeme (                                     Operátory          kde g probíhá Lieovu gru-

* * *Adg →: g g
*Ad , ) ( ,Ad ).
g g

≡ξ η ξ η *Ad ,
g
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pu G, vytváří reprezentaci této grupy, tj. platí                             a hovoříme 
o koadjungované reprezentaci grupy. Tato reprezentace hraje důležitou úlo-
hu ve všech otázkách spojených s (levo) invariantními metrikami na grupě. 
Poznamenejme, že        je lineární operátor v duálním prostoru k algebře g 

a                      Operátor        je sdružený s                                               pro 
všechna η ∈ g*, ξ ∈ g. Někdy je výhodné označit operaci ad* složenými 

závorkami, které značí bilineární funkci z g×g* do g*:                         kde 

ξ ∈ g, η ∈ g*. Tato bilineární funkce je spojena s komutátorem v algebře 

identitou  
 Vraťme se k pohybovým rovnicím zobecněného těžkého setrvačníku a 
povšimněme si, jaké vektorové a skalární veličiny jsou definovány na orbitě 
g(t) tohoto tělesa. Jsou to úhlová rychlost Ω(t) v souřadnicovém systému 
pevně spojeným s tělesem, moment hybnosti M(t) = IΩ(t) a potenciál 
ϕ(x,t) = ΦΦΦΦ(f(g(t),x)); úlohu vektoru momentu vnějších potenciálních sil pů-
sobících na trojdimenzionální těžký gyroskop přebírá nyní funkce Kϕ(t)∈g

*; 

*( , ) ( )(d , )d ( ),fϕ ρ ϕ µ= −∫ xK ξ x ξ x  kde ξ ∈ g, f*ξ je vektorové pole na N 

jako infinitezimální část akce f:                                   V případě trojdimen-
zionálního těžkého setrvačníku je Kϕ vektor momentu vnějších sil působí-
cích na těleso. Potenciál ϕ splňuje rovnici *( , ) (d , ( )),t f tϕ ϕ= xx Ωɺ  kde je 

dxϕ gradient ϕ v bodě x ∈ N. Ukážeme, že pohybové rovnice zobecněného 
těžkého setrvačníku s Lagrangeovou funkcí (9.1) mají tvar 
 

   .)(ad)( )(
*

)( tt tt ϕKMM Ω +=ɺ  (9.2) 
 

Pro ϕ(t) ≡ 0 přechází rovnice (9.2) na Eulerovy rovnice pro pohyb zobec-
něného tuhého tělesa.  
 

Připomeňme si, že pro nás jsou Lieovy grupy většinou grupy matic. Řešení funkcionální 
rovnice pro matice g (s+t) = g (s).g(t) v jistém okolí čísla 0 je g(t) = expA(t), kde A se 

nazývá infinitezimální maticí. Přitom  
 

0

( )
exp( )

!

m

m

t
t

m

∞

=

= ∑
A

A  

 

a platí dg(t)/d(t)|t = 0 = A. Označuje-li a tečný vektor v jednotce křivky g(t), získáme 
jednoznačnou korespondenci a ↔ A mezi algebrou g (G) a množinou všech infinite-

zimálních matic g*(G). Přitom součet a násobení skalárem se v této korespondenci zacho-

vává. Ještě dodejme, že vektoru [a, b] odpovídá matice [A, B] = AB – BA. 

* * *Ad Ad Adgh h g=

*adξ
* * *ad : .→ξ g g

*adξ
*ad : (ad , ) ( ,ad )≡ξ ξ ξη ξ η ξ

{ }*ad , ,=ξ η ξ η

{ }( ) [ ]( ), , , , .=ξ η ξ η ξ ξ

0(d/d ) (exp ) .f εε ε =ξ
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 Orbita g(t) zobecněného tuhého setrvačníku je zadána křivkou g(t) v g: g(t) = exp(At). 

Pro A → 0 platí rozvoj 1 22 [ , ] ( )O−= + +Ω A A A Aɺ ɺ . Snadno se o tom přesvědčíme, neboť 

expA exp(εΩ ) = exp(A+ε Aɺ + O(ε2))expA expB = exp(A + B + 2–1 [A, B] + O(A2) + 
O(B2)) pro  matice A, B → 0. Odtud dostáváme předchozí vztah pro Ω .  
 

 V proměnných a, aɺ  pro g z dostatečně malého okolí jednotky grupy G 
lze Lagrangeovu funkci (9.1) zapsat ve tvaru ( , ) ( , ),A L=g g a aɺ ɺ  2 ( , )r =g gɺ  

( , ),T= a aɺ  ( ).U U= a Nutná podmínka extrému funkcionálu L je vyjádřena 

Eulerovou-Lagrangeovou rovnicí (v souřadnicích a, aɺ ) 
 

d
0.

d

L L

t

∂ ∂  − = ∂ ∂ a aɺ
 

 

Poznámka 11: symbol O(hp) (p je přirozené číslo), popisuje asymptotické chování chyby 
aproximace pro h→0. Platí-li 
 

0

( )
lim 0,

p
h

f h
C

h→
= ≠  

 

píšeme f(h) = O(hp). Tento fakt pak vystihuje vztah 
 

1( ) ( );p pf h Ch O h += +  
 

v rozvoji f do mocnin h tedy chybí členy h0, h, …, hp-1. 
 

 Položme a(0) = 0. Tehdy (0) .=a Ωɺ  S přihlédnutím k tomuto zápisu 

a vztahu pro ( , )L a aɺ  dojdeme k rovnici ( ( , )L a aɺ  je prvek g*) 
 

1 * 22 ad ( ).
L T

O a−∂ ∂
= = − +

∂ ∂ aM M
a aɺ ɺ

 

 

Poté dostáváme 
 

1 *
0

d ( , )
2 ad .

d a

L

t

−
=

∂
= −

∂ Ω

a a
M M

a

ɺ
ɺ

ɺ
 

 

Výpočtem gradientů ∂T/∂a, ∂U/∂a získáme vztahy 
 

1 * 1 *
0

,

( , )
2 ad 2 ad ,

L T U

T − −
=

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
∂

= =
∂ Ωa a

a a a

a a
M M

a
ɺ

ɺ
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0 0

*

, ( ) ( (exp , )), )d ( )

( )(d , ) d ( ) ( , );

a

U
f

f

= =

∂ ∂   =   ∂ ∂   

= = −

∫

∫

a

x

ξ x a x ξ x
a a

x ξ x K ξϕϕϕϕ

ρ Φ µρ Φ µρ Φ µρ Φ µ

ρ ϕ µρ ϕ µρ ϕ µρ ϕ µ
 

 

v posledním zápisu uvážíme definiční vztah pro moment vnějších sil Kϕ. Na 
základě zde napsaných formulí posléze dospíváme k pohybové rovnici 
zobecněného tuhého setrvačníku ve tvaru (9.2). Rovnice (9.2) platí pro 
všechna t a nezávisí na předpokladu g(0) = e. 
 Jestliže vyjdeme ze souřadnicového systému pevně zvoleného v prostoru 
a chceme-li v něm napsat rovnici (9.2), je třeba přejít od veličin spojených 
s tuhým tělesem k veličinám vztaženým na prostor. To lze provést pomocí 
koadjungované reprezentace Ad grupy G na g: Adga = gag 

–1 pro g ∈ G, a ∈ g. 

S operátorem Adg na g je spojen konjugovaný operátor Ad
* na g*. Budiž g(t) 

orbita zobecněného těžkého setrvačníku. V souřadnicovém systému pevně 
zvoleným v prostoru pak jsou dány vektorové veličiny: úhlová rychlost 
v prostoru ω(t) = Adg(t)Ω(t), moment hybnosti (kinetický moment) v pro-
storu                                   hustota v prostoru                                         a mo-
ment vnějších sil v prostoru                              Podle definice je  
 

*( , ) (d ( , ), ( )),R t R x t f t= − xx ωɺ  
 

kde dxR(x, t) je gradient funkce R(x, t). Rovnice (9.2) poté nabývá tvaru 
 

   Φ=m kɺ . (9.3) 
 

Hodnota momentu kΦ∈g
* pro ξ ∈g je dána integrálem 

 

1

*
* ( )

( , ) ( , )(d , )d ( ) (Ad , ).
g t

R t fΦ ϕΦ µ −= − =∫ xk ξ x ξ x K ξ  
 

K odvození vztahu (9.3) z (9.2) je užitečná formule                              
                                           vyplývající ze zápisu pro úhlovou rychlost v sou-
řadnicovém systému pevně spojeným s tělesem. Poté bude 
 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1 1

*

( ) ( )

( ) ( )

* *
( ) ( ) ( ) ( )

d d d
( , ) ( , ) Ad , ,Ad

d d d

( ,Ad ) , Ad , ( )

ad ,Ad ,Ad Ad , ( , )

g t g t

g t g t

t g t g t g t

t t t

t

ϕ ϕ Φϕ ϕ Φϕ ϕ Φϕ ϕ Φ

− −

− −

− − −

= = = =

 = + = 

= − = = =Ω

m ξ m ξ M ξ M ξ

M ξ M ξ Ω

M M ξ K ξ K ξ k ξ

ɺ

ɺ

ɺ

 

a formule (9.3) je dokázána. 

1

*

( )
( ) Ad ( ),

g t
t t−=m M 1( , ) ( ( ( ), ))R t f g tρ −=x x

1

*

( )
Ad .

g t ϕΦ −=k K

1 ( )
(d/d )Ad

g t
t − =ξ

1 ( )
Ad , ( ) , ,

g t
t−

 = ∈ ξ Ω ξ g
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 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice zobecněného těžkého setrvačníku 
zapsané v prostoru duálním k algebře g lze uvést v jazyku samotné algebry 
g. K tomu nám poslouží operátor                                     (A(G) je iner-
ciálním operátorem), tedy A-1: g*→g. V našem případě je prostor duální 
k algebře (tedy g*) prostorem momentů hybnosti. Vektor momentu hybnosti 
leží v kotečném prostoru ke grupě G v bodě g a lze ho převést do jednotky 
grupy levou či pravou translací. Uvažujeme-li Eulerův-Lagrangeův systém 
na G s Lagrangeovou funkcí 1*( , ) ( ) ( ), , ,

g
A g g T U g R g g G−= − = ∈ ∈ɺ ɺ gω ω  

přechází (9.3) na 
 

   *ad .= − +ɺ
ω Φm m k  (9.4) 

 

 Forma 2T(ω) definuje pravoinvariantní Reimannovu metriku na G. 
Jestliže tedy kinetická energie zobecněného těžkého setrvačníku zadává 
pravoinvariantní Reimannovu metriku, pro m platí (9.4) a ω splňuje rovnici 
 

),(),( Φkωωω +−= Bɺ  
 

kde je (ξ,η)
g 
skalární součin na g, daný kvadratickou formou 2T(ξ), 

(k (ΦΦΦΦ),ξ)g = (kΦΦΦΦ, ξ); B(ξ, η) je element g takový, že [ ]( ( , ), ) ( , , )B =
g g

ξ η ξ ξ η ξ . 
 

Poznámka 12: abychom se přesvědčili, že 2T(ω) určuje na G pravoinvariantní metriku, 
uvažme zápis                            Dále nechť exp(ωτ)g(t), g(t) ∈ G, ω ∈ g, τ << 1 je přenos 
odpovídající pohybu g při elementárním pootočení úhlovou rychlostí ω v čase τ << 1. 
Funkce exp(ωt) (ω je infinitezimální matice) tvoří jednoparametrickou grupu rotací 
s úhlovou rychlostí ω. Jestliže 0(d/d ) exp( ) ,gττ τ==ɺg ω  je zřejmé, že ω získáme z ɺg  
pravou translací. Tvrzení o tom, že kinetická energie pohybující se tekutiny určuje také 
pravoinvariantní Reimannovu metriku na grupě difeomorfismů SDiffD proudové oblasti D 
se dokazuje analogicky. Ukáže se, že pole rychlosti v se získá z vektoru ɺg  tečného ke 
grupě v g pravou translací. 

1 *: ( ) ( )g g gA T G T G− →

1* .
g

R −= ∈ω gɺ g
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10 POHYBOVÉ ROVNICE 
n-DIMENZIONÁLNÍHO TĚŽKÉHO 
SETRVAČNÍKU 

 
 
 
 
 
 
 
Těžké n-dimenzionální těleso je zvláštním případem zobecněného těžkého 
setrvačníku s grupou G = SO(n) ortogonálních pohybů s operací G na 
Eukleidově prostoru Rn = N a s potenciálem Φ ve směru homogenního pole 
F na Rn: F = –gradΦ = konst. Gradient potenciálu v souřadnicovém systému 
pevně spojeným s tělesem nezávisí na x: –gradϕ (x, t) = γ (t), |γ (t)| = 
= konst | [6]. 
 Nechť je těleso upevněno v bodě 0 ∈ Rn Podle definice               
                                       kde je dx objemový element v Eukleidově prostoru 
Rn a ξ antisymetrická matice, ξ ∈ so(n). Protože pro vektor f*ξ(x) dostává-
me f*ξ(x) = ξ⋅⋅⋅⋅x, kde je ξ odpovídající antisymetrický operátor, bude 
 

   ( , ) ( )( ( ), ) d ,nt= ⋅∫K ξ x γ ξ x xϕϕϕϕ ρρρρ  (10.1) 
 

kde je (x, y)n skalární součin vektorů v R
n. Pro libovolnou dvojici vektorů 

a, nR∈b  lineární operátor ba ∧  v Rn je určen hodnotami skalárního 
součinu n),)(( dcba ∧  pro všechna :, nR∈dc  
 

.
),(),(

),(),(
),)((

nn

nn

n
cbca

dbda
dcba =∧  

 

V ortonormované bázi v Rn jsou maticové prvky operátoru ba ∧  zadány 
vztahem ( ) .ij i j j ia b a b∧ = −a b  Na algebře g = so(n) antisymetrických matic 

máme dán pozitivně definitní skalární součin 1, 2 Tr( )−〈 〉 =ξ η ξη  se sou-
činem matic ξη, lišící se konstantním faktorem od formy ( , ) =ξ η  

Tr(ad ad ) ( 1)Tr( )n= = −ξ η ξη . Pomocí skalárního součinu 〈ξ,η〉 ztotožníme 

( , )ϕ =K ξ

*( )(d , ) d ,ρ ϕ= −∫ ξxx f x
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g s g*. Tehdy [ ] ,ad,ad* ξξηξ ηη −=−=  kde *,∈ ∈ =g g gη ξ . Můžeme se 

přesvědčit, že pro nR∈ba,  a ∈gξ  dostaneme  
 

   ( , ) ,n⋅ = 〈 ∧ 〉a ξ b a b ξ . (10.2) 
 

Z (10.2) vyplývá, že ( , ) ( ( ), ) ( ), ,nt t= ⋅ = − < ∧ >K ξ γ ξ p p γ ξϕϕϕϕ g
 kde 

xxxp d)(∫= ρ  je polohový vektor těžiště (v tělese). Poznamenejme, že 

γ(t) = g–1(t)F(g(t)) je orbita na konfiguračním prostoru SO(n). Při ztotožnění 
g a g* pomocí skalárního součinu 〈ξ,η〉 bude ( )t= − ∧ ∈K p γϕϕϕϕ g  a z (9.2) 

nalezneme pohybovou rovnici n-dimenzionálního tuhého setrvačníku 
v homogenním poli F ve tvaru 
 

   [ ], ( ) , ( ) ( ) ( ).t t t t= + ∧ = −M M Ω γ p γ Ω γɺ ɺ  (10.3) 
 

Rovnice (9.3) a vztah )),(),,((d),( * ttRtR ωx fxx −=ɺ  s nímž jsme se setkali 

v předchozím odstavci, pro odpovídající veličiny v souřadnicovém systému 
v prostoru nabývají formy 
 

   ( ), ( ) ( ) ( ),t t t t= ∧ =ɺɺm F P P ω P  (10.4) 
 

v níž je P(t) = g(t)p polohový vektor těžiště, )()(Ad)( 1
)( tggtt tg

−== ΩΩω  

udává orbitu v SO(n). 
 Lagrangeova funkce n-dimenzionálního tuhého tělesa zůstává zachována 
při ortogonálních transformacích Rn, zachovávajících pole F. S přihléd-
nutím k teorému Noetherové budou existovat integrály pohybu odpovídající 
jednoparametrickým podgrupám ( ) , ( ( ) )h s G h s⊂ =F F  transformací konfi-
guračního prostoru G, zachovávajících Lagrangeovu funkci. V tomto přípa-
dě lze vyjádřit integrály v explicitním tvaru. Je třeba uvážit k F ortogonální 
vektory a, b v Rn, tedy (a,F)n = (b,F)n =  0 a poté výraz definovaný 
předpisem ,, 〉∧〈 bam  je integrálem pohybu příslušející podgrupě rotací Rn. 
Ještě si povšimněme, že podle (10.4) 〉∧∧−〈=〉∧〈 baFPbam ,)(,)d(d, tt  
a z (10.2) dostáváme, že                                                                     neboť 
s přihlédnutím ke vztahu, jímž je dán vektorový součin ,),)(( ndcba ∧  

bude ( ) 0,∧ ⋅ =a b F  jestliže (a,F)n =  (b,F)n =  0. 
 Nechť (e1, e2, …, en) je ortonormovaná báze v Rn, e1 =  F/|F |. Tehdy 
integrály 〉∧〈 ji eem,  pro nji ≤<≤2  tvoří bázi v lineárním prostoru, 

vytvořeném integrály pohybu ., >∧< bam  Dimenze podprostoru v g, ge-

( ) , ( ( ), ( ) ) 0,nt t〈 ∧ ∧ 〉 = ∧ ⋅ =P F a b P a b F
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nerovaného ,2, njiji ≤<≤∧ee  je (n – 1) (n – 2)/2 a je o (n – 1) menší než 

dimenze g, rovná n(n – 1)/2. V souřadnicovém systému pevně spojeným s tě-

lesem, integrály >∧< bam,  mají tvar , ( ) ( )t t< ∧ >M A B  kde ,= −A ΩAɺ  

.= −B ΩBɺ  Systém (10.3) má integrály pohybu E = 12 , ( , )n
− < > −M Ω p γ  

(integrál energie) a dále integrál ( , )nγ γ . Pro n = 3, rovnice (10.3) se 

shodují s Eulerovými-Poissonovými pohybovými rovnicemi těžkého setr-
vačníku s jednotkovou hmotností. Integrál pohybu >∧< 32, eem  pro n = 3 

značí zachování projekce kinetického momentu do směru pole F. 
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11 INTEGRACE KOMPLEXNÍ ANALOGIE 
POHYBOVÝCH ROVNIC  
n-DIMENZIONÁLNÍHO TĚŽKÉHO 
TĚLESA 

 
 
 
 
 
 
Eulerova rovnice ve tvaru 

 

   [ ]d
, ,

d x
=

M
M Ω  (11.1) 

 

v níž M a Ω jsou komplexní matice s nulovou hlavní diagonálou, 
M = AΩ + ΩA a kde A je diagonální matice s prvky ai, je při reálných 
antisymetrických maticích Ω pohybovou rovnicí n-dimenzionálního tuhého 
tělesa. Matice M(x), Ω(x) jsou jednoznačně vyjádřeny pomocí komplexního 
potenciálu V(x) s nulovou hlavní diagonálou: Ω = [A,V], M = [A2,V]. Tím, 
že se při integraci jisté třídy B-systémů setkáváme s rovnicí (11.1), nabízí se 
možnost integrovat systém (11.1) zobecněním integrace B-systému v troj-
dimenzionálním prostoru; konkrétně se jedná o rovnici geodetiky na troj-
dimenzionálním anuloidu. Všimněme si, že rovnice (11.1) má tvar H-
systému (oddíl. 3) 
 

1

, ,

, 0,

( ), 3

i j

ij ii

i j ij

ij ij jk ki

i j k

a a F
x x

a a x

x F x x x−

− ∂
= ≡

+ ∂

= = ∑Ω

ɺ

 

 

s maticí symetrizátoru, která je antisymetrická a při rozdílných dvojicích ai 
je nedegenerovaná. 
Platí, že rovnice (11.1) může být přepsána do tvaru 
 

   
2

2d( )
,

d x

ξ ξ ξ−  = − − 
M A

M A Ω A  (11.2) 

 

s komplexním parametrem ξ, která je ze třídy stacionárních rovnice typu 
Kortewega de Vriesa v maticovém tvaru. 
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 Zastavme se u této rovnice a uveďme si některé její vlastnosti. Úvodem 
poznamenejme, že ne všechny první integrály rovnic klasické mechaniky 
implikuje explicitní symetrie úlohy (např. specifické integrály Keplerovy 
úlohy či úlohy o geodetikách na elipsoidu). V takových případech hovoříme 
o „skryté symetrii“ a zajímavý případ takové skryté symetrie poskytuje 
právě Kortewegova de Vriesova rovnice ut = 6uux – uxxx (indexy jako obvy-
kle představují parciální derivace podle příslušných proměnných). Je to 
nelineární parciální diferenciální rovnice, která se prvně objevila v teorii 
mělké vody. Posléze jsme se s ní mohli setkat v řadě úloh matematické 
fyziky, včetně úlohy o pohybu zobecněného tuhého tělesa. 
 Při numerických experimentech s touto rovnicí byla zjištěna udivující 
vlastnost jejích řešení s nulovými okrajovými podmínkami v nekonečnu: 
tato řešení se pro ±∞→t  „rozpadají“ na solitony. Slovo soliton je 
v současné době používáno v různých kontextech, třeba založených na 
pojmu metody obráceného rozptylu [15]. Nám zde postačí, když řekneme, 
že solitony jsou vlny určité formy, pohybující se různými rychlostmi. 
 Věnujme pozornost následujícímu příkladu, převzatému z [14]. Abychom 
dostali soliton pohybující se rychlostí c, stačí do jmenované rovnice dosadit 
výraz u = φ(x – ct). Dojdeme k rovnici 23 ,tt c dϕ ϕ ϕ= + +  kde d je parametr. 

Je to Newtonova rovnice s kubickým potenciálem. Na fázové rovině ( , )tϕ ϕ  
se u ní setkáváme s fázovým portrétem typu sedla. Separatrisa vycházející 
ze sedla a do něho se vracející (v něm je φ = 0) udává řešení směřující 
k nulovému bodu pro ±∞→x  a toto řešení je solitonem. Třebaže při 
„srážkách“ solitonů dochází k dosti složitým nelineárním interakcím, 
z numerické analýzy vyplývá, že rozměry a rychlosti solitonů se nemění. 
Tato skutečnost nachází reálný protějšek v zákonech zachování [14,15].  
 Uvažme Sturmův-Liouvilleův operátor závisející na funkci u(x) L =  – ∂2 + 
u. Pak platí, že Kortewegova de Vriesova rovnice je ekvivalentní rovnici 

[ ], ,tu L A=  kde ).(34 3 uuA ∂+∂−∂=  Důsledkem tohoto teorému je násle-

dující tvrzení: Operátory L jsou pro všechna t unitárně ekvivalentní a tak 
každé z vlastních čísel λ Sturmuvy-Liouvilleovy úlohy Lf = λ f s nulovými 
podmínkami v nekonečnu představuje první integrál Kortwegovy de Vrieso-

vy rovnice [14,15]. Tyto integrály mají tvar ∫= ,d),...,( )( xuuPI s

ss  kde Ps je 

polynom. Poznamenejme, že každý integrál Is určuje „vyšší Kortewegovu 
de Vriesovu rovnici“ tvaru                    , kde                                    je poly-
nom závisející na u, 2 1,..., .su u +′  Integrály Is jsou v involuci a jim odpoví-
dající toky ve funkcionálním prostoru komutují. Explicitní tvary polynomů 
Ps a Qs jsou popsány v termínech řešení přímé a obrácené úlohy teorie 
rozptylu na potenciálu u [14,15]. 

[ ]t su Q u= (d/d )( / )s sQ x I uδ δ=
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 Důvod, proč zde hovoříme o potenciálu vychází z možnosti zapsat 
Koertewegovu de Vriesovu rovnici jako podmínku integrability jiného 
systému nelineárních rovnic určeného parametrem k a (jakoby známým) 
řešením zkoumané rovnice. Snadno lze ověřit, že splňuje-li f (x, t) soustavu 
rovnic fxx = (u(x, t) – k

2)f,                                                  pak z podmínky 
fxxt = ftxx plyne rovnice ut+uxxx – 6uxu = 0. Ukazuje se, že podmínky 
integrability lze charakterizovat též pomocí tzv. Laxova páru operátorů nebo 
jako podmínka nulové křivosti jakési variety. Pro nás je zde podstatně 
důležitější skutečnost, že v druhé z uvedených rovnic proměnná t (čas) 
vystupuje jako parametr. Tato rovnice je dobře známa jako Schrödingerova 
bezčasová rovnice neboli Sturmův-Liouvilleův spektrální problém. Sou-
vislost Cauchyho úlohy s prvou zde napsanou rovnicí tkví v tom, že řešení 
Kortewegovy de Vriesovy rovnice vystupuje v prvém zápisu jako „potenciál 
kvantově mechanického systému“. Fyzikálně nanejvýš důležitá úloha je 
určení potenciálu u(x) (t je zde pouze parametr) z měřitelných dat kvanto-
vého systému. Tato úloha se nazývá obrácenou úlohou rozptylu. 
 Nyní s přihlédnutím k [6] již můžeme obrátit pozornost k stacionární 
rovnici typu Kortewega de Vrieseho zapsané v maticovém tvaru. 
 Ve stacionárních maticových rovnicích tohoto typu neznámou je poten-
ciál, který zde označíme V(x), aby nedošlo k záměně s rychlostí u. V(x) 
nabývá hodnot v komplexních maticích n-tého řádu s nulovou hlavní diagoná-
lou. Budiž A právě taková matice s po dvojicích rozdílnými vlastními hod-
notami, Q = QA = [A,V] – ξA, kde ξ je komplexní parametr. Řešení rovnice  
 

   [ ]AQR
R

,
d

d
=

x
 (11.3) 

 

pišme ve tvaru formální řady R = R0 + ξ
-1R1 + ξ

-2R2 +… takové, že R0 = B 
je nezávisející na x diagonální komplexní matice s po dvojicích rozdílnými 
vlastními hodnotami bi ⋅ Rj je polynom v neurčitých V, dV/dx,… , d 

j–1V/dx j–1 
(s koeficienty ve tvaru racionálních funkcí diagonálních prvků matic A, B) 
a platí Rj = 0 pro V = 0. Rovnice (11.3) je ekvivalentní nekonečnému 
systému rovnic 
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( )34 6 3 ,t xxx x xf u u f− = ∂ − ∂ −
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Z (11.4) pro dRj/dx vyplývá, že prvky matice Rj+1 neležící v hlavní diago-
nále jsou polynomy v neurčitých – prvků matic V, Rj, dRj/dx. Snadno 
nahlédneme, že formální řada Tr((R(x))k) nezávisí na x. Standardním 
řešením systému (11.4) nazvěme formální (podle ξ-1) řadu R(x) vyhovující 
(11.4), a takovou, že pro k = 1, 2, …, n máme                                        
                 Těmito podmínkami jsou určeny diagonální prvky matic Rj. Na-
lezneme je z lineárních rovnic 
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Determinant matice koeficientů systému (11.5) 
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je determinant Vandermondův (bi = bii jsou diagonální prvky matice B). Pro 
tento determinant platí  
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Vandermondův determinant Vn (b1, b2, …, bn) se rovná nule právě tehdy, 
když alespoň dva z jeho prvků b1, b2, …, bn se sobě rovnají. Cramerovo pra-
vidlo aplikované na řešení systému lineárních rovnic TrRj = 0, Tr(R0Rj) = 
= c1(R0, R1, …, Rj–1), … nám umožňuje získat doplňující vyjádření pro 
diagonální prvky Rj v závislosti na prvcích matice R1, R2, …, Rj–1. 
 Nyní si již řekněme, že stacionární rovnicí typu Kortewega de Vrieseho 
rozumíme zápis 
   [ ] ,0, 1 =+NRA  (11.6) 
 

kde RN+1 = RN+1,B jsou koeficienty u ξ 
–

 

(N+1) standardního řešení systému 
(11.4). Pokud potenciál V(x) vyhovuje rovnici (11.6), platí 
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Tr(( ( )) )kx =R 0Tr( )k ≡R
Tr( ).k≡ B
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Mezi (11.7) a (11.6) platí vztah ekvivalence a můžeme položit 
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kde FN je matice sestavená z homogenních polynomů stupně N+1 (počítáme 
s tím, že V a d/dx mají stupeň jedna), s koeficienty racionálními v A a B. 
 K zápisu (11.6) dodejme: Rovnice 2( ( , ) )xxf u x t k f= − , –ft = 

3(4 6 3 )xxx x xu u f= ∂ − ∂ −  lze zapsat též ve tvaru Lf = k2f, –f t = Af, kde L, A 

jsou lineární operátory, pro které platí 2 ( , )xxL u x t= −∂ + , 34 6xxx xA u= ∂ − ∂  –

– 3ux. Rovnice Kortewegova de Vriesova je tak ekvivalentní podmínce 
Lt = [L, A], která je též ekvivalentní požadavku nezávislosti vlastních hodnot 
operátorů L na čase. Právě rovnice [A,RN+1] = 0 může být zapsána ve tvaru 
komutátoru [LA, Λ] = 0, kde [ ] ,,dd/dd/ AVA ξ−+≡+= xQxL AA  ΛΛΛΛ = 

1
, 1 ... ,BN N

N B NR R−= = + + +Λ ξ ξΛ ξ ξΛ ξ ξΛ ξ ξ  kde Rj = Rj,B jsou koeficienty u ξ
-j ve 

standardním řešení systému (11.4). Platnost tohoto tvrzení je zřejmá, neboť 
podmínka [LA, Λ] = 0 je ekvivalentní rovnici dΛ/dx = [Λ, [A,V] – ξA] a ta je 
ekvivalentní rovnici [A, RN+1] = 0. V [6] je zmínka o tom, že [LA, Λ] = 0 
s operátory LA a Λ polynomicky závisejícími na parametru ξ, se nazývají 
Novikovovou reprezentací rovnice [A, RN+1] = 0. 
 Je na místě zde říci, že dříve uvedená stacionární skalární „vyšší 
Kortewegova de Vriesova rovnice“ pro téměř periodický potenciál u(x) 
rovněž připouští Novikovovu reprezentaci s maticemi druhého řádu 

[d/dx + Q1, Λ1] = 0, kde 
01

0
1 −

−
=

uξ
Q  v odpovídající bázi v prostoru 

řeše-ní rovnice L1φ≡( –d
2/dx2 + u – ξ)φ = 0 na přímce, a Λ1 pro n-tou skalár-

ní Kortewegovu de Vriesovu rovnici je polynomicky (v téže bázi) vyjádřeno 
pomocí ξ, u, du/dx, …, d2nu/dx2n. 
 Rovnici (11.7) pro N = 1 (s přihlédnutím k systému (11.4)) můžeme 
zapsat ve tvaru  
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Snadno se přesvědčíme, že diagonální prvky matice R1 jsou nulové, neboť 
systém (11.5) pro j = 1 má pravé strany rovné nule. 
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Poznámka 13: Novikovy studie Kortewegovy de Vriesovy rovnice s periodickými 
okrajovými podmínkami vedly k zajímavé třídě plně integrabilních systémů s konečným 
počtem stupňů volnosti. Naznačíme zde, alespoň v hrubých rysech cestu, po níž k takovým 
systémům dospějeme. Vyjdeme z jakékoliv konečné lineární kombinace prvních integrálů 
Kortewegovy de Vriesovy rovnice 

i n i
I c I −=∑ a nechť c0 = 1. Ukazuje se, že množina 

stacionárních bodů toku s hamiltoniánem I je ve funkcionálním prostoru invariantní vůči 
fázovému toku s hamiltoniánem Is, jmenovitě vůči fázovému toku rovnice ut = 6uux – uxxx. 
Na druhé straně tyto stacionární body určíme z rovnice 
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Poslední zápis představuje Eulerovu-Lagrangeovu rovnici pro funkcionál I–dI–1. Je to 
rovnice 2n-tého řádu a může být zapsána jako systém Hamiltonových rovnic v 2n-
dimenzionálním Euklidově prostoru. Získaný hamiltonovský systém s n stupni volnosti má 
n integrálů v involuci a je plně integrabilní v souřadnicích akce-úhel. Tak dojdeme ke 
konečnědimenzionální soustavě partikulárních řešení Kortewegovy de Vriesovy rovnice, 
závisejících na 3n+1 parametrech (2n fázových souřadnicích a ještě n+1 parametrech c1, c2, 
…, cn; d). Tato řešení, jak ukázal Novikov, mají pozoruhodné vlastnosti. Například 
v periodické úloze vedou na funkce u(x), pro něž lineární diferenciální rovnice 
s periodickými koeficienty ( )

tt
X u X Xλ− + =x má konečně mnoho zón parametrické rezo-

nance na ose λ. (Jestliže parametry systému periodicky závisejí na čase, jeho rovnovážná 
poloha může být nestabilní a to dokonce tehdy, je-li stabilní při každé pevně zvolené 
hodnotě parametru. Díky takové nestabilitě můžeme rozhoupat houpačku). 
 

 Vraťme se k systému (11.8). Z podmínky [R0,A] = 0 plyne, že [R0,[A,V]] = 
= –[A, [V, R0]] a pak na základě (11.8) máme –[A, [V, R0]] = [R1, A] = – 
– [A,R1]. Protože matice R1 a [V,R0] = [V,B] mají nulové hlavní diagonály, 
bude R1 = [V, R0]. Když nyní položíme Ω = [A,V], M = -R1 = [R0,V], 
z (11.8) dostaneme, že  
 

   [ ]d
, .

d x
=

M
MΩ  (11.9) 

 

Nediagonální prvky matice M = (mij) budou vyjádřeny pomocí prvků 
( ) : [( ) ( )] .ij ij i j i j ijx m b b a a x= = − −Ω  Jestliže totiž R0 ≡ B = A

2, bude 

mij = (ai + aj)xij, M = AΩ+ΩA. Pokud v počátku x0 matice M a Ω jsou 
antisymetrické, pak tyto matice si tuto vlastnost zachovají pro všechna x. 
Pro diagonální matici A, zadávající operátor (tenzor) setrvačnosti n-dimen-
zionálního tuhého tělesa, pro B = A2 systém (11.7) se na invariantním pod-
prostoru antisymetrických matic shoduje s Eulerovými rovnicemi (11.9) pro 
pohyb n-dimenzionálního tuhého tělesa. 
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 V souvislosti s Eulerovou rovnicí podotkněme, že pro N = 1 rovnice 

[ ] [ ]d /d , , ,x ξ = ≡ − Λ Λ ΛAQ A V A  při volbě B = A2, M = [B,V], 

Ω = [A,V] přechází na tvar 
 

   ( )2 2d
,

d x
 − = − − A M A M Ω Aξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξξ ξ ξ . (11.10) 

 

Ze zápisu (11.10) rovnice pro [M,Ω] vyplývá existence souboru integrálů 
pohybu ai,k a úplná integrabilita pohybových rovnic n-dimenzionálního tu-
hého tělesa – hamiltonovského systému na orbitách koadjungované repre-
zentace ortogonální grupy SO(n). 
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12 GEODETIKY NA RIEMANNOVÝCH 
VARIETÁCH 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Přejděme nyní od pohybových rovnic n-dimenzionálního tuhého tělesa 
k proudění dokonalé (nestlačitelné, nevazké) tekutiny v oblasti D. Jejímu 
pohybu odpovídají difeomorfismy, tvořící grupu difeomorfismů SDiffD, 
zachovávajících element objemu oblasti D. Lieovu algebru g příslušející 
grupě SDiffD zadávají nedivergentní vektorová pole tečná k okraji ∂D 
(pokud ∂D ≠ ∅). Skalární součin dvou prvků v1, v2 této algebry definujeme 
zápisem ∫=〉〈

D

,d),(, 2121 xvvvv  kde je ( , ) skalární součin udávající 

Riemannovu metriku na D a dx značí Riemannův element, indukovaný 
touto metrikou. 
 Ukážeme, že kinetická energie pohybující se tekutiny – Riemannova 
metrika na grupě difeomorfismů SDiffD – je pravoinvariantní. Označme gt 
difeomorfismus spojený s pohybem tekutiny po dobu t, jejíž rychlost je dána 
v tomto čase vektorovým polem v. Tehdy v čase t + τ (τ je malá veličina) 
připadá v úvahu difeomorfismus exp(vτ)gt, kde exp(vτ) je jednopara-
metrická grupa s vektorem rychlosti vt, tj. fázový tok zadaný polem 
v diferenciální rovnice. Protože pole rychlosti v získáme z vektoru gɺ  teč-
ného ke grupě v bodě g pravou translací, rovněž kinetická energie tekutiny 
je pravoinvariantní. Při jednotkové hustotě je tato energie určena vztahem 
T = (1/2)<v, v>. 
 Vztah mezi geodetikou (její definici záhy uvedeme) a hydrodynamikou 
lze popsat následovně. Nechť geodetika ηt je prvkem grupy SDiffD Reiman-
novy variety s pravoinvariantní metrikou. Nechť vt = (d/dt) ηt je rychlost. 
Položme                        Je tedy ut vektorové pole na varietě M, tečné 
k jejímu okraji ∂M. Lze ukázat, že řešení ut vyhovuje klasické Eulerově 
hydrodynamické rovnici pro dokonalou nestlačitelnou tekutinu (ut je zadáno 
pro t = 0): 
 

1.t t tu v η� −=
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grad ,

div 0.
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V této rovnici je ∇ kovariantní derivace pole ut podle ut a funkce p:  
M → R1 udává tlak. 
 Nechť M je uzavřená dvojdimenzionální orientovaná hladká varieta vlo-
žená do R3 a opatřená metrikou gij, indukovanou z R

3. Nechť x1, x2 jsou 
lokální souřadnice v nějakém okolí bodu z M. Je-li ui kontravariantní složka 
nedivergentního vektorového pole na M, pak pro kovariantní derivaci u 
podle u, kterou označíme ∇uu , dostáváme 
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kde je 
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g g g gΓ = ∂ + ∂ −∂∑  

 

a (gji) je matice inverzní k matici (gij). Je-li u vektorové pole na M, TM∈u , 
pak pro kovariantní derivaci máme 
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Je-li M jednotková kulová plocha S2 otáčející se s úhlovou rychlostí ω , pak 
Eulerova rovnice na M má tvar 
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kde l  =  2ω sinϕ je Coriolisův parametr (λ, ϕ jsou zeměpisná délka a šířka), 
n je vnější normála k 2M S≡ . Za přítomnosti vazkosti υ  docházíme 
k Navierově-Stokesově rovnici v kovariantním tvaru 
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 Tato rovnice (v poněkud nestandardním tvaru) je dobře známá v dyna-
mické meteorologii a je jednou z jednodušších rovnic popisujících velkomě-
řítkovou dynamiku barotropní atmosféry na rotující kulové ploše. Jsou dány 
funkcionální prostory, v nichž má dynamický systém generovaný Naviero-
vou-Stokesovou rovnicí globální atraktor. 
 Nyní již obraťme pozornost na rovnici geodetiky. S výhodou přitom po-
užíváme Christoffelovy symboly prvního a druhého druhu, tj. symboly 
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kde sčítáme podle m. V posledním vztahu je grm = grm(x1, x2, …, xn) kontra-
variantní tenzor 2. řádu. Poté pro geodetiku dostáváme rovnici 
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 Tato rovnice reprezentuje kvazilineární systém diferenciálních rovnic pro 
funkce xi(λ). Parametr λ je afinním invariantem geodetiky. Na Riemannově 
varietě za λ můžeme vybrat délku oblouku křivky. 
 Povšimněme si, že v kartézském souřadnicovém systému, v němž jsou 
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 identicky rovna nule, se rovnice geodetiky redukuje na tvar 

0x=ɺɺ . Souřadnice xi jsou tedy lineárními funkcemi λ, tj. dostáváme para-
metrické rovnice přímky v Eukleidově prostoru. Zatímco v Eukleidově geo-
metrii mohou být libovolné dva body spojeny úsekem přímky, na Rieman-
nově varietě úlohu přímky přebírá geodetika. Příkladem geodetik na 
dvojdimenzionální varietě jsou oblouky hlavních kružnic na ploše kulové. 
 Dále vezměme v úvahu následující úlohu. Budiž dána hladká křivka C na 
Reimannově varietě M. Nechť C leží na jedné souřadnicové mapě variety M 
a je na ní popsána parametricky vyjádřenými rovnicemi x j(λ), j = 1, 2, …, n; 
0 ≤ λ ≤ 1. Hledejme funkci xj(λ) takovou, že 
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Předpokládejme, že x j (0) a x j (1) jsou známé funkce. Whitehead [16, 17] 
dokázal, že platí: Libovolný bod A∈M má okolí U takové, že pro libovolné 
dva body B1, B2∈U se souřadnicemi x j (0) a x j (1), j = 1, 2, …, n, existuje 
jediná geodetika spojující B1 a B2 a celá ležící v U. 
 Důsledky tohoto teorému lze zformulovat do vět: 
 Věta 1. Jestliže je křivka x j (λ) spojitá pro a ≤ λ ≤ b a vyhovuje rovnici 
geodetiky (12.1) pro a < λ < b, pak tato křivka vyhovuje této rovnici rovněž 
pro λ = a a λ = b; 
 Věta 2. Jestliže řešení uvažované „dvojbodové úlohy“ v uvedeném 
Whiteheadově teorému zapíšeme ve tvaru x j (λ, B1, B2), poté pro libovolné 
λ ∈ <0, 1> funkce x j (λ, B1, B2) spojitě závisí na souřadnicích x j (0) a x j (1) 
počátečního a koncového bodu B1 a B2.  
 Pro Riemannovy variety lze dokázat, že pokud vyhovuje křivka xj(λ) 
rovnici geodetiky pro a < λ < b a leží v kompaktní oblasti variety, existují 
limity x j (λ) pro λ → a a λ → b a platí: Pokud je křivka x j  = x j (λ) 
geodetikou pro a < λ < b a je spojitou křivkou pro a ≤ λ ≤ b, lze geodetiku 
prodloužit o jistou hodnotu λ > b a také o jistou hodnotu λ < a. Jestliže 
rozumíme geodetikou (na rozdíl od úseku geodetiky) řešení rovnice 
geodetiky, prodloužené nakolik je to možné přes několik map, můžeme říci, 
že pro Riemannovy variety (rovněž pro pseudoRiemannovy variety) nemů-
že mít geodetika na varietě svůj počátek, ani konec. To však neznamená, že 
pro geodetiku λ → ±∞ a že geodetika nemůže mít počátek či konec 
v nějakém prostoru, do něhož je vnořena daná varieta. Pro varietu M 
a prostor P to značí, že M ⊂ P a kterékoliv dva body z M mají v M touž 
vzdálenost jako v prostoru P. 
 Chceme podotknout, že existuje důležitá vazba mezi tzv. ω-limitními 
množinami a klíčovými otázkami o reverzibilitě pohybu [16]. Nechť je dán 
na konečnědimenzionální varietě M dynamický systém ( )=x f xɺ , kde je f 
hladké vektorové pole na M. Poté platí, že řešení x(t) této rovnice, nazvané 
pohybem na M, nelze v obecném případě prodloužit pro všechna záporná t. 
Nemůžeme to provést ani v případě řešení Navierovy-Stokesovy rovnice 
s ohledem na její parabolický charakter. Avšak prodloužení řešení na mno-
žinu záporných hodnot t je možné v některých speciálních případech. 
 Než se o této možnosti zmíníme, je třeba zavést pojmy ω-limitní bod a 
ω-limitní množinu. Bod ξ ∈ M je ω-limitním bodem pohybu x(t), jestliže 
platí ( ) 0nt − →x ξ  pro tn → ∞. Množinou všech ω-limitních bodů pohybu 
je jeho ω-limitní množinou Ωx(0), kde je x(0) počáteční bod pohybu. Pozna-
menejme, že Ωx(0) je uzavřenou množinou. 
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 Předpokládejme, že k pohybu systému dochází z jeho ω-limitního bodu. 
Poté můžeme takto se odvíjející pohyb prodloužit na množinu všech zápor-
ných hodnot t (tj. nekonečně daleko do minulosti) a stále náleží množině 
hodnot Ωx(0) pro všechna t. 
 Z hlediska fyzikálních pozorování či numerického modelování se zdá 
takový závěr paradoxní. Ve skutečnosti tomu tak není. Uvědomme si, že 
každý numerický experiment se vyznačuje konečnou přesností. Třebaže 
podle definice ω-limitní množiny Ωx(0) fakticky libovolný ohraničený pohyb 
x(t) po uplynutí konečného času „vstoupí“ do své vlastní ω-limitní množi-
ny, skutečný stav události je jiný. Neplatí, že při aplikaci konečně-di-
ferenčních schémat se můžeme pohybovat po takové trajektorii libovolně 
dlouho v opačném směru, aniž bychom se přitom nevzdálili od Ωx(0). Toliko 
to značí, že pohyb systému v přímém směru pro dostatečně velká t, který ne-
ní vystaven žádným podstatným změnám, lze chápat jako dostatečně pře-
snou aproximaci pohybu, který v ideálním smyslu náleží Ωx(0) pro všechna t. 
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13 SOUVISLOSTI S NELINEÁRNÍMI 
SYSTÉMY MECHANIKY TEKUTIN 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
13.1 Adjungované rovnice systémů hydrodynamického 

 typu 
 
Technika konstrukce adjungovaných rovnic pro lineární a nelineární úlohy 
matematické fyziky doznala v posledních letech širokého uplatnění. Ihned 
z kraje je třeba říci, že existují velké rozdíly v získání těchto rovnic mezi li-
neárními a nelineárními problémy spojené s formulací adjungovaného ope-
rátoru v lineárním a nelineárním případě. Abychom vybrali z množiny ad-
jungovaných rovnic takové rovnice, které jsou pro naše účely vskutku 
nezbytné, je třeba přesně formulovat výchozí úlohu vedoucí k těmto 
rovnicím [18]. 
 Nejprve obrátíme pozornost na lineární nehomogenní rovnici 
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Předpokládáme, že f, u∈Rn a A je matice s reálnými koeficienty. S (13.1) 
adjungovanou rovnici zapíšeme ve tvaru 
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Pro reálná u, f, A platí Lagrangeova identita 
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kde ( , ) chápeme jako obyčejný skalární součin v Rn. Lze ukázat, že platí 
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Uvážíme-li nyní nelineární úlohu 
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adjungovanou rovnici dostaneme, jestliže B(u) vyjádříme ve tvaru 
 

   ( ) ( )=u u uB A , (13.4) 
 

kde A(u) je jistý nelineární operátor. V tomto případě požadovaná 
adjungovaná rovnice má tvar 
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Přitom předpokládáme, že známe řešení úlohy (13.3), tj. A(u) při známém u 
můžeme považovat za lineární operátor, k němuž získáme operátor adjungo-
vaný standardním způsobem. V našem konkrétním případě to bude matice 
transponovaná k A(u). Poté vztah (13.2) platí i pro nelineární úlohu (13.3). 
Je zřejmé, že reprezentace (13.4) je v obecném případě nejednoznačná 
a také nejednoznačná je adjungovaná rovnice (13.5). 
 Buďtež f = 0, f* = 0. K tomu poznamenejme, že volba f* je libovolná, což 
vyústí na možnost řešit různé třídy úloh založených na poruchové teorii. 
Zápis (13.2) v tomto případě nabývá tvaru  
 

   0( , ) ( , )tu u u u∗ ∗= . (13.6) 
 

Na (13.6) lze nahlížet jako na soubor zákonů zachování úlohy (13.3) při 
f = 0, pokud pro nelineární úlohy závisí u* na u. Je třeba zde říci, že při f, 
f*  = 0 vztahy (13.6) a (13.5), (13.3) nejsou ekvivalentní v tom smyslu, že 
z (13.3) a (13.5) vyplývá (13.6): jestliže platí (13.6) při libovolných datech 
pro u*, v obecném případě je tato rovnice rovnicí adjungovanou s výchozí, 
plus zbytek ortogonální k u. 
 Například, je-li u rovněž řešením adjungované rovnice, z (13.6) bez-
prostředně vyplývá zákon zachování energie pro výchozí rovnici. Získáme-
li příslušným způsobem adjungovanou rovnici, můžeme dostat řadu zajíma-
vých zákonů zachování. 
 V tomto dodatku zformulujeme tvrzení týkající se adjungovaných rovnic 
pro jednu třídu rovnic matematické fyziky a sice pro systémy hydro-
dynamického typu. 
 Pro jednoduchost obrátíme pozornost na tyto systémy s reálnými koefi-
cienty, jejichž řešení jsou z reálných konečnědimenzionálních prostorů. 
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 Uvažme následující systém nelineárních rovnic 
 

   0 0

d
( ), , 1, 2, ..., .

d

i
i i

i t

u
Q u u i n

t
u == = =  (13.7) 

 

Systém (13.7) budeme nazývat systémem hydrodynamického typu tehdy, 
pokud je tento systém kvadraticky nelineární a existuje kvadratický zákon 
zachování  
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Poznamenejme, že kvadratický zákon zachování může obecně mít dosti 
složitý tvar: 
 

(Su, u)  =  konst, 
 

kde je S pozitivně definitní operátor. Přesto záměnou S1/2u = v lze vždy 
systém zapsat ve tvaru, kde pro zákon zachování docílíme výše uvedeného 
tvaru. 
 Nechť tedy máme kvadraticky nelineární systém rovnice s kvadratickým 
zákonem zachování 
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kde Γijk splňuje podmínky symetrie Γijk = Γikj. Abychom se v systému (13.8) 
setkali se zákonem zachování, E = konst, je třeba, aby byly splněny 
podmínky cykličnosti 
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Proveďme linearizaci (13.8) vzhledem k řešení u. Označíme-li δu odchylku 
od řešení, dostaneme rovnici 
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Poté platí, že systémy (13.8) až (13.10) připouštějí zákon zachování uiδui = 
= konst. 
 Proveďme důkaz tohoto tvrzení. Vynásobme (13.8) δui a poté rovnici 
(13.10) veličinou ui. Po sečtení dostáváme 
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Protože 
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a tvrzení je dokázáno. V některých případech je systém (13.10) adjungo-
vaný k (13.8). 
 Uveďme si, že v daném případě je zákon zachování uiδui = konst splněn 
pro rozsáhlejší třídu rovnic, než pro systémy hydrodynamického typu. 
K důkazu nevyžadujeme, aby ∂Qi/∂ui = 0. 
 Naším úkolem není studovat limitní přechod k nekonečnědimenzionál-
nímu případu. Přesto uvádíme, že v celé paletě úloh matematické fyziky lze 
výrok o tom, že skalární součin řešení výchozí nelineární úlohy s kvadratic-
kou nelinearitou a kvadratickým zákonem zachování a rovněž řešení linea-
rizované úlohy jsou invarianty, bezprostředně ověřit přímým výpočtem. 
Platí to například pro rovnici homogenní hydrodynamiky s periodickými 
okrajovými daty: 
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Tato rovnice je adjungovaná s rovnicí výchozí. Jestliže nyní vynásobíme 
rovnici pro u výrazem δu, rovnici pro δu funkcí u a obě rovnice sečteme, 
dospíváme ke vztahu 
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tedy 
 

( ), , ), ) 0.
t t
δ δ∂ ∂

+ (( =
∂ ∂

u u u u u  

 

Provedeme-li integraci podle x od 0 do L a přihlédneme-li k podmínkám 
periodicity, získáme 
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 V druhém případě to bude jednodimenzionální Kortewegova de Vriesova 
rovnice s periodickými okrajovými podmínkami: 
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Existence invariantu zde vyplývá z jeho existence pro rovnici jednodimen-
zionální hydrodynamiky, neboť Kortewegovu de Vriesovu rovnici dostane-
me z rovnice jednodimenzionální hydrodynamiky časovou inverzí a přidá-
ním lineárního antisymetrického operátoru. 
 Třetí příklad se týká rovnice dvojdimenzionální hydrodynamiky na ploše 
kulové: 
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kde je ψ  proudová funkce a J jakobián. 
 Na základě těchto rovnic lze zformulovat ještě celou třídu úloh, pro které 
platí dříve uvedená tvrzení. 
 Z existence invariantu (δu, u) = konst lze vyvodit řadu užitečných závě-
rů. Prvý z nich se týká tvrzení o tom, že stabilní a nestabilní varieta řešení 
systémů hydrodynamického typu je ortogonální k řešení. Stabilní a nestabil-
ní varietou rozumíme variety odpovídající pozitivním a negativním Ljapu-
novovým exponentům. Pokud je řešení linearizovaného systému v počáteč-
ním časovém okamžiku zadáno ortogonálním řešením výchozího systému, 
zůstává ortogonálním pro všechna t. 
 Další závěr se týká systémů hydrodynamického typu, které lze vždy 
převést na tvar 
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kde je K(u) antisymetrický operátor: K*(u) = – K(u). Takovou reprezentaci 
budeme nazývat antisymetrickou. 
 Nebudeme zde dokazovat platnost tohoto výroku v obecném případě 
a důkaz provedeme pro jednodušší systémy hydrodynamického typu a sice 
pro triplety. Ostatně (13.9) platí právě v případě tripletové vazby. Píšeme 
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Tehdy je reprezentace (13.11) jednoparametrická: 
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α je libovolné reálné číslo. Uvedená reprezentace je jediná. 
Platí: 
 Nechť je systém hydrodynamického typu zapsán ve tvaru (13.12). Tehdy 
jeho řešení vyhovuje adjungované rovnici. Snadno se o tom přesvědčíme, 
uvážíme-li, že v tomto případě adjungovaná rovnice má tvar 
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a je tedy zřejmé, že u  vyhovuje této rovnici. 
 Z existence antisymetrické reprezentace pro systémy hydrodynamického 
typu vyplývá platnost následného tvrzení. Pro systém hydrodynamického 
typu lze vždy nalézt adjungovanou rovnici, jejíž řešení je stabilní podle 
Ljapunovova. 
 Protože systém hydrodynamického typu připouští antisymetrickou repre-
zentaci, příslušná adjungovaná rovnice bude mít kvadratický zákon 
zachování 
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Jelikož je adjungovaná rovnice lineární, z existence kvadratického zákona 
zachování vyplývá stabilita jeho řešení podle Ljapunovova. 
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 Jestliže tedy je řešení výchozího systému hydrodynamického typu 
nestabilní podle Ljapunovova, vždy lze říci, že existuje adjungovaná rov-
nice, jejíž řešení je stabilní. Tento výrok platí i pro nekonečnědimenzionální 
systémy. Můžeme se o tom přesvědčit v případě rovnice jednodimenzi-
onální hydrodynamiky 
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jejíž antisymetrickou reprezentací bude rovnice 
 

,0
3

1
=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x

uu

x

u
u

t

u
 

 

k níž má adjungovaná úloha tvar 
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 Přistupme dále k problému tripletu. Z antisymetrické reprezentace pro 
triplet dojdeme k závěru, že řešení úlohy (13.13) vyhovuje odpovídající 
adjungované rovnici a tedy z (13.6) dostáváme zákon zachování energie. 
Máme-li na mysli triplet, docházíme k závěru, že řešení úlohy (13.13) vyho-
vuje příslušné adjungované rovnici a podle (13.6) dospíváme k zákonu 
zachování energie. V případě tripletu však existuje ještě jeden zákon zacho-
vání ve tvaru 
 

   2 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) konst .I q r u r p u p q u≡ − + − + − =  (13.14) 

 

Pro (13.12) lze získat adjungovanou rovnici, jejímž důsledkem bude právě 
kvadratický zákon zachování (13.14). 
 Nahlížíme-li na funkcionál I jako na skalární součin (u,u*), je zřejmé, že 
nutnou podmínkou splnění (13.14) je, aby k (13.12) adjungovaná rovnice 
měla řešení u* = ((q – r)u1, (r – p)u2, (p – q)u3)

T. Poznamenejme, že v da-
ném případě rovněž dostáváme jednoparametrickou třídu reprezentací pro 
triplet, jmenovitě 
 

   
1 3 1

2 3 1 2

3 1 3

0 0
d

0 (1 ) ,
d

0 0

u pu u

u qu qu u
t
u ru u

β β= −  (13.15) 

 

kde β = –p(q – r)/q(r – p). Tehdy adjungovaná rovnice má tvar 
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* *
1 3 1

* *
2 3 1 2

* *
3 1 3

0 0
d

0 .
d

0 (1 ) 0

u qu u

u pu ru u
t
u qu u

β

β
=

−
 

 

 Postačující podmínkou existence invariantu (Su,u) = konst je existence 
takové reprezentace výchozího systému hydrodynamického typu, řešení 
jejíž adjungované úlohy splňuje podmínku v = Su. Bude-li S nedegenero-
vaný symetrický operátor, tato podmínka přechází na vztah -S-1A* S = A, 
neboli SA + A*S = 0 a tento zápis je ekvivalentní SA = K, kde je K anti-
symetrický operátor. 
 V případě reprezentace (pro triplet) (13.15) a S = diag(q – r, r – p, p – q), 
takovým antisymetrickým operátorem bude 
 

.

0)(0

)(0)(

0)(0

1

13

3

uqpr

uqprpurq

purq

−−
−−−

−
=K  

 

 Závěrem poznamenejme, že technika adjungovaných rovnic nás přivádí 
nejenom k novým užitečným zákonům zachování pro nelineární rovnice, ale 
též ke konstruktivním formulacím celé třídy diagnostických úloh. 
 
 
13.2 K problému uzavírání řetězce rovnic pro momenty 

 trojdimenzionálního systému Navierových-
 Stokesových rovnic při velkých Reynoldsových 
 číslech 

 
Řešení tohoto problému pro malá Reynoldsova čísla bylo publikováno 
v [19]. Pro velká Reynoldsova čísla byla úloha řešena v [20]. 
 Uvažme systém Navierových-Stokesových rovnic ve tvaru 
 

   ),()(),( tBAtt xfuuxu =++∂  (13.16) 
 

s periodickými okrajovými podmínkami 
 

   (..., 2 (..., , ..., )+ =j jx t x tu uπ, ..., )  (13.17) 
 

a počáteční podmínkou 
 

   ).(00 xuu ==t  (13.18) 
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V těchto vztazích je t z intervalu 〈0, T 〉, x = (x1, x2, x3) ∈ Ω = R3/2πZ3 (Z je 
množina všech celých čísel) a Ω je anuloid. Pro každé t je  
 

,0d)(,0div:))(()(),,(),( 3
2

0321









==∈=∈= ∫
Ω

Ω xxvvxvxu LHuuut  

 

, ( ) ( / )j jA P B Pu x= − ∆ = ∂ ∂u u u u (sčítáme podle j), kde je ∆ Laplaceův 
operátor, P: (L2(Ω))3 →H0 ortoprojektor. Položme 0 3

2( ( ))H H Wα α= ∩ Ω , 

α ≥ 0, kde je )(2 ΩαW  Sobolevův prostor, tj. množina všech funkcí v∈L2 (Ω ), 
jejichž všechny zobecněné derivace Dβ v řádu α existují a patří opět do 

2 2( : D ( )L LβΩ ∈ Ωv  pro .αβ ≤  

 Budiž dále B(X) σ-algebra borelovských množin Hilbertova prostoru. 
Nechť počáteční podmínka u0 v (13.18) je zapsána pro náhodnou funkci 
s pravděpodobnostní mírou µ0(ω); ω ∈ B(Hα) je její distribuční funkce 
a nechť f na pravé straně rovnice (13.16) je deterministická funkce. Poté 
stacionárním řešením úlohy (13.16) až (13.18) nazvěme jednoparametrický 
soubor měr µ (ω, t)  =  µ0 (S (t, . , f)–1ω) pro všechna ω ∈ B(Hα). Zde je 
S(t, . ,f)–1ω  =  {u0∈Hα: S(t, u0, f) ∈ ω} a S (t, . , . ): Hα×L2(0, T; Hα–1) → H

α 
operátor, přiřazující dvojici (u0,f) řešení u(t) úlohy (13.16) až (13.18) 
v časovém okamžiku t. 
 
Nechť M je libovolná množina, N systém podmnožiny M. Říkáme, že N je množinová σ-
algebra v M právě tehdy, když má tyto tři vlastnosti: 
1. M N∈ ; 
2. Je-li A N∈ , pak také \M A N∈ ; 

3. Je-li 
n
A N∈  pro všechna n z nějaké nejvýše spočetné množiny I, pak také 

n

n I

A N
∈

∈∪ . 

Je-li N množinová σ-algebra v M, pak dvojici (M,N) nazýváme měřitelným prostorem 
a prvky σ-algebry nazýváme měřitelnými množinami v M. Nechť V je jakýkoliv systém 
podmnožin množiny M. Pak existuje nejmenší množinová σ-algebra N* v M  taková, že 
V N ∗⊂ . Tato věta nám umožňuje popsat jednu důležitou třídu množinových σ-algeber na 
topologických prostorech, tzv. množinovou σ-algebru všech Borelových množin daného 
topologického prostoru (M,S). Definujeme ji jako nejmenší množinovou σ-algebru N v M 
obsahující S, tj. obsahující všechny otevřené množiny v (M,S). Můžeme se tedy na každý 
topologický prostor dívat jako na měřitelný prostor, jehož množinová σ-algebra je 
generovaná topologií, tj. systémem všech otevřených množin. 
 
 

 Nejprve uvažme případ, kdy v (13.16) je f ≡ 0. Moment k-tého řádu Mk(t) 
statistického řešení u(t,ω) je definován vztahem 
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1 2 1 2

1 2

( ) ( , , ,..., ) ( ) ( ) ... ( ) ( ,d )
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M t M t x x x x x x t

x x x t

u u u u

u u

µ
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= ⊗

∫

∫
 

 

Analogicky definujeme momenty mk = mk(x1, x2, …, xk) počáteční míry µ0. 
Jestliže je míra µ0(ω) soustředěna na Hα, supµ0⊂Hα a existuje její k-tý 
aaaaaaaaaaaaaaaaaaa 

moment mk, pak                                                                      (k-krát). 
 Momenty Mk(t) statistického řešení úlohy (13.16) až (13.18) při f ∈ 0 
vyhovují Friedmannovu-Kellerovu systému rovnic 
 

   
1

0

( ) 0, 0,1,2,...,

( ) , 0,1, 2,...,

t k k k k k

k t k

M t A M B M k

M t m k

+

=

∂ + + = =

= =
 (13.19) 

 

kde jsou A0, B0 nulové operátory a při k≥1 
 

ˆ( 1) ( ), ( 1) ( );
k k

k k

l l l l

A I l A I k l B I l B I k l
= =

= − ⊗ ⊗ − = − ⊗ ⊗ −∑ ∑  

 

I(l): Hα(l)→Hα(l) je jednotkový operátor a 1ˆ : (2)+ →B H Hα α  pro α>1/2 je 
lineární spojitý operátor takový, že ).(ˆ)( uuu ⊗= BB  
 Problém uzavírání řetězce rovnic (13.19) lze formulovat takto: Je třeba 
nalézt posloupnosti úloh UN takovou, že UN obsahuje N+1 neznámou funkci 
{ }NNNN MMM ...,,, 10  a přitom řešení MN úlohy UN, zapsané ve tvaru M

N
 =
  

                                                   aproximuje řešení                                        
úlohy (13.19). 
 Zaveďme si prostory 
 

[ ])(:)(,)0( 2 kHmAmkHRH k

q

kkqq

ααα ∈==  pro k ≥ 1, 

,
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2 22
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k t k
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q q k R RH H k
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H R H k m R m H H

Y Y k M R M
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∞ ∞
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==
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kde m = {m0, m1, …, mk, …}, M = {M0, M1, …, Mk, …}. V prostoru α
RH  

jsou obsaženy počáteční údaje úlohy v počtu všech složek vektoru m a α
RY  

( ) ...
k

km H k H H H Hα α α α∈ ≡ ⊗ ⊗ ⊗ = ⊗

{ }0 1, ,..., ,0,...,0,... ,N N N

NM M M= { }0 1, , ..., , ...kM M M=M
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je prostor řešení úlohy (13.19). Budeme psát >< 21,ttYR
α  v případě, kdy 

časový interval <t1, t2>, na němž jsou definována funkce z prostoru YR se 
neshoduje s <0, T> nebo když je třeba zdůraznit, že definiční oblastí je 
právě uzavřený interval <t1, t2>.  
 Vektor                                                 nazvěme pozitivně definitní, je-li 
dán momenty pravděpodobnostní míry µ. Když                                               
a m = {mk} jsou momenty míry µ, pak             Jestliže je vektor 
                          pozitivně definitní a odpovídá mu míra µ, pak                   . 
Tehdy je R charakteristická rychlost toku tekutiny s momenty                
a parametr R v               lze považovat za Reynoldsovo číslo. Nadále nás 
bude zajímat případ proudění s velkým R. 
 Zaveďme si dále prostor 
 

{ }[ ]0;,0...,...,,,)( 10 ≡><∈== N

kR

N

k

NNN

N MTYMMMtQ αM  
 

pro všechna k > N a MN splňuje (13.19). Vyslovme: 
 Teorém 1. Nechť α > 2, R > 0 a je dáno řešení                        ) úlohy 
(13.19) s pozitivně definitní počáteční podmínkou m = {mk}. Tehdy existuje 
posloupnost MN

 ∈ QN  taková, že  
 

><

→−
T

Q
Y

N

,0

0
α

MM při N→∞, kde ρ >R. 

 

 Teorém 2. Nechť jsou splněny podmínky teorému 1. Tehdy  
 

><

→−
T

R
Y

N

,0
1

0
α

MM při N→∞, 

 

kde R1 > ρ > R a ρ je parametr z teorému 1. 
 Problém uzavírání řetězce rovnic (13.19) je tedy řešen za předpokladu, že 
řešení M(t) úlohy (13.19) je z ).,0 ∞<α

RY  tj. existuje pro t ∈ <0,∞). Je-li 
známo, že řešení M(t) je z >< TYR ,0α , je tedy definováno pro t ∈ <0,T>, 
pak problém uzavírání se podaří vyřešit v širší třídě než jen v QN. Tak je 
tomu v případě rovnic (13.16) s náhodnou pravou stranou f. U tohoto 
případu se nyní zastavíme. Odtud získané výsledky dovolují řešit problém 
uzavírání nejenom úlohy (13.19), ale i rovnic pro momenty v obecnějších 
modelech turbulence. 
 Nechť v (13.16) je f náhodná veličina. Poté funkcionální prostor definu-
jeme zápisem 
 

1

, 1 1
2(1), (0, ; ) ,X Y L T H

γ

γ α α α
−

− − =    

{ }1 21, , ,..., , ...k Rm m m H α= ∈m

{ }sup :
R H
B Rαµ ⊂ = <u u

.RH
α∈m

{ }k Rm H α= ∈m sup RBµ ⊂
RH
α∈m

,R RH Yα α

0,RY
α∈ < ∞M



290 

v němž je Yα(1) prostor Yα(k) pro k = 1, γ ∈ <0,1>. Je-li vedle f náhodnou 
funkcí rovněž u0, obrátíme pozornost na simultánní pravděpodobnostní roz-
dělení dané mírou 
 

, 1
0 ( , ), ( ), ( ).G H G Xα γ αν ω ω −∈ ∈B B  

 

Tehdy statistické řešení úlohy (13.16) až (13.18) udává vztah 
 

∫ −=
G

tSGt ),d,),.,((),,( 1
0 ff ωνων  

 

kde S(t, . ,f)–1ω je definováno vztahem S(t, . ,f)–1ω = {u0 ∈ Hα: S(t, u0, f) ∈ ω}. 
Nechť k ≥ 0, n ≥ 0 jsou celá čísla a 1 1 2 2( , ) ( , ; , ; ; , )n

n ns y s y s y=s y … . Mo-

mentem Mk,n řádu (k,n) statistického řešení ν(t,ω,G) nazýváme funkci 
 

),d,d,()),()(())(()),(;,()( )()()()(
,, fufux tysxystMtM n

n
k

k
nk

nknk γ∫ ⊗⊗⊗==  
 

kde ).,...,,( 21
)(

k

k xxx=x  Analogicky definujeme momenty ( )
, ( ,kk nm x  

( )( , ) )ns y  míry ν0(ω,G), ω ∈ B(Hα), G ∈ B(Xγ,α–1), zadávající rozdělení 
pravděpodobnosti počátečních údajů úlohy (13.16) až (13.18). Lze dokázat, 
že momenty Mk,n(t) statistického řešení ν(t,ω,G) splňují Cauchyho úlohu 
 

   

0

, , 1, , 1, 1

,,

( ) 0,

0, 0,

, 0, 0,
t

t k n k k n k k n k n k n

k nk n

M t A M B M D M

k n

M m k n
=

+ − +∂ + + + =

≥ ≥

= ≥ ≥

 (13.20) 

 

kde mk,n jsou momenty míry ν0(ω, G) a operátor Dk,n je dán vztahem 
 

( ) ( ) 1 ( ) ( )
, 1, 1 ,

1

( )( , ; ( , ) ) ( , ( ); , ( , ) );
k

k n k n

k n k n k l n l l

l

D M t s y k M t l t x s yx x−
− + − +

=

= ∑  

 

k ≥ 1, n ≥ 0, ( ) ( )k lx  = (x1, x2, …, xl-1, xl+1, xn). Předpokládejme, že v (13.20) 
 

0 0, 0 1, 0, 1, 10, 0, 0.n n n nA M B M D M− += = =  
 

 Poté, co jsme zavedli prostor Xγ,α–1 = [Y(1), L2(0,T; H
α–1)]1–γ, definujme 

prostory 
 

, 1 , 1 , 1 , 1

0

( ) , ( ),
n
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X n X X X n
∞

− − − −

=

=⊗ =∏γ α γ α γ α γ α  
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, 1 , 1

2 22

( )
,

R

n

nX X n
n O

R Fγ α γ α− −

∞
−

=

=∑F  

 

kde F = {F0, F1, …, Fn, …}. Platí: 
 Teorém 3. Nechť α > 2, γ > 1/2, R > 0. Tehdy řešení M(t) = {Mk,n(t)} 
úlohy (13.20) je jediné v prostoru ,1, −⊗ αγα

RR XY  kde 1, −⊗ αγα
RR XY  jsou pro-

story dříve zavedené. 
 Teorém 4. Nechť α > 2, γ > 1/2, R > 0 a M(t) = {Mk,n} ∈ YR ⊗ 1, −αγ

RX  je 
řešení úlohy (13.20) s pozitivně definitní počáteční podmínkou 

{ } .1,
,

−⊗∈= αγα
RRnk XHmm  Tehdy pro libovolné t ∈ <0,T> je vektor M(t) =  

= {Mk,n(t)} pozitivně definitní a jemu odpovídající míra ν(t, du, df) je 
statistickým řešením úlohy (13.16) až (13.18). 
 Nakonec si zaveďme prostor  
 

{ } , 1
, ,: 0N N N

N k n R R k nM Y X Mα γ αθ − = = ∈ ⊗ = M , k+n>N 
 

a MN splňuje (13.20). Vyslovme: 
 Teorém 5. Nechť α > 2, γ > 1/2, R > 0 a M(t) = {Mk,n} ∈ 1, −⊗ αγα

RR XY  je 
řešení úlohy (13.20) s pozitivně definitní počáteční podmínkou m = {mk,n}. 
Tehdy existuje posloupnost MN∈θN taková, že 
 

0
1,
→−

−⊗ αγ
ρ

α
ρ XY

NMM  při N→∞, 
 

kde ρ > ρ0(R) a ρ0(R) je dostatečně velké číslo závisející na R.  
 Zastavme se u následující úlohy: 
 

  
, 1 2

2 1,

2 2

(0, : )
(0) inf, ,N N N N

NH L T H Xα α γ α
ρ ρ ρ ξ

θ −⊗ ≤
− → ∈M m M M , (13.21) 

 

kde ,),(
2

):,0(

2
0 1,

,12
−⊗

≥> αγ
ρ

α
ρ

ξρρ
XHTL

R M  M je řešení úlohy (13.20), mN = 

{ }, ,N

k nm=  přičemž nk

N

nk mm ,, =  pro k + n ≤ N a 0, =N

nkm  pro k + n > N. 

Tehdy má tato úloha jediné řešení ˆ .N

Nθ∈M  Uveďme: 

 Teorém 6. Nechť jsou splněny podmínky v teorému 5. Tehdy 
 

0ˆ
1,

11

→−
−⊗ αγα

RR XY

NMM  pro N→∞, 
 

kde R1 > ρ > ρ0(R) a MN je řešení předchozí úlohy. 
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 Všimněme si problému uzavírání úlohy (13.19), je-li řešení  definováno 
                               na konečném časovém intervalu <0,T>. Na základě řešení 
                          sestrojme vektor L = {Lk,n}:Lk,0 = Mk,0 pro k ≥ 0; Lk,n = 0 pro 
k ≥ 0, n ≥ 1. Poté                                       vyhovuje řetězci (13.20) a rovněž 
počátečním podmínkám                                pro k ≥ 0, n ≥ 1. 
aaaaaaaaaaaa 

 Vraťme se k úloze (13.21), v níž { }N

nk

N m ,=m  je definováno podmínkou 

k

N

k mm =0,  pro 0 ≤ k ≤ N a 00, ≡N

km  pro ostatní k, n. Nechť LN je řešení úlohy 

(13.21). Poté podle teorému 6 
 

0
1,

11

→−
−⊗ αγα

RR XY

NLL  pro N→∞. 
 

Odtud dostáváme, že 0
1

→− α
RY

NMΜ  pro N → ∞, kde 0,0 1,0{ , ,...,N N NL L=M  

                         
 
 
13.3 Arnoldova konstrukce zobecněného tuhého tělesa 
 
Pro pohodlí čtenáře, ale také s ohledem na další výklad o hydrodyna-
mických invariantech, opětovně zde věnujeme pozornost zobecněnému tu-
hému tělesu a budeme sledovat jeho konstrukci podle Arnolda [21]. Získá-
me tak další poznatky, doplňující informace podané v kapitole. 10. 
 Jak jsme již uvedli, zobecněným tuhým tělesem budeme rozumět dyna-
mický systém s konfiguračním prostorem daným libovolnou Lieovou gru-
pou G, opatřenou levoinvariantní Riemannovou metrikou, ztotožněnou 
s Lagrangeovou funkcí – kinetickou energií zobecněného tuhého tělesa. Je jí 
pozitivně definitní kvadratická funkce úhlové rychlosti v tělese (souřadni-
cový systém je pevně spojený s tělesem). Ve smyslu analogie s klasickou 
teorií otáčivého tuhého tělesa (Eulerova teorie) upevněného v bodě, s kon-
figuračním prostorem SO(3) (grupa vlastních rotací trojdimenzionálního 
Eukleidova prostoru), jsou úhlové rychlosti v tělese a v prostoru dány 
rovnostmi 
 

1 1*, ,
g g
L g R gω Ω− ∗ −= ∈ = ∈ɺ ɺg g  

 

kde je g(t) trajektorie (orbita) zobecněného tuhého tělesa na grupě G, Lg a Rg 
jsou zobrazení tečných prostorů indukovaná levými a pravými translacemi 
Lg a Rg, g je Lieova algebra grupy G, tj. tečný prostor v jednotce grupy. Platí 
 

( ) 0,Rt Y T∈ < >M α

{ }k RM Y= ∈M α

{ } , 1
,k n R R

L Y X −= ∈ ⊗L α γ α

0 0,0 ,,
t t

kk k n
L m L

= =
=

,0 ,0,...,0,...}.
N

NL
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   Ad ;g=Ω ω  (13.22) 
 

zobrazení 1 *Ad ( ) :g g eg
R L−= →g g  je adjungovaná reprezentace grupy 

(Adgh = AdgAdh). 
 Matrika zadaná na Lieově algebře g kvadratickou pozitivně definitní fun-
kcí úhlové rychlosti v tělese 
 

   
1 1 1

, ( , ) ,
2 2 2 gE g gω ω ω ωI= < >= = < >ɺ ɺ  (13.23) 

 

určuje levoinvariantní metriku na celé grupě G (úhlovou rychlost v tělese 
dostaneme z gɺ  levou translací) a nezávisí na poloze tělesa v prostoru. 
V (13.23) je I symetrický pozitivně definitní operátor, nazývaný operátorem 
(nebo tenzorem) setrvačnosti, zobrazující g v duální prostor (koalgebru) g*; 

(a, ξ) je hodnota a∈ g* na ξ∈g a < , > udává skalární součin na Lieově 
algebře: < ξ, ς  > = (I ξ, ς ) pro libovolná ς , ξ ∈g. 
 Prvek koalgebry m = Iω nazvěme momentem hybnosti v tělese (kine-
tickým momentem v tělese) a vztahem (13.22) indukované zobrazení ko-
algebry g* do sebe zadává moment hybnosti v prostoru: 
 

.Ad* 1mM −=
g

 
 

K Adg duální operátor 
* * *Ad :g →g g  nazýváme koadjungovanou reprezen-

tací grupy ).AdAd(Ad ***
ghgh =  Diagram zde uváděných zobrazení je na obr. 

13.1, kde *ĝ  značí koalgebru.  
 

 
 

Obr. 13.1 Komutativní graf lineárních operátorů [14]. 
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 Derivaci adjungované reprezentace v jednotce grupy ve směru vektoru 
ξ  ∈ g (označme adξ ) udává rovnost 
 

exp( )
0

d
ad Ad ,

d t

tt =

 =   ξ ξ  

 

kde je exp(tξ ) jednoparametrická grupa s tečným vektorem ξ . Odtud do-

stáváme, že pro libovolná ξ a η∈g máme 
 

[ ]ad , .=ξ η ξ η  
 

V tomto zápisu značí [ , ] komutátor. 
 Derivace koadjungované reprezentace v jednotce grupy ve směru vektoru ξ 
 

   
0

*
)exp(

* Ad
d

d
ad

=







=

t

t
t

ξξξξξξξξ   (13.24) 

 

je operátor sdružený s adξ : 
 

*(ad , ) ( ,ad )ξ ξa η a η≡  
 

pro libovolná a∈g* a ξ , η∈g. 

 Označíme-li { }*ad , ,=ξ a ξ a  poslední rovnost výhodně zapíšeme ve tvaru 
 

{ }( ) [ ]( ), , , , .=ξ a η a ξ η  
 

 Podle principu nejmenší akce dochází k pohybu zobecněného tuhého 
tělesa po geodetice jeho konfiguračního prostoru – Lieově grupě se zadanou 
levoinvariantní metrikou. Jeho pohybová rovnice se odvodí stejně, jako pro 
obyčejný mechanický setrvačník. Je důležitá následná invariantní vlastnost 
pohybu zobecněného tuhého tělesa spočívající v tom, že moment hybnosti 
v prostoru splňuje vztah 
 

   .0=Mɺ  (13.25) 
 

Odsud nalezneme pohybovou rovnici v souřadnicovém systému pevně spja-
tým s tělesem. Jestliže derivujeme                        podle t ve směru trajektorie 
aaaaaaaaaa 

zobecněného tuhého tělesa, s přihlédnutím k (13.25) dostáváme 
 

( )1

* * *
exp( ) exp( )( ) 0

0 0

d d
0 Ad Ad Ad .

d d t tg t t
t tt t

− − − =
= =

     = = +       ω ωm m mɺ  

1

*Ad
g−

=M m
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Avšak podle (13.24) máme 
 

   { }* *ad ad , .−=− = =ω ωm m m ω mɺ  (13.26) 
 

V termínech úhlové rychlosti v tělese zapisujeme pohybové rovnice takto: 
 

   ( , ),B=ω ω ωɺ  (13.27) 
 

kde pro bilineární formu ( , )B ξ η  platí 
 

[ ]( , ), , ,B ξ η ς η ς ξ< >=< >  
 

pro libovolná η , ξ , ς ∈g. 
 
 

13.4 Kelvinův (Thomsonův) teorém a Moffatův 
 hydrodynamický invariant 

 
Se zřetelem na postup vyústící ke vztahu (13.23) je zřejmé, že veličina E je 
prvým integrálem pohybu Eulerovy rovnice (13.26) či (13.27). Dále 
moment hybnosti zaujímá v prostoru pevnou polohu a to znamená, že každá 
složka vektoru momentu hybnosti v koalgebře g* Lieovy algebry g se za-
chovává. Odtud dostáváme, že existuje ještě N (N je dimenze prostoru g*) 
nezávislých prvých integrálů pohybu zobecněného tuhého tělesa. Máme-li 
nyní na mysli uplatnění zobecněného tuhého tělesa v popisu nekonečně-
dimenzionálních dynamických systémů, pak tvrzení (13.25) Arnold formu-
loval v invariantní formě jako: 
 Teorém 1. Orbity koadjungované reprezentace grupy v prostoru duálním 
k algebře jsou invariantními varietami toku v tomto prostoru, tj. tokem 
příslušné diferenciální rovnice. 
 Při důkazu tohoto teorému je třeba si uvědomit, že m(t) získáme z M(t) 
působením koadjungované reprezentace a M )0( =Mɺ zaujímá v prostoru pe-
vnou pozici. 
 Než vyslovíme další teorém vyplývající ze zápisu ,0=Mɺ  poznamenej-

me, že je-li prvek ξ ∈ g pevný v prostoru, tedy platí 0,s =ξ
ɺ  v sou-

řadnicovém systému pevně spojeným s tělesem bude 
 

   [ ], .c c=ξ ξ ωɺ  (13.28) 
 

O platnosti (13.28) se přesvědčíme tak, že přihlédneme ke vztahu 

( )Ad ,s g t c=ξ ξ  spojujícím spolu prvky Lieovy algebry sξ  a cξ . Odtud 
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exp( )
0

d
Ad ad 0.

ds t c c c

tt =

 = = + =  ω ωξ ξ ξ ξɺ ɺ  

 

 Teorém 2. Pro libovolné v prostoru pevné ξ ∈ g je veličina 
 

   ( , )cH =ξ m ξ  (13.29) 
 

prvým integrálem pohybu toku zadaného systémem (13.26), (13.28) na 
g* × g. 
 K důkazu tohoto teorému nám poslouží vztah                                            
                a pak s ohledem na (13.26), (13.28) platí 
 

{ }( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ), , , , , , , 0.c c c c+ = + =ω m ξ m ξ ω m ω ξ m ξ ωɺ  
 

 Půjde-li v případě zobecněného tuhého tělesa o konečnědimenzionální 
konfigurační prostor, mezi teorémy 1 a 2 platí vztah ekvivalence, a proto 
vedou ke stejným důsledkům. To však neplatí pro nekonečnědimenzionální 
Lieovy grupy. Podrobme úvaze dva „krajní“ případy Lieových grup půso-
bících v trojdimenzionálním Eukleidově prostoru, a sice případ grupy vlast-
ních rotací tohoto prostoru SO(3) a případ grupy difeomorfismů ohraničené 
oblasti D trojdimenzionálního Eukleidova prostoru, tj. grupy SDiffD zobra-
zení zachovávajících objemový element. 
 V prvém případě (jde o konfigurační prostor obyčejného setrvačníku) 
můžeme Lieovu algebru a k ní duální prostor ztotožnit s fyzikálním prosto-
rem, v němž se těleso pohybuje. (Ve skutečnosti dochází ke ztotožnění šesti 
prostorů různých dimenzí: R3, R3*, g, g*, TGg a .*gTG  V N-dimenzionálním 

případě mají tečné prostory dimenzi N(N – 1)/2). Pohybové rovnice (13.25), 
(13.26) zapisujeme ve tvaru 
 

   
[ ]

0,

, , ,

=

= =

M

m m ω m ωI

ɺ

ɺ
 (13.30) 

 

kde úhlové rychlosti a momenty hybnosti jsou obecně zadány antisymetric-
kými maticemi (pro N = 3 se ztotožňují s trojdimenzionálními axiálními 
vektory), I je symetrická pozitivně definitní matice momentů setrvačnosti. 
Při ztotožnění prostorů přechází [ ξ ,a] v komutátor [a, ξ ], v uvažovaném 
případě ve vektorový součin. 
 Orbity koadjungované reprezentace mechanického setrvačníku jsou kulo-
vé plochy  
 

( , )c+ m ξɺ
(d/d )( , ) ( , )c ct = +m ξ m ξɺ
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   konst2
3

2
2

2
1 =++ mmm  (13.31) 

 

a teorém 1 vyjadřuje zachování čtverce momentu hybnosti v (13.30). Totéž 
dostáváme z teorému 2; při ztotožnění prostorů (m, ξ) = m ⋅ξ (tečkou zde 
vyznačujeme obyčejný skalární součin vektorů trojdimenzionálního Eu-
kleidova prostoru) lze za ξ vzít v prostoru pevný moment hybnosti. Úhrnem 
z teorému 2 vyplývá vztah 2 2 2

1 2 3 konstmH m m m= ⋅ = + + =m m  a dosahu-

jeme shody s (13.31). 
 Upřeme nyní pozornost na grupu SDiffD zobrazení zachovávajících 
plošný element δµ(x), x∈D. Lieova algebra g(D) této grupy je dána nedi-
vergentními vektorovými poli v D, tečnými k okraji ∂D oblasti D. Skalární 
součin na g(D) je dán zápisem 
 

   , ( ),
D

ξ η ξ η xδµ< >= ⋅∫  (13.32) 

 

kde tečkou je vyznačen obyčejný lokální skalární součin vektorových polí. 
 Postavení úhlových rychlostí přebírá Eulerovo pole rychlosti u(x,t) 
nestlačitelné tekutiny s konstantní hustotou, kterou pro jednoduchost kla-
deme rovnu jedné. Nyní platí m = rot u a operátorem setrvačnosti, „ztotož-
ňujícím“ (s přesností až na potenciální vektorové pole gradϕ(x,t)) Lieovu 
algebru s Lieovou koalgebrou grupy SDiffD, je operace rotace. Úhlovou 
rychlost, tedy Eulerovo pole rychlosti, získáme z vektoru gɺ  tečného ke 
grupě v jejím bodě g pravou translací, takže skalární součin (13.32) zadává 
na SDiffD pravoinvariantní metriku 
 

11 1 1 1
( , ) (rot , ) rot rot , , .

2 2 2 2
E −= = = < >= < >m ω u u u u u u  

 

 Docházíme k závěru, že při pravoinvariantní metrice pohyblivý a pevný 
souřadnicový systém si vyměňují úlohy. Moment hybnosti – vektorové pole 
rot u(x,t), nabývá pevných hodnot vzhledem k tekutině a nikoliv v sou-
řadnicovém systému spojeným s prostorem, tj. příslušné vektorové pole se 
pohybuje spolu s tekutinou. Poznamenejme, že přechod od popisu v pro-
storu k popisu v tělese odpovídá v hydrodynamice přechodu od Eulerovy 
metody (pohyb tekutiny vyšetřujeme z hlediska pole) k metodě Lagrangeo-
vě, která vyšetřuje pohyb tekutiny z hlediska individuální částice. Rovnice 
(13.26), nyní odpovídající popisu Eulerovou metodou, má tvar Helmholtzo-
vy rovnice a Eulerova rovnice popisující pohyb dokonalé tekutiny nabývá 
při konstantní hustotě tekutiny formy Gromekovy-Lambovy: 
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   { },rot,
rot

uu
u
=

∂
∂
t

 (13.33) 

 

   [ ] ),,(gradrot, t
t

xuu
u ϕ+=
∂
∂

 (13.34) 

 

kde {a,b} = (b∇)a – (a∇)b je Poissonova závorka vektorových polí, pro 
uvažovanou Lieovu algebru mající úlohu komutátoru – obyčejného 
lokálního vektorového součinu vektorových polí, dále pak ϕ je kalibrační 
funkce, zabezpečující nedivergenci pravé strany (13.34) a pro tuto funkci 
máme p+1/2u2, kde je p tlak. 
 Východiskem našich dalších úvah je nyní objem infinitezimálního 
elementu tekutiny ve tvaru 
 

[ ]1 2, .δµ δ δ δ δ δ= ⋅ = ⋅l l l l s  
 

Veličiny δ l, δ l1, δ l2 jsou přímky vytvářející objem, δs je vektor s modu-
lem rovným plošce orientovaného příčného řezu tekutým elementem s vy-
tvářejícími přímkami δ l1, δ l2, který je k těmto přímkám kolmý (obr. 13.2). 
Uvědomme si, že infinitezimální element délky proudnice, podávající obraz 
o poli rychlosti proudící tekutiny, vyhovuje Helmholtzově rovnici 
 

   { }, ,
t

δ δ∂
=

∂
l

u l  (13.35) 

 

kterou lze přepsat do tvaru 
 

   
d d

( , ) , ( , ).
d dt t t

∇
l

l u u
δ

δ
∂

= ∇ = +
∂

 (13.36) 

 

 
Obr. 13.2 Orientovaný plošný element, pohybující se spolu 

 s částicí tekutiny v bodě r =  r(t) [21]. 
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Je tedy rychlost změny δ l v (13.35) a (13.36) rovna rozdílu rychlostí te-
kutiny na jeho koncích. Konečně z požadavku zachování objemového 
elementu  
 

d d( , )
0

d dt t

l sδµ δ δ
= =  

 

docházíme k rovnici 
 

   
d

.
d t

δ δδ
δ

= −
s u

s
r
 (13.37) 

 

O platnosti této rovnice se můžeme přesvědčit tak, že do (13.36) dosadíme 
(13.35) a poté přejdeme k tenzorovému označení. Popsaným postupem 
získáme rovnost 
 

d
0.

d
k i

i k

i

u s
l s

x t

δ
δ δ

 ∂
+ = ∂ 

 

 

Nyní přihlédneme k tomu, že δ l je libovolná veličina a proto je předchozí 
zápis ekvivalentní (13.37). 
 Poznamenejme, že jak rot u, tak δ l vyhovují Helmholtzově rovnici 
a skalární veličina 
 

rot ; 0,
C

K Kδ δ= ⋅ = ⋅ =∫u s u l ɺ
�  

 

(C okrajová křivka ohraničující element δs) je lagrangeovským invariantem 
pohybu. 
 V takových případech hovoříme o tom, že pole rychlosti proudící 
tekutiny zachovává hodnotu cirkulace rychlosti podél libovolné tekuté 
křivky. V termínech teorému 1 to značí, že obraz orbity koadjungované re-
prezentace v Lieově algebře Lieovy grupy SDiffD sestává z vektorových 
polí izovířivých s daným polem a je invariantní varietou toku Eulerovy 
hydrodynamické rovnice při konstantní hustotě. Můžeme tedy říci, že 
v hydrodynamice se teorém 1 vyslovuje ve tvaru Kelvinova cirkulačního 
teorému, který je přímým důsledkem stálé hodnoty momentu hybnosti rot u 
vzhledem k tekutině a také zachování objemového elementu. Ještě dodejme, 
že při zachovávajícím se momentu hybnosti si lze vybavit další invariant 
 

rot grad ,SJ S= ⋅u  
 

kde je S = S(x,t) pasivní skalár, například příměs neměnící hustotu tekutiny, 
pro který platí .0=Sɺ  V tomto případě grad S vyhovuje rovnici (13.37). 
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 Obraťme nyní pozornost k teorému 2. V našem případě je třeba ve vztahu 
                       považovat ξ za element Lieovy algebry s pevnou hodnotou 
v souřadnicovém systému spojeným s tekutinou, jakým je např. pole rot u, 
pokud toto pole je tečné k okraji ∂D oblasti D. Dojdeme tak ke známému 
integrálnímu Moffatovu invariantu v mechanice tekutin (helicity of the 
velocity field)  
 

1 12( , ) 2 , 2 rot rot , rot rot ,M

D

H M M M M u u u uΓ δµ− −= = < >= < >= ⋅∫  

    (13.38) 
 

který s výhodou zapisujeme v termínech vektorového potenciálu: 
 

1rot , rot .M

D

H Ω Ω Ω uδµ−= ⋅ ≡∫  

 

 Úhrnem můžeme říci, že v případě grupy SDiffD na rozdíl od konečně-
dimenzionálních konfiguračních prostorů zobecněného tuhého tělesa, odpo-
vídají teorémům 1 a 2 rozdílné integrální invarianty. Prvým je lagran-
geovský invariant – cirkulace rychlosti podél libovolné tekuté křivky, 
druhým pak integrální Moffatův invariant HM. Na těchto základech lze 
zformulovat další teorém: 
 Teorém 3. Budiž GN konečnědimenzionální podgrupa grupy SDiffD 
s pravoinvariantní Riemannovou metrikou, indukovanou pravoinvariantní 
metrikou na SDiffD. Tehdy k pohybu homogenní dokonalé tekutiny se „spi-
rálovitou“ strukturou podle rychlosti a popsaném rovnicemi zobecněného 
tuhého tělesa s konfiguračním prostorem – grupou GN –, buď nedochází, či 
v opačném případě se proudění tekutiny v procesu pohybu nezachovává. 
 Při důkazu tohoto tvrzení vycházíme z faktu, že pro tuhého těleso 
s konečně dimenzionálním konfiguračním prostorem po jeho odmítnutí, 
nejsou teorémy 1 a 2 ekvivalentní. Teorém 3 není v rozporu s Moffatovým 
teorémem, neboť od nuly různá veličina HM se nemůže zachovávat, pokud 
pole vířivosti tekutiny není tečné k hranici ∂D oblasti D. 
 Přistupme k ilustraci těchto závěrů na příkladě známé interpretace 
Eulerových rovnic pohybu obyčejného tuhého tělesa upevněného v bodě, 
k níž je vhodné se uchýlit, abychom pochopili hydrodynamický smysl 
invariantu m2 pro rovnici (13.30). Grupa SO(3) je izomorfní grupě afinních 
zobrazení, převádějících do sebe plochu elipsoidu s různými osami. Tato 
grupa je částí SDiffD, kde trojdimenzionální oblast D je ohraničena plochou 
elipsoidu s hlavními poloosami ai, i = 1, 2, 3: 
 

( , )
c

H =ξ m ξ
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Grupě afinních zobrazení S → S odpovídají partikulární řešení Eulerovy 
rovnice pro pohyb dokonalé tekutiny o konstantní hustotě uvnitř elipsoidu 
ve třídě lineárních polí rychlosti 
 

32
1 3 2

3 2

3 1
2 1 3

1 3

1 2
3 2 1

2 1

,

,

.

aa
x x

a a

a a
x x

a a

a a
x x

a a

= − +

= − +

= − +

W j k

W k i

W i j

 

 

Tato pole vyhovují podmínce ortogonality 0,i j

D

δµ⋅ =∫W W  i≠j a splňující 

požadavek (Wi,∇)S = 0, i = 1, 2, 3. Pole rychlosti proudění zapisujeme ve 
tvaru rozvoje 
 

   ∑
=

=
3

1

),()(),(
k

kk tt xWxu ω  (13.39) 

 

v němž na čase závisející veličiny ωk(t), k = 1, 2, 3, nazýváme Poincarého 
parametry. S operací ≡Ω rot u jsou spojeny vztahy 
 

   1 2 3 , 1, 2, 3.k k

k k

a a a
k

a I
ω Ω= =  (13.40) 

 

Zde jsou ∑
=

−=
3

1

22 ,
s

ksk aaI  k = 1, 2, 3, prvky diagonální matice I. 

 Jestliže nyní dosadíme (13.39), (13.40) do Helmholtzovy rovnice (13.33) 
a provedeme integraci podle prostorových proměnných, s přihlédnutím k or-
togonalitě polí Wi, i = 1, 2, 3, dospějeme k závěru, že Poincarého parametry 
vyhovují rovnicím 
 

   [ ], , .= =m ω m m ωIɺ  (13.41) 
 

Vztahy (13.41) se až na záměnu ω→ – ω  shodují s Eulerovými rovnicemi 
pohybu tuhého tělesa upevněného v nepohybujícím se bodě. Nutnost takové 
záměny je spojena s tím, že kinetické energie tělesa (respektive tekutiny) 
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jsou v jejich konfiguračních prostorech dány levo (pravoinvariantními) 
metrikami. 

 Hledejme protějšky hydrodynamických invariantů ∫=
D

uE ,
2

1 2δµ  

C

K δ= ⋅∫ u l�  a rotM

D

H u uδµ= ⋅∫  v třídě uvažovaných řešení. K dosažení 

tohoto záměru dosaďme (13.39), (13.40) do výrazu pro energii. Výsledkem 
této operace je zápis 
 

1 2 3

1 1 1
, , ,

2 2 2
E E a a a Eµ µ= = = ⋅m m ω m  

 

kde je µ hmotnost veškeré tekutiny o jednotkové hustotě v dutině elipsoidu 
a Em vyjadřuje kinetickou energii mechanického setrvačníku. Abychom 
spočetli levou stranu rovnosti 
 

   
d rot d d

rot 0, ( , )
d d d

K
t t t t

u s
s u u

δ
δ

∂
≡ + = ≡ + ∇

∂
ɺ  (13.42) 

 
Obr. 13.3 Plošný element δs procházející počátkem souřadnicového systému, který je 

těžištěm elipsoidu [21]. 
 

s ohledem na uvažované proudění tekutiny zvolíme za δs element plošky P, 
procházející středem souřadnicového systému (obr.13.3), kterým je střed 
elipsoidu. Protože při pohybu tekutiny dochází k zachování vířivosti, pone-
chávající pevnou polohu tekuté částice v počátku souřadnicového systému, 
vymezený element jako povrch tekutiny se bude deformovat a otáčet v pro-
storu, aniž přitom dojde k změně polohy jeho středu. To však znamená, že 
δs = δs(t) bude jen funkcí času a nikoliv funkcí prostorových souřadnic. 
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S přihlédnutím k tomuto faktu výsledkem dosazení (13.39) a (13.40) do 
(13.27) a (13.42) je vztah 
 

   [ ]
1 2 3

, , , 1, 2,3,i
i i

a
l s i

a a a
δ= = =l ω lɺ  (13.43) 

 

rozšířený o zápis 
 

   .0),(
d

d
=lm

t
 (13.44) 

 

Můžeme tedy říci, že při proudění z třídy uvažovaných polí se element δs 
vůči tekutině pevný se vyvíjí v prostoru podle Poissonovy rovnice (13.43) 
a pro Kelvinův invariant dostáváme 
 

.K = ⋅m m l  
 

Uvážíme-li dále, že m se rovněž nepohybuje vzhledem k tekutině a formál-
ně lze rovnici (13.41) ztotožnit s rovnicí (13.43), záměnou l za m v (13.44) 
dospějeme k závěru, že invariant m2 pro hydrodynamický setrvačník je pří-
mým důsledkem Kelvinova teorému, tedy úhrnem teorému 1 pro zobecněné 
tuhé těleso. Tehdy 
 

),( 321
22 ΓΓΓ ++π= −m  

 

kde Γi, i = 1, 2, 3, je cirkulace rychlosti na okraji i-tého hlavního řezu 
elipsoidu. 
 Pojednání o Kelvinově teorému a Moffatově hydrodynamickém inva-
riantu zakončíme studií o potenciálovém víru [22]. 
 Výklad zahájíme připomenutím Eulerových-Poissonových rovnic, popi-
sujících pohyb zobecněného těžkého setrvačníku v souřadnicovém systému 
pevně spojeným s tělesem: 
 

   [ ] [ ]0, , ,gµm m ω l= +ɺ γ  (13.45) 
 

   [ ], ,ω=ɺγ γ  (13.46) 
 

kde je [ , ] vektorový součin, g gravitační zrychlení, µ hmotnost setrvačníku, 
l0 polohový vektor jeho těžiště a grad / gradϕ ϕ=γ  značí jednotkový 

vektor ve směru síly tíže s potenciálem ϕ. Existence prvých integrálů 
pohybu systému (13.45), (13.46) 
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   2
0

1
, ,

2
E g mm ω l m= ⋅ + ⋅ = ⋅ = ⋅Π γΠ γΠ γΠ γγ γ γ γ  (13.47) 

 

vyjadřuje zachování celkové energie tuhého setrvačníku, projekce jeho 
momentu hybnosti do směru pole a zachování délky vektoru γ  v pevném 

souřadnicovém systému. Invariance nejvíce nás zajímající veličiny mΠΠΠΠ  je 

spojena s teorémem Noetherové, podle něhož přítomnost tohoto prvého 
integrálu pohybu je důsledkem invariance potenciální energie těžkého se-
trvačníku rotujícího kolem směru působení gravitačního pole. 
 Zatímco je konstrukce zobecněného těžkého setrvačníku při platnosti 
jmenovaných mechanických invariantů založena na jeho konfiguračním pro-
storu SO(3), orientací na konfigurační prostor SDiffD vzniká potřeba 
formulovat příslušné invarianty pro SDiffD, tj. pro grupu difeomorfismů 
ohraničené oblasti D trojdimenzionálního Eukleidova prostoru, zachová-
vajících objemový element. 
 Úhlová rychlost tohoto zobecněného tuhého setrvačníku představuje 
nedivergentní Eulerovo pole rychlosti proudění nestlačitelné stratifikované 
tekutiny popsané rovnicí 
 

   [ ] .)
2

1
grad(rot, 2 guu

u ρ++−=
∂
∂

up
t

 (13.48) 

 

Zde je g vektor gravitačního zrychlení a ρ = ρ(x,t) odchylka hustoty stra-
tifikovaného prostředí od její konstantní střední hodnoty, podle domluvy 
rovné jedné. Pro nestlačitelné prostředí je ρ lagrangeovský invariant, tj. 
 

d
( , ) 0.

d t t

ρ ρ ρ∂
+ ∇ =

∂
u≐  

 

V termínech momentu hybnosti M = rot u zapisujeme rovnici (13.48) ve 
tvaru 
 

   { } [ ]rot
, rot ,grad

t
ρ∂

= +
∂
u

u u g , (13.49) 

 

který je spojován se jménem Friedmannovým. Přechod od (13.49) k (13.48) 
lze provést pomocí bilineární formy ( , )B= ξ η , dané vztahem 

( , ),B< >=ξ η ς [ , ]< >η ς ξ  pro libovolná η , ς , ξ ∈ g. 
 Ze způsobu konstrukce zobecněného tuhého setrvačníku s lagrangiánem 
určeným rozdílem kinetické a potenciální energie je zřejmé, že prvému 
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invariantu (13.47) odpovídá v hydrodynamice celková energie tekutiny, 
v našem případě 
 

   ∫ ∫+=
D D

ztguE ,),(
2

1 2 δµρδµ x  (13.50) 

 

kde je z vertikální souřadnice. 
 Z pozice teorému Noetherové (viz oddíl 13.7) nyní posuďme otázku 
o tom, existuje-li hydrodynamická analogie invariantu mΠΠΠΠ  a jaký je jeho 

hydrodynamický smysl. Předesíláme, že vektor γ  ve vztahu (13.47) může-

me považovat za normálu k ekvipotenciální ploše těžkého setrvačníku. Není 
těžké si představit, že úlohu ekvipotenciálních ploch ve stratifikované 
nestlačitelné tekutině hrají plochy konstantní hustoty, protože celková po-
tenciální energie tekutiny se zachovává při libovolných zobrazeních 
z SDiffD, neměnících funkci ρ(x,t). Uvědomme si, že infinitezimální tekutá 
křivka C0 celá ležící v počátečním časovém okamžiku na takové ekvi-
potenciální ploše na této ploše nadále zůstává spolu s orientovaným elemen-
tem δs0, ohraničeným touto křivkou. Všimněme si, že δs0 zaujímá pevnou 
polohu vůči tekutině,  platí (13.37) a k evoluci rot u dochází podle (13.49). 
Odtud seznáme, že veličina 
 

   
0

0 0 0rot , 0
C

K K= ⋅ = ⋅ =∫u s u l ɺ
�δ δ  (13.51) 

 

je lagrangeovským invariantem pohybu; protože jsou vektory δs0 a gradρ 
kolineární, druhý sčítanec na pravé straně (13.49) nemá vliv na chování K0. 
 Na základě posledních výroků můžeme říci, že prvý integrál pohybu, 
který podle teorému Noetherové existuje v důsledku vzpomínané symetrie, 
je zvláštním případem Kelvinova invariantu – cirkulace rychlosti podél 
uzavřené tekuté křivky, úplně ležící na ploše konstantní hustoty. Tím jsme 
došli k invarianci potenciálového víru 
 

   rot grad ,h = ⋅uΠΠΠΠ ρ  (13.52) 
 

který lze považovat za hydrodynamickou analogii mechanického invariantu 

mΠΠΠΠ  (viz (13.47)). 

 Abychom se přesvědčili o správnosti tohoto tvrzení, představme si víro-
vou trubici protínající plochu konstantní hustoty ρ = ρ0. (Vírová trubice je 
útvar analogický k proudové trubici v poli rychlosti). Průřezem trubice je 
uzavřená kontura C0, celá ležící na ploše konstantní hustoty. Dvě blízko 
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sobě ležící plochy konstantní hustoty ρ0 a ρ0 + δρ vymezují válcový ele-
ment trubice o objemu 
 

   ,0 hδδδµ s=  (13.53) 
 

kde je δ h výška válce. Pro δρ můžeme psát 
 

   grad .h= ⋅nδρ ρ δ  (13.54) 
 

V (13.54) je n jednotkový vektor normály k ploše konstantní hustoty, ležící 
ve směru gradρ. Porovnáním rovnic (13.53) a (13.54) dostáváme 
 

   .grad0 ρ
δρ
δµ

δ
δµδ == ns
h

 (13.55) 

 

Když nyní dosadíme (13.55) do (13.51), je zřejmé, že invariance K0 impli-
kuje invarianci potenciálového víru (13.52), neboť pro nestlačitelné pro-
středí se δµ při pohybu tekutiny zachovává. 
 Na tomto místě je vhodné poznamenat: k analogii mezi popsanými 
mechanickými a hydrodynamickými invarianty se téměř bezprostředně 
dopracujeme, jestliže ve výrazu pro mΠΠΠΠ  (viz (13.47)) zaměníme γ  vekto-

rem gradϕ a pravou stranu (13.52) vynásobíme veličinou g. Tehdy oba in-
varianty jsou dány skalárním součinem momentu hybnosti a gradientu po-
tenciálu vnějšího pole, neboť ve stratifikované tekutině je zrychlení volného 
pádu výslednicí gravitačního a archimedovského zrychlení. 
 Také není bez zajímavosti okolnost, že popsanou analogii lze v jistém 
smyslu rozšířit na rovnice dynamiky plynů. Podobně jako je ideální neho-
mogenní nestlačitelná tekutina stratifikována na plochy konstantní hustoty, 
dokonalá stlačitelná kapalina je stratifikována na navzájem se neprotínající 
plochy stejné entropie a tekutá částice nacházející se v počátečním časovém 
okamžiku na libovolné ploše, stále na ní zůstává, neboť specifická entropie 
je lagrangeovským invariantem pohybu. Více o tom v [21]. 
 Dříve než naznačíme cestu možného uplatnění výsledků naší činnosti 
týkající se invariance jistých objektů, podotkněme, že rovnice zobecněného 
těžkého setrvačníku s konfiguračním prostorem P(3) (daným grupou afin-
ních zobrazení plochy rovnoosého elipsoidu do sebe) a pravoinvariantní me-
trikou, velmi dobře popisují pohyb stratifikované tekutiny v dutině elipsoidu 
ve třídě lineárních polí rychlosti a hustoty, a až na záměnu ω  → –ω  se 
shodují s Eulerovými-Poissonovými rovnicemi (13.45), (13.46). V tomto 
případě složky vektoru jsou rozdíly hustoty na hlavních poloosách eli-
psoidu, l0 je konstantní vektor závisející na orientaci elipsoidu v prostoru 
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vzhledem k síle tíže, µ = 1/ρ0 (ρ0 je střední hustota tekutiny) a invariant 
mΠΠΠΠ  = m⋅γ  odpovídá potenciálovému víru (13.52) v uvažované třídě 

řešení. 
 Přestože nelze očekávat okamžitý praktický význam zde uvedených 
závěrů, pod zorným úhlem obecné hydrodynamiky není obtížné si před-
stavit, s jakými vlastními fyzikálními objekty máme co činit, pokud je na 
místě jejich invariance. Získané závěry o fundamentálních hydrodynamic-
kých invariantech bezesporu mohou být pro nás užitečné při získávání 
jednodušších hydrodynamických modelů, zachovávajících základní vlast-
nosti symetrie výchozích pohybových rovnic. Je na místě otázka, co je 
podstatné pro vznik a vývoj takových objektů, jakými jsou např. tornáda 
a tropické cyklóny a nemá-li zde určující úlohu právě „spirálový“ pohyb 
s integrálním Moffatovým invariantem. S ohledem na složitost takových 
útvarů a potíže při jejich popisu, přitahuje naší pozornost přechod ke 
konečnědimenzionálním modelům hydrodynamických Eulerových rovnic 
pro nestacionární proudění dokonalé tekutiny s různou nenulovou „spirálo-
vitostí“. Podle teorém 3 neexistuje nestacionární řešení pohybových rovnic 
dokonalé homogenní nestlačitelné tekutiny pro konečnědimenzionální dy-
namický systém ze třídy zobecněných tuhých těles s nenulovým invariantem 

HM (viz rotM

D

H δµu u= ⋅∫ ). V geofyzikální hydrodynamice pro analýzu 

a interpretaci uvedených závěrů považujeme souřadnicové plochy za plochy 
konstantní entropie a potenciálového víru. Pohyb dokonalé nehomogenní 
tekutiny se děje na těchto plochách, neboť se zde setkáváme s lagran-
geovskou invariancí entropie a potenciálového víru. Informace o původu 
potenciálového víru mohou přispívat k pochopení úlohy nediabatických 
faktorů porušujících invarianci potenciálové vířivosti [21]. 
 
 
13.5 Zobecněné tuhé těleso a dynamika globálních 

 barotropních a baroklinních toků v geofyzikální 
 hydrodynamice 

 
Získávání poznatků o chování těžkého setrvačníku v poli Coriolisových sil 
a jejich využívání v geofyzikální hydrodynamice si zaslouží pozornost zej-
ména ze dvou důvodů [22]. Oba reflektují fakt, že Eulerovy rovnic setr-
vačníku a Eulerovy-Poissonovy rovnice těžkého setrvačníku, na straně jedné 
a Eulerovy pohybové rovnice nestlačitelné tekutiny a pohybové rovnice 
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slabě stratifikované tekutiny v Boussinesqově aproximaci na straně druhé, 
jsou různými modifikacemi rovnice zobecněného tuhého tělesa. Jsou to 
geodetiky libovolné Riemannovy metriky na libovolné Lieově grupě, po 
nichž dochází k pohybu zobecněného tuhého tělesa v konfiguračním (fázo-
vém) prostoru daným touto grupou. Jeho kinetická energie je pozitivně 
definitní kvadratická forma na Lieově algebře Lieovy grupy. V mechanice 
je to grupa vlastních rotací SO(3) trojdimenzionálního Eukleidova prostoru, 
v hydrodynamice grupa difeomorfismů SDiffD ohraničené oblasti D Euklei-
dova prostoru, zachovávajících element objemu. Grupa SO(3) je izomorfní 
grupě P(3), tj. grupě afinních zobrazení elipsoidu s různými osami do sebe a 
tato grupa je podgrupou SDiffD. Proto řešení rovnic zobecněného tuhého 
tělesa na grupě SDiffD s „hydrodynamickou metrikou“ je ze třídy přesných 
partikulárních řešení rovnic hydrodynamiky. 
 Další výklad započneme pohybovými rovnicemi tuhého tělesa s pevným 
bodem v poli Coriolisových sil a jejich následnou hydrodynamickou 
interpretací. Otáčí-li se tuhé těleso kolem pevného bodu, zvolíme jej za 
počátek souřadnicové soustavy ,

3
,
2

,
1 xxOx  v prostoru pevné a zároveň za 

počátek souřadnicové soustavy Ox1x2x3 v tělese pevné. Jestliže je výsledný 

moment silové dvojice N = O, plyne z rovnice =M Nɺ , že moment hybnosti 
M je vektor velikosti i směru v prostoru konstantní. Pro pozorovatele 
v soustavě                je to vektor stálé délky a stálého směru. Pro pozo-
rovatele v soustavě Ox1x2x3 je to vektor stálé délky, jehož směr se spojitě 
mění. Naším úkolem je uvést, jak se mění. 
 

Poznámka 14: z pohledu teorie grup se mechanické a hydrodynamické systémy od sebe liší 
tím, že jejich kinetická energie zadávající metriku na jejich konfiguračních prostorech je 
levo a pravoinvariantní. To znamená, že při hydrodynamické interpretaci řešení rovnic 
v mechanice a naopak, jim odpovídající souřadnicové soustavy , , ,

1 2 3Ox x x  a Ox1x2x3 si vymě-

ní úlohy. Například Lagrangeově popisu tekutiny odpovídá v mechanice popis v sou-
řadnicovém systému pevným v prostoru a při Eulerovu popisu volíme souřadnicový systém 
v tělese pevný. Máme-li tedy na zřeteli použití rovnic mechaniky pro Eulerův popis pohybu 
tekutiny v poli Coriolisových sil, zajímá nás pohyb tuhého tělesa kolem pevného bodu 
v systému, který se otáčí konstantní úhlovou rychlostí 0Ω  v soustavě v tělese pevné. 
 

Než přikročíme k vlastnímu tématu, vezměme na vědomí tuto poznámku ke 
zvolené terminologii: Půjde-li o výchozí (vzorové) pohybové rovnice, 
mluvíme o původních rovnicích. O jejich kvazigeostrofické aproxima-
ci píšeme jako o „kvazigeostrofických rovnicích“ a při rozvoji určité stavo-
vé proměnné podle jistého řídícího parametru, jenž je „mnohočlenem 
určitého stupně“, zavádíme termín „redukovaný rozvoj“. 

, , ,
1 2 3Ox x x
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 Budiž nyní ω úhlová rychlost rotace tělesa ve vybraném souřadnicovém 
systému. Poté vzhledem k souřadnicové soustavě ,

3
,
2

,
1 xxOx  v prostoru pevné 

se tento systém otáčí s úhlovou rychlostí ω + Ω0 a platí 
 

   [ ]0 , .s r rM M ω Ω M= + +ɺ ɺ  (13.56) 
 

Zde je Ms moment hybnosti vzhledem k prostoru, Mr kinetický moment 
vztažený ke zvolenému souřadnicovému systému. Za nepřítomnosti vněj-

ších sil s =M Oɺ  a dále 
 

   [ ]0, .r r= +M M ω Ωɺ  (13.57) 
 

Označíme-li M moment hybnosti vzhledem k systému pevnému vůči tělesu, 
máme 
 

   ,0MMM +=r  (13.58) 
 

kde je M0 moment hybnosti odpovídající úhlové rychlosti Ω0. 
 Přejděme k souřadnicovému systému pevnému vzhledem k tělesu, které 
se otáčí vůči prostoru s úhlovou rychlostí –Ω0. Uvážíme-li (13.58), můžeme 
položit 
 

[ ] [ ] [ ]0 0 0 0 0 0, , , .+ − + = + + +M M Ω M M M M ω M M Ωɺ ɺ  
 

Při 0 =M Oɺ pohybové rovnice tuhého tělesa v poli Coriolisových sil, indu-

kované rotací systému vůči tělesu s konstantní rychlostí Ω0, mají tvar 
 

   [ ]0 0 0, , , .= + = =M M M ω M ω M ΩI Iɺ  (13.59) 
 

V (13.59) je I tenzor setrvačnosti, který v souřadnicovém systému pevném 
vzhledem k tělesu nezávisí na čase. 
 S přihlédnutím k Eulerovým-Poissonovým pohybovým rovnicím těžkého 
setrvačníku (otáčí-li se tuhé těleso kolem pevného bodu, který není jeho 
těžištěm, je vhodné zvolit tento bod za referenční bod a zavést moment tíže 
vzhledem k němu; takové těleso se nazývá těžkým setrvačníkem), pohybové 
rovnice tuhého tělesa v gravitačním poli a v poli Coriolisových sil zapisu-
jeme ve tvaru 
 

   [ ] [ ]0 0, , ,gµM M M ω l= + +ɺ γ  (13.60) 
 

   [ ], , ;ω M ωI= =ɺγ γ  (13.61) 
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µ je hmotnost tělesa, g zemské zrychlení, γ  jednotkový vektor ve směru 
síly tíže a l0 polohový vektor těžiště. 
 Jak bylo již řečeno, mechanické systémy popisujeme v termínech grupy 
SO(3), izomorfní grupě afinních zobrazení elipsoidu do sebe, která je pod-
grupou SDiffD. Proto spojujeme zobecněné tuhé těleso na této grupě, 
opatřené „hydrodynamickou metrikou“, s přesnými partikulárními řešeními 
rovnic hydrodynamiky. Při hledání takových dynamických systémů vyjde-
me z rovnic, popisujících pohyb rotující slabě stratifikované nestlačitelné 
tekutiny v Boussinesqově aproximaci  
 

   [ ] 1
0 0 0( , ) 2 , / ,p T T

t

−∂
+ ∇ + =− ∇ −

∂
v

v v Ω v gρ  (13.62) 

 

   .0div,0),( ==∇+
∂
∂

vv T
t

T
 (13.63) 

 

Zde je v pole rychlosti, ρ0 střední hustota tekutiny, p tlak a T odchylka 
teploty prostředí od rovnovážné hodnoty T0, spojené s odchylkou hustoty ρ 
od ρ0; T/T0  = –ρ/ρ0. Zajímá nás pohyb tekutiny v dutině elipsoidu 
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ve třídě prostorově-lineárních nedivergentních polí rychlosti 
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=

=
3

1

),()(),(
i

ii tt rwrv ω  (13.64) 

 

tečných k okraji proudové oblasti ((wi,∇)S = 0, i = 1, 2, 3) a také v pro-
storově-lineárních polích teploty (∇T nezávisí na r) 
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i, j, k jsou jednotkové vektory ve směru kartézských souřadnicových os. 
Vztahy (13.64) a (13.65) platí v souřadnicovém systému, jehož osy se 
shodují s hlavními osami elipsoidu. Nedivergentní pole wi, i = 1, 2, 3, jsou 
ortogonální: 
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Poissonovy parametry ωi jsou spojeny se složkami vorticity vztahy 
 

1 2 3

2 2 2 2 2 2
2 3 3 1 1 2

1 2 3
2 3 3 1 1 2

, , .x x x

a a a a a a

a a a a a a
Ω ω Ω ω Ω ω+ + +
= = =  

 

 Na základě výše uvedených vztahů s přihlédnutím k Friedmannově rov-
nici a rovnici pro q≐ ∇T/T0 
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kde je {A, B} = (B,∇)A – (A,∇)B Poissonova závorka vektorových polí A, 
B, dospíváme k zápisu 
 

   [ ] [ ]0 0, 2 , ,g= + +M ω M M l σɺ  (13.66) 
 

   [ ], .=σ ω σɺ  (13.67) 
 

Zde je M = Iω , M0 = I 0ω , I diagonální matice s nenulovými prvky 

,23
2
21 aaI +=  ,21

2
32 aaI +=  ,22

2
13 aaI +=  g zemské zrychlení, l0 = a1cosα1i + 

+ a2cosα2j + a3cosα3k (cosαi, i = 1, 2, 3 jsou směrové kosiny úhlů, které 
svírá směr vektoru g s hlavními osami elipsoidu) a složky vektoru σ jsou 
rozdíly teplot na hlavních poloosách elipsoidu při bezrozměrné hodnotě T0: 
 

1
0 1 2 3

1 2 3
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T a a a
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Povšimněme si, že (13.66), (13.67) se shodují, až na záměny ω → –ω, 
ω0 → –ω0, s rovnicemi (13.60), (13.61), tj. s pohybovými rovnicemi tuhého 
tělesa v souřadnicovém systému otáčejícím se vzhledem k tělesu úhlovou 
rychlostí 2ω0 a při σ = 0 (homogenní tekutina) s rovnicí (13.59) volného 
pohybu setrvačníku v poli Coriolisových sil. Nutnost takových záměn je 
dána rozdílnými metrikami v mechanických a hydrodynamických systé-
mech. Riemannova metrika konfiguračního prostoru, indukovaná kinetickou 
energií proudící tekutiny, je v případě grupy SDiffD proudové oblasti D 
pravoinvariantní na rozdíl od grupy SO(3) prostoru R3, kde je levo-
invariantní. Dvojnásobek rychlosti systému je dán tím, že rotor rychlosti je 
dvojnásobkem úhlové rychlosti lokálního rotačního pohybu tekutiny. 
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 Ještě než přikročíme k výkladu barotropního hydrodynamického setrvač-
níku v poli Coriolisových sil, řekněme si, že na (13.59) až (13.61) nahlížíme 
jako na model globálních barotropních a baroklinních toků v rotujících 
tekutinách. 
 Máme-li na mysli právě takový setrvačník, jsou T a σ rovny nule a pohyb 
je popsán rovnicemi 
 

   [ ]0 0 0, 2 , , .= + = =M ω M M M ω M ωI Iɺ  (13.68) 
 

Po substituci 02′ = +M M M  nabývá systém (13.68) tvaru  
 

   0, , ( 2 ). ′ ′ ′= = + M ω M M ω ωIɺ  (13.69) 
 

Vynásobením (13.68) vektorem ω  a (13.69) vektorem M´získáme dva prvé 
integrály 
 

   2 2 2
1 1 2 2 3 32 ( , ) ,E I I I= = + +ω M ω ω ω  (13.70) 

 

   2 2 2 2
1 01 2 02 3 03( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) .M M M M M M′ = + + + + +M  (13.71) 

 

V hydrodynamice s integrálem (13.70) spojujeme zachování kinetické 
energie v uvažované třídě proudění. Druhý invariant (13.71) je důsledkem 
Kelvinova cirkulačního teorému. Jestliže bez újmy obecnosti položíme 
M0 = 0 a je-li C uzavřená kontura ohraničující infinitezimální orientovaný 
element plošky δs, Kelvinův invariant lze vyjádřit ve tvaru 
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Zachování K značí, že 
 

d d d d
( , ) 0;

d d d d
d

( , ).
d

K

t t t t

t t

δδ δΩ s
Ω s s Ω

v

= = + =

∂
= + ∇
∂

 

 

Protože v homogenní tekutině vyhovuje Ω  Helmohltzově rovnici 
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Pro veličinu δs tedy platí rovnice analogická dříve uvedené rovnici pro 
časovou změnu vektoru q, popisující evoluci ∇ T v nehomogenní tekutině. 
 Naznačme postup, kterým lze prokázat platnost věty o smyslu invariantu 
(13.71). Pro uvažovanou třídu proudění vezměme za δs element plošky se 
středem shodujícím se s počátkem souřadnicového systému v těžišti eli-
psoidu. Při proudění s konstantní vorticitou, které zde máme na mysli, kde 
částice tekutiny v počátku referenčního systému zůstává v klidu, se vymeze-
ný element, považovaný za tekutou plochu, bude jen deformovat a pootáčet 
v prostoru, aniž přitom dochází ke změně polohy jeho středu. Proto 
δs = δs(t) a tato veličina je funkcí času a nikoliv prostorových souřadnic. 
Ovšem pak (d/dt) (M,I) = 0, kde je                 Ii = (ai/a1a2a3)δsi, i = 1, 2, 3 
a tak Kelvinův invariant můžeme zapsat ve tvaru K = (M,I). Závěr je 
nasnadě. Protože rovnice pro vektor M je formálně totožná s Poissonovou 
rovnicí, stačí provést záměnu I za M a tak je platnost tvrzení o invariantu 
(13.71) zřejmá. Podotkněme, že při Ω ≠ 0 místo M je třeba uvažovat 

02MMM +=′  a příslušná rovnice je rovněž formálně shodná s Poissonovou 

rovnicí. 
 Vraťme se k zápisům (13.70) a (13.71). Odtud získáme informace o cho-
vání barotropního setrvačníku v poli Coriolisových sil, aniž bychom museli 
integrovat jeho pohybové rovnice. Zjišťujeme, že v prostoru momentů 
hybnosti jsou trajektorie setrvačníku křivky, představující průniky „ener-
getických“ elipsoidů 
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s „cirkulačními“ kulovými plochami  
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se středem v bodě            a s poloměrem                             Typické fázové 
trajektorie dynamického systému (13.68) jsou na obr. 13.4 a vztahují se 
k různým hodnotám Rossbyho parametru                           Z hlediska hydro-
dynamiky tyto portréty ilustrují proces postupného zániku složitých pohybů 
při narůstajícím vlivu Coriolisových sil. Při poklesu hodnot ε (počínaje 
ε  = ∞) dochází postupně k „vymizení“ nejprve jednoho a poté i druhého 
hyperbolického bodu. 
 

[ ], ,= ωɺI I

2
02− Μ 02 .′ = +M M M

0/ 2 .M M≐ε
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Obr. 13.4 Změny fázových portrétů pro trajektorie pohybu trojosého elipsoidu  
v rotujícím souřadnicovém systému při zmenšujícím se parametru ε [21]. 

 
Poznámka 15: nechť x0 je rovnovážným stavem soustavy ( ),x f x=ɺ  kde x = (x1, x2, …, xn) ∈ 
∈ Rn a f : Rn→Rn. Označme A = Df(x0) diferenciální zobrazení f : R

n→Rn v bodě x0 
(Jacobiho matici zobrazení f v bodě x0). Rovnovážný stav nazýváme hyperbolickým, 
jestliže všechna vlastní čísla matice A mají nenulové reálné části. Potud definice. Dodejme, 
že diferenciální rovnice ( )x f x=ɺ  je lokálně strukturálně stabilní v okolí svého rovno-

vážného stavu x0 právě tehdy, je-li rovnovážný stav x0 hyperbolický. Rovnice ( )x f x=ɺ  je 

strukturálně stabilní, existuje-li takové okolí U pole f, že pro každé pole v∈U je soustava 
( )x v x=ɺ  topologicky orbitálně ekvivalentní se soustavou ( ).x f x=ɺ  To značí, že existuje 

homeomorfismus h: Rn→Rn, který zobrazuje trajektorie jedné soustavy na trajektorie druhé 
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soustavy při zachování směru jejich probíhání, aniž parametrizace trajektorií musí být 
zachována. 
 

 Globálním geofyzikálním tokům odpovídají malá Rossbyho čísla, při 
nichž trajektorie barotropního setrvačníku jsou průniky elipsoidu se soubo-
rem ploch ortogonálních k vektoru M0. Odtud docházíme k poznatku:  
  1. Fázový portrét geofyzikálních toků hydrodynamického barotrop-
ního setrvačníku tvoří uzavřené eliptické trajektorie bez hyperbolických 
bodů;  
  2. Při malých Rossbyho číslech se prakticky zachovává projekce mo-
mentu hybnosti do směru M0 (s přesností až na O(ε2), kde je O Landauův 
symbol. 
 Pohyb po uzavřených trajektoriích nejjednodušeji popíšeme za předpo-
kladu, že směr vektoru M0 leží ve směru jedné z hlavních os elipsoidu, 
řekněme z (tj. x3). Tehdy (13.68) lze přepsat do tvaru 
 

   
1 1 3 2 3 2 3 0 2

2 2 1 3 1 3 1 0 1

3 3 2 1 1 2

( ) 2 ,

( ) 2 ,
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ɺ
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 (13.72) 

 

Jestliže ε <<1, 2
3 ( ),M O=ɺ ε  2

3 30 ( )M M O= + ε , M30 = konst = O(ε), s přes-
ností až na členy řádu ε2 pro proměnné X = (I2)1/2M1, Y = (I1)

1/2
M2 platí 

rovnice 
 

1/ 2 1/ 2
1 2 3 0 1 2 32( ) , 2( ) .OX I I I Y Y I I I Xω ω− −= = −ɺ ɺ  

 

Odtud nahlédneme, že se koncový bod vektoru M a také vektoru M´ po-
hybuje po eliptické dráze konst// 2

2
1

2
1 =+ IMIM  s úhlovou rychlostí 

  
σ = 1/ 2 1/ 2

3 1 2 0 1 2 1 2 02 ( ) 2 ( ) ,I I I a a I I− −− = −ω Ω  
 

tedy ve směru proti rotaci souřadnicového systému. 
 Úhrnem lze říci: Při duálním přístupu k pohybovým rovnicím tuhého 
tělesa upevněného v bodě lze takové pohyby barotropního setrvačníku spolu 
s přibližnou invariancí projekce jeho momentu hybnosti do směru vektoru 
M0 považovat za preobraz šíření planetárně-setrvačných vln. Tyto vlny 
unášejí moment hybnosti ve směru proti rotaci Země a platí přibližná in-
variance (lagrangeovská) vertikální vorticity globálních atmosférických 
pohybů [22]. 
 Stále mějme na zřeteli to, že z pohledu Arnoldovy konstrukce zobec-
něného tuhého tělesa (obsahuje Eulerovy pohybové rovnice dokonalé teku-
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tiny) a jejího rozšíření na pohyby ve vnějších silových polích, můžeme 
považovat pohybové rovnice těžkého setrvačníku v poli Coriolisových sil za 
model baroklinního toku rotující tekutiny v gravitačním poli. Při nulové gra-
vitační síle interpretujeme rovnice mechaniky jako model barotropního 
proudění v rotující tekutině. V tomto ohledu nám více napoví tři prvé inte-
grály systému (13.66), (13.67): 
 

 0 0(1/ 2)( , ) ( , ), (( 2 ), ), ( , ).E g G= + = + =ω M l σ Π M M σ σ σ  (13.73) 
 

Tyto integrály po řadě představují zákon zachování celkové energie 
 

 0 1 2 3 0 0 1 2 3(1/ 2) ( , ) d d d ( / ) ( , ) d d d ,
D D

E x x x T T x x xρ ρ= −∫ ∫v v g r  (13.74) 

 

lagrangeovskou invarianci potenciálového víru 
 

   0(( 2 ), )TΠ Ω Ω= + ∇  (13.75) 
 

a teploty T v uvažované třídě řešení výchozích rovnic hydrodynamiky 
(13.62), (13.63). 
 

Poznámka 16: systematicky zde používáme tvaru „potenciálový“ místo „potenciální“, aby 
nedošlo k nedorozumění. Termín „potenciální“ je oprávněn u potenciální energie a používá 
se též ve sloučeninách, kde chybný výklad nehrozí: „ekvipotenciální plocha“. Rovněž 
v hydrodynamice se mluví o proudění potenciálovém a nikoliv potenciálním [23, 24]. 
 

 V termínech grupového formalismu, uplatňujícího se v konstrukci zobec-
něného tuhého tělesa, budeme považovat veličiny (13.73) za mechanické 
preobrazy hydrodynamických invariantů (13.74), (13.75) a teploty T. A to 
v tom smyslu, že oběma modelům přisuzujeme základní vlastnosti symetrie 
rovnic hydrodynamiky. 
 Další výklad, směřující k získání kvazigeostrofické aproximace pohy-
bových rovnic baroklinní tekutiny, započneme výčtem požadavků příznač-
ných pro geofyzikální hydrodynamiku:  
  1. Rossbyho parametr 0 0/ /U f L fε ω=≐  spolu s parametry ξ = 

2 2
0 0/ ( ),f L gH O= = ε  )(/0

2 εη OgHN == považujeme za malá čísla. Zde je f0 

Coriolisův parametr, L a H charakteristické horizontální a vertikální měřítko 
geofyzikálních toků, U a ω jejich typická rychlost a vertikální vorticita. Dále 
je N Bruntova-Vaisalova frekvence N = ((g/T0)(∂T/∂x3))1/2, ∂T/∂x3>0;  
  2. Pohyb považujeme za kvazistatický a kvazigeostrofický tj. s přes-
ností až na O(ε) užíváme vztahu pro termální vítr;  
  3. Platí rovnice zachování potenciálového víru a potenciálové teploty 
(v našem případě T), jejichž rozvoj podle malého parametru ε provádíme 
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s přesností až na O(ε2). Také požadujeme, aby směr vektoru g byl rovno-
běžný s hlavní osou elipsoidu 0x3 (poloosa a3), která je osou rotace systému 
s úhlovou rychlostí Ω0 a uvážíme výše uvedené požadavky pro získání 
kvazigeostrofické aproximace rovnic (13.66), (13.67). 
 Jako parametry ε, L2 a H0 v úvahu připadají veličiny 
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Poté dostáváme 
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N O
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 (13.77) 

 

 Pro rovnice hydrodynamiky (13.62), (13.63) v Boussinesqově aproxima-
ci píšeme vztah pro termální vítr ve tvaru 
 

   [ ]1
0 02( , ) , ( ).T T O ε−− ∇ = ∇ +Ω v g   (13.78) 

 

Podle (13.78) poměr zanedbaných členů k členům zbývajícím je řádu ε. Ve 
složkách (13.78) platí 
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 (13.79) 

 

 Přihlédneme-li k rovnicím (13.66), (13.67), pro termální vítr dostáváme 
 

   [ ] [ ]0 0, 2 , ( )g O ε+ =ω M l σ  (13.80) 
 

a tedy (l0 = (0, 0, –a3)) 
 

   2 3 1 3
2 1

3 0 3 0

( ), ( ).
2 2

a g a g
O O

I I

σ σω ε ω ε
ω ω

=− + =− +  13.81) 

 

Vezmeme-li nyní na vědomí (13.79), dospíváme k vyjádření ω2 ∝ ∂u/∂x3 ∝  
∝ –∂T/∂x2, ω1 ∝ -∂w/∂x3 ∝ –∂T/∂x1 a tyto výrazy lze považovat za složky 
termálního větru. 
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 Na základě zápisů (13.81) a (13.76) můžeme položit ω2/ω0 ∝ ω1/ω0 ∝  
 ∝ O(ε) ∝ σ2/O(ε) ∝ σ1/O(ε) a tak bude σ1 ∝ σ2 = O(ε  2).  
 Naším dalším počinem je přepis rovnic (13.66), (13.67) do složkového 
tvaru: 
 

   
1 1 3 2 2 3 3 0 2 2 2

2 2 1 3 1 3 3 0 1 1 3
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 (13.82) 
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 (13.83) 

 

Pro pevné body systému (13.82) a (13.83), popisující stacionární rotační 
režimy (k rotaci dochází kolem hlavních os elipsoidu), platí vztahy 
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(c)   
2 3 2 3 1 10

1 10

3 0 10 10 3

0, 0, ,
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Proměnné označené indexem 0 mohou nabývat libovolných reálných hod-
not, nikoliv však proměnné s vnějším parametrem ω0. Ještě dodejme, že li-
bovolným reprezentantem vlastnosti (b) či (c) je netriviální přísně geostro-
fický stacionární pohybový režim při libovolné, od nuly různé hodnotě ω0. 
 Pokračujme v úvahách, jejich smyslem a cílem je získání konečného tva-
ru rovnic pro proměnné ω1, ω2 a tím i kvazigeostrofické aproximace rovnic 
(13.81) a (13.82), popisujících pohyb hydrodynamického setrvačníku v poli 
Coriolisových sil. Nejprve si povšimněme, že z rovnice (13.83) s přihlé-
dnutím k odhadům σ1 ∝ σ2 = O(ε2), O3 ∝ O(ε) a vztahu pro termální vítr 
(13.81) s ohledem na zápis 2

0 3 32 / ( )I a g Oξ ω ε=≐  dostaneme 4
3 ( ).Oσ ε=ɺ  

Je tedy σ3 = σ30 s vysokou přesností konstantní veličinou a lze uvažovat 
rovnice 
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   1 2 30 3 2

2 3 1 1 30

,

.

σ ω σ ω σ
σ ω σ ωσ
= −

= −

ɺ

ɺ
 (13.84) 

 

Na (13.84) nahlížíme jako na analogii „redukovaného“ rozvoje (podle 
parametru ε) vztahu pro „potenciálovou“ teplotu (přesněji pro její gradient), 
vyjádřenou v termínech termálního větru. 
 Nyní je třeba říci, co míníme potenciálovým vírem v kvazigeostrofické 
aproximaci. Tohoto záměru docílíme, vezmeme-li na vědomí, že v důsledku 
výše provedených odhadů lze výraz pro (viz (13.73)) 
 

0 1 1 2 2 2 2 3 0 3(( 2 ), ) 2I I I= + = + +M M σΠ ωσ ω σ ω σ  
 

vyjádřit vztahem 
 

   3
3 0 3 30(2 ) ( ).I O= + +Π ω ω σ ε  (13.85) 

 

Odtud vidíme, že prvý sčítanec na pravé straně (13.85) 
 

3 0 3 30 3 30 3(2 ) , 2I IΠ ω ω σ Π σ ω= + =ɺ  
 

představuje potenciálový vír v kvazigeostrofické aproximaci. Jeho evoluci 
popisuje prvá rovnice v systému (13.82), kterou lze s přihlédnutím k sché-
matu (a) až (c) získat z rovnic 0,F =ɺ  (13.81), (13.83) a dvou posledních 
rovnic (13.83). 
 Vyslovme nyní důležité tvrzení o kvazigeostrofické aproximaci pohy-
bové rovnice hydrodynamického setrvačníku v poli Coriolisových sil: 
 Věta 1. Kvazigeostrofická aproximace rovnic (13.82) a (13.83) šestého 
řádu popisujících pohyb hydrodynamického těžkého setrvačníku v poli 
Coriolisových sil, nás přívádí k dynamickému systému třetího řádu ve tvaru 
 

   

3 3 2 1 1 2

3
1 30 3 2

3 0

3
2 30 3 1

3 0

( ) ,

,
2

.
2

I I I

a g

I

a g

I

ω ωω

ω σ ω ω
ω

ω σ ω ω
ω

= −

  =− +   
  = +   

ɺ

ɺ

ɺ

 (13.86) 

 

Protějškem tohoto systému jsou rovnice pro „pomalé“ proměnné v teorii 
relaxačních kmitů, v našem případě jsou to rovnice popisující pomalou evo-
luci hlavních složek globálních toků, a to vertikální vorticity tekutiny a ter-
málního větru. 
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Poznámka 17: v literatuře se systémy sestávající z „pomalých“ a „rychlých“ proměnných 
nazývají Tichonovovy systémy. O těchto systémech stručně pojednáme v oddílu 13.12. 
 

 Aditivní konstantu v závorkách posledních dvou rovnic systému (13.86) 
stanovíme, vydělíme-li obě strany rovnic systému (13.86) veličinou ,20ω  

přihlédneme k výrazu pro N v (13.77) a k vztahům a3 = H0, I3 = 2L
2 

a .4 2
0

2
0 f=ω  Dostáváme 

 

   
2 2

3 0
302 2

0 3 02

a g H N
S

I f L
σ

ω
=≐ . (13.87) 

 

V geofyzikální hydrodynamice považujeme veličinu S za kriterium podob-
nosti s významem parametru stratifikace. 
 Věnujme i nadále pozornost systému (13.86). Po zavedení bezrozměr-
ných proměnných  
 

31 2

0 0 0

0

, , ,

  (pomalá proměnná)

X Y Z S

t

ωω ω
ω ω ω

τ ω

=− =− = +

=
 

 

přechází (13.86) na systém rovnic (nadále bez újmy obecnosti nechť je 
a1 > a2) 
 

   , , ,X YZ Y XZ Z XYΓ=− = =ɺ ɺ ɺ  (13.88) 
 

kde 2 2 2 2
2 1 3 1 2 1 2( ) / ( ) /( ).I I I a a a aΓ = − = − +  Systém (13.88) má dva pozi-

tivně definitní prvé integrály pohybu 
 

   2 2 2 22 , .E X Z X YΓ θ= + = +  (13.89) 
 

Prvý z nich vyjadřuje celkovou energii systému, druhý chápeme jako zacho-
vání entropie. Nyní již můžeme vyslovit další větu o kvazigeostrofické apro-
ximaci pohybových rovnic těžkého hydrodynamického setrvačníku v poli 
Coriolisových sil: 
 Věta 2. Kvazigeostrofická aproximace pohybových rovnic těžkého hy-
drodynamického setrvačníku v poli Coriolisových sil je ekvivalentní 
Eulerovým rovnicím mechanického setrvačníku, v nichž, jako závislé pro-
měnné, vystupují vertikální vorticita tekutiny a složky termálního větru. 
 Podle této věty je „pomalá“ varieta (simplest slow manifold) tj. varieta 
s pomalou dynamikou těžkého setrvačníku v poli Coriolisových sil, vnořená 
do trojdimenzionálního podprostoru jeho šestidimenzionálního fázového 
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prostoru průnikem „vertikálních“ kruhových válců s „horizontálními“ válci 
eliptického průřezu, jehož další osa je osou OX, je-li 0 < Γ < 1 (obr. 13.5). 
 

 
Obr. 13.5 Fázový portrét geostrofického pohybu těžkého setrvačníku [22]. 

 

 V matematice samotnou varietou rozumíme souvislý topologický prostor, jehož každé-
mu bodu přísluší okolí, které lze vzájemně jednoznačně a spojitě zobrazit na okolí běžného 
Eukleidova prostoru. Názornými příklady variet jsou plochy, které jsou částí (jsou vnořeny) 
do trojdimenzionálního Eukleidova prostoru. Je-li X normovaný lineární prostor s normou 
.

X
 a Y normovaný lineární prostor s normou . ,

Y
 pak prostor X je spojitě vnořen do 

prostoru Y, jestliže X ⊂ Y a existuje konstanta c tak, že pro všechna u∈X je 
.u c u=

Y X
 Výsledky vyplývající z existence a stability zmíněné variety (také hovo-

říme přímo o kvazigeostrofické varietě nebo o hydrodynamické varietě) se mohou uplatnit 
i v matematické teorii klimatu, založené na teorii dynamických systémů a jejich ge-
nerických bifurkacích*). 
 

 Podotkněme, že uvedenými vlastnostmi (a) až (c) stacionárních přísně 
geostrofických řešení úplného systému pohybových rovnic (13.81) až 
(13.83) zcela popíšeme pevné body redukovaného systému (13.88): 
 

(a)   00, ,X Y Z Z= = =  

                                                 
*) Vlastnosti trajektorií toku příslušného k vektorovému poli nazýváme generickými, mají-li je „téměř všechna“ 

vektorová pole. Říkáme, že nějaká vlastnost je splněna pro téměř všechna x Ω= (skoro všude) v uzávěru 

Ω množiny Ω, je-li splněna pro všechna x z množiny Ω \ M, kde M Ω⊂  je množina s nulovou Lebesgueovou 
mírou. Vezmeme-li např. ve vektorovém prostoru Rn nějakou uspořádanou n-tici vektorů, pak skoro ve všech 
případech jsou tyto vektory lineárně nezávislé. Slovo bifurkace znamená rozdvojení a používá se v širším 
významu pro označení různých kvalitativních změn nebo metamorfóz různých objektů při změnách parametrů, 
na nichž tyto objekty závisí. Teorii generických bifurkací je možno považovat za dynamickou verzi teorie 
singularit diferencovatelných zobrazení, jejíž speciálním případem je teorie známá pod názvem teorie katastrof. 
Vstup teorie dynamických systémů do geofyzikální hydrodynamiky a do matematické teorie klimatu 
(mathematics of climate modeling) považujeme za velice progresivní trend, který ve svých důsledcích dost 
možná zmenší odstup mezi čistým a aplikovaným výzkumem v oblastech hydrodynamiky, který mnohdy vedl 
k potížím v dorozumívání. 
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(b)   00, ,X Z Y Y= = =  

(c)   00, .Y Z X X= = =  
 

Veličiny s nulovými indexy mohou nabývat libovolných reálných hodnot 
a nulová řešení X = Y = 0 při S ≠ 0, popisující cirkulaci kolem vertikální osy, 
jsou netriviální reprezentací (a). 
 Při kvazigeostrofické aproximaci představují řešení (a) a (b) stabilní sta-
vy, zatímco řešení (c) je nestabilní. Proto lze veličinu Γ X  

2 ve výrazu pro 
energii (13.89) považovat za dostupnou (available) potenciální energii, 
schopnou transformace v kinetickou energii vertikální vorticity. 
 Průběh fázových trajektorií (fázový portrét) pro různé hodnoty E je na 
obr. 13.6. Stacionární bod odpovídající řešení (b) je při uvažované apro-
ximaci bodem stabilním, příslušejícím stabilní rotaci setrvačníku kolem 
krátké osy. Další stacionární bod (c) a trajektorie z něho vycházející, jsou 
nestabilní. Pro periodu pohybu po uzavřené orbitě dostáváme rovnici 
 

,)sin2(
d

d 2/12ϕθΓϕ
−= E

t
 

 

která je řešitelná kvadraturami (tgϕ = Y/X), tj. elementárními funkcemi. 
Trajektorie obtáčejí kruhový válec při Γθ < 2E a fáze ϕ se mění od 0 do 2π. 
Ještě dodejme, že při velkých hodnotách E je pohyb po orbitě systému 
blízký ke kruhovému pohybu s frekvencí f =  dϕ/dt = (2E)1/2. 
 

Poznámka 18: uvážíme-li přibližnou invarianci σ3, lze prvé integrály výchozího systému 
(13.82) a (13.83) 2 2 2

1 1 2 2 3 3 3 32 2 ,E I I I a gω ω ω σ= + + −  2 2 2
1 2 3θ σ σ σ= + +  zapsat ve tvaru 

 
2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 22 , .E I I Iω ω ω θ σ σ′ ′= + + = +  
 

 Dříve než pojednáme o struktuře a možné stabilitě pomalé variety hydro-
dynamického těžkého setrvačníku v poli Coriolisových sil, zdůrazněme fakt, 
že rovnice pomalých pohybů musí být kvadraticky nelineárním dynami-
ckým systémem 3. řádu se dvěma pozitivně definitními invarianty pohybu. 
Tento systém je ekvivalentní Eulerovým pohybovým rovnicím klasického 
setrvačníku, které záměnou proměnných lze vždy převést na tvar (13.88). 
Avšak je třeba říci, že prvý z integrálů (13.89) po provedené záměně pro-
měnných přechází na 2E´ jen tehdy, když S = 0. Proto považujeme parametr 
stratifikace S za míru odklonu fázových trajektorií výchozího modelu od 
variety systému (13.88). 
 Této otázce nyní věnujme pozornost, zaměřenou na výsledky nume-
rických experimentů s kvazigeostrofickými a výchozími rovnicemi. Výsled-
ky výpočtů budeme ilustrovat na průběhu trajektorií v projekci na fázový 
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prostor geostrofického systému (ω1, ω2, ω3). Proudovou oblastí přitom bude 
dutina elipsoidu s poloosami a1 = 3, a2 = 1, a3 = 2. Počáteční podmínky spo-
aaaaaaaaaaaaaaa 

 
 

Obr. 13.6 Pohyb stratifikované tekutiny v trojosém elipsoidu. Projekce fázových trajektorií 
na rovinu (ω1, ω2). Silněji je znázorněna geostrofická aproximace, slaběji „přesná“ 

trajektorie. Hodnoty parametru stratifikace činí: S = 0,2 (a), –0,2 (b), 0,6 (c), –0,6 (d), 0,65 
(e) a –0,65 (f) [22]. 

 
jíme s nestabilitou kvazigeostrofického tripletu ω = (0, 1, 0) při počáteční 
perturbaci, ′ω  = (0, 0, 10-5) a příslušné hodnoty σ1 a σ2 nalezneme ze vztahů 
pro termální vítr. Určujícím parametrem je parametr stratifikace S [22]. 
 Fázové portréty systémů jsou na obr. 13.7 a 13.8 v pořadí rostoucího 
modulu S: 0 ≤ S ≤ 1. Tato volba odpovídá podmínkám charakteristickým 
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pro zemskou atmosféru; parametr S je neměnný toliko v kvazigeostrofické 
aproximaci. Silně vyznačené křivky přísluší kvazigeostrofickému tripletu, 
slabé čáry jsou projekcemi fázových trajektorií výchozího modelu na 
dvojdimenzionální a třídimenzionální podprostor závisle proměnných. 
 Z obr. 13.7, 13.8 je patrno, že dochází k odklonu od kvazigeostrofického 
stavu tím více, čím větší hodnoty parametr S dosahuje. Nicméně, při všech 
uvažovaných velikostech parametru stratifikace leží „přesná“ trajektorie 
v okolí orbity kvazigeostrofické aproximace a vzniká dojem, že při menších 
hodnotách S je kvazigeostrofická varieta tvořena uzavřenými oboustranně 
„zrcadlovými plochami“, odrážejícími fázové trajektorie neredukovaného 
modelu. Při S > 0 leží trajektorie uvnitř zrcadel, při S < 0 v jejich vnějšku. 
Popsaná situace zůstává zachována dokonce tehdy, když ageostrofická 
odchylka je srovnatelná s geostrofickou hodnotou, a to až do S = 1 (není to 
kritická hodnota parametru stratifikace; případy, kdy S > 1 neuvažujeme) 
pro kladná S a S = 0,6 pro záporná S. V okolí této hodnoty S dochází 
k průchodu trajektorií zrcadlovou plochou z vnější strany. Numerické expe-
rimenty dokládají, že při S = – 0,65 nastává kvalitativní změna fázového 
portrétu: v konečném čase (T ∼ 102) trajektorie začínají vyplňovat jim dříve 
nedostupný prostor (ω1, ω2, ω3) a generuje se chaos. Od tohoto okamžiku se 
mění topologie fázových portrétů jak pro kladné, tak i záporné  hodnoty S. 
Podle obr. 13.7 popsané situaci předchází utvářející se symetrie fázového 
portrétu. 
 

Poznámka 19: termín „chaotický“ obvykle používáme pro popis náhodného pohybu 
v disipativních systémech a termín „stochastický“ vztahujeme k hamiltonovským systé-
mům. I když lze nahlížet na oba termíny jako na různá vyjádření „stupně náhodnosti“, 
obvykle je považujeme za synonyma. Řečeno intuitivně, máme náhodný (stochastický) 
proces tehdy, když jistá veličina se mění v čase náhodným způsobem podle určitých 
pravděpodobnostních zákonitostí. Dá se pak pro každý okamžik mluvit např. o pravdě-
podobnosti toho, že zkoumaná veličina (jde-li o veličinu nabývající reálných hodnot) 
nabyla hodnoty z určitého intervalu; dá se také mluvit o pravděpodobnosti toho, že celkový 
časový průběh veličiny má tu a tu vlastnost, ovšem jen pokud jde o vlastnost v jistém 
smyslu „dostatečně jednoduchou“*). 
 

 Změnu v chování trajektorií při poklesu hodnot S od 0,6 do –0,65 
dokumentuje obr. 13.8, na němž jsou zakresleny průsečíky trajektorií s ro-
vinou ω1 = 0 (levá část obrázku) a ω2 = 0 (pravá část obrázku). Po ztrátě 
symetrie fázového portrétu nabývá plocha, na níž leží trajektorie, velmi 
komplikovaný tvar. 

                                                 
*) Pro zájemce o dostatečně přesnou, i když ne zcela standardní, definici stochastického procesu v případě veličiny 
s číselnými hodnotami připojujeme: Stochastický proces je dán, je-li dána neprázdná množina T⊂R1 (velmi 
často se za T bere množina všech nezáporných reálných čísel nebo všech přirozených čísel), neprázdná množina 
A⊂RT (množina přípustných časových průběhů čili realizací stochastického procesu) a pravděpodobnostní 
rozdělení na A splňující jisté podmínky: přesněji řečeno, je dána množinová σ- algebra A. 
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Obr. 13.7 Fázová trajektorie „přesného“ a geostrofického režimu (silnější křivka) v prostoru 
proměnných (ω1, ω2, ω3) pro hodnoty parametru stratifikace S = –0,6 (a), –0,65 (b) a 0,6 (c) 

[22]. 
 

 
 

Obr. 13.8 Změny polohy průsečíků fázové trajektorie ( )tω  s rovinou ω1 = 0 (lévá část 

obrázku) a ω2 = 0 (pravá část obrázku) při zmenšujících se hodnotách parametru 
stratifikace S = 0,6 (a), –0,65 (b) [22]. 

 

 Informace o míře vlivu ageostrofických efektů při změně parametru 
stratifikace S získáme pomocí spektrálních charakteristik kvazigeostro-
fických a výchozích pohybových rovnic. Při malých hodnotách S se v pů-
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vodním systému realizuje režim se dvěma nízkými frekvencemi, blízkými 
k frekvenci kvazigeostrofického systému, v němž nedochází k vysokofrek-
venčním oscilacím. Při kladných (záporných) hodnotách S je nízká frek-
vence výchozího (původního) systému nižší (vyšší) než kvazigeostrofická. 
V oblastech malých Rossbyho číslech získáme kvazigeostrofické řešení 
aaaaaaaaaaaaaa 

 
Obr. 13.9 Frekvenční distribuce Fourierových koeficientů pro kvazigeostroficjý triplet 

(silnější křivka) a „přesnou“ trajektorii pro S = –0,65 [22]. 
 

výchozích rovnic vystředováním podle rychlé složky pohybu. Odtud zjišťu-
jeme, že rozvoj podle malého parametru ω a vystředování podle periody 
rychlých oscilací systému jsou ekvivalentní operace. S růstem modulu 
záporných hodnot parametru stratifikace S se mění fázový portrét: generují 
se nízkofrekvenční oscilace jako příznak (zárodek) chaotického chování 
trajektorií a dochází k narušení procedury vystředování. Povšimněme si 
průběhu frekvenční distribuce Fourierových harmonických pro kvazigeo-
strofickou trajektorii (silněji vytažená křivka) a odpovídající složky pohybu 
původního systému při S = –0,65 (obr. 13.9). Vyzvedněme okolnost, že 
přesnost numerické integrace systému nenarušila platnost zákonů zachování 
(vždy je třeba volit kompromis mezi požadovanou přesností a časovou 
náročností). Systém byl integrován v časovém intervalu 〈0, T 〉, T∼104 a ve 
všech případech relativní chyba vypočtené hodnoty nepřevýšila 10-8. Ještě si 
řekněme, že při velkých hodnotách parametru stratifikace S (s přesností 
převyšující 10-6), došlo v systému k jeho návratu do počátečního stavu 
a takové přesnosti bylo dosaženo pro T∼102 [22]. 
 Stručně shrňme fakta o dynamice globálních barotropních a baroklinních 
toků v geofyzikální hydrodynamice, vystavěné na pojmu Arnoldova zobec-
něného tělesa a jeho rozšíření na pohyby ve vnějších silových polích. Na 
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těchto základech získaná teorie systémů hydrodynamiky je založena na 
poznatku, že pohybové rovnice těžkého setrvačníku v poli Coriolisových sil 
jsou modelem barotropního proudění tekutiny. Dynamika systémů mecha-
niky s pohybovými rovnicemi, majícími základní vlastnosti symetrie pohy-
bových rovnic rotující homogenní a stratifikované tekutiny, je v jistém 
smyslu dynamikou globálních barotropních a baroklinních geofyzikálních 
toků. „Precesní pohyb“ barotropního setrvačníku ve směru opačném ke 
směru jeho rotace, v aproximaci zachování projekce momentu hybnosti do 
směru vektoru rotace, je mechanickým preobrazem planetárních Rossbyho 
vln v aproximaci lagrangeovské invariance vertikální vorticity barotropní 
rotující tekutiny. Také by neměl uniknout naší pozornosti zjištěný přímý 
vztah mezi zachováním čtverce momentu hybnosti a Kelvinovým cirku-
lačním teorémem. Již tyto okolnosti činí aktuálním přístup k geofyzikální 
hydrodynamice postavený na mechanice tuhého tělesa a jeho zobecnění. Je 
to analogie platící mezi konečnědimenzionálními aproximacemi rovnic 
hydrodynamiky ideální nestlačitelné tekutiny a Eulerovými rovnicemi 
tuhého tělesa, přeformulovaná do teorému o ekvivalenci hydrodynamického 
tripletu a těchto rovnic. Ta má zásadní význam pro skladbu teorie tekutin, 
spočívající na grupovém formalismu. Tehdy jako závislé proměnné vystu-
pují vertikální vorticita a složky termálního větru, tj. základní charakteri-
stiky globálních geofyzikálních toků. Vnějším parametrem je parametr 
stratifikace s výrazným vlivem na pohybový režim kvazigeostrofického 
tripletu. Také proto je účelné věnovat pozornost matematickým úlohám 
dynamiky stratifikované tekutiny, z nichž některé dosud nebyly uspokojivě 
vyřešeny (viz kapitola 13.11). Je však zřejmé, že právě nestabilita vertikální 
stratifikace tekutiny může vést na chaotizaci trajektorií v jejím fázovém 
prostoru. Otevřenou otázkou stále zůstává vliv nestabilní vertikální strati-
fikace na dynamiku globálních geofyzikálních toků. Je možné, že v této 
oblasti nové výsledky přinese stále vzrůstající úloha teorie dynamických 
systémů v geofyzikální hydrodynamice. Názorným příkladem je zde 
vytipovaná pomalá varieta, „regulující“ fázové trajektorie neredukovaných 
rovnic hydrodynamiky. 
 
 
13.6 Diferenciální formy 
 
Vzhledem k tomu, že kalkul diferenciálních forem definovaných na euklei-
dovských prostorech (obecněji na diferencovatelných varietách) je již běž-
ným prostředkem moderní matematické analýzy a jeho podrobný výklad je 
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standardní součástí dostupných pramenů (např. [25]), omezíme se na stručné 
shrnutí podstatných vlastností diferenciálních forem a základních operací 
s nimi. 
 Je-li funkce f spojitě diferencovatelná v oblasti A ⊂ Rn a je-li dán bod 
a ∈ A, pak zobrazení dfa:Rn → R1, které každému vektoru u = u1e1 + u2e2 + 
unen ∈ Rn (e1, e2, …, en je standardní báze prostoru R

n) přiřazuje číslo 
gradf(a)⋅u, nazýváme diferenciálem funkce f v bodě a. Je tedy 
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Diferenciál dfa se zapisuje obvykle ve tvaru 
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Zde je dxj diferenciál j-té souřadnicové funkce xj, kde j = 1, 2, …, n, tj. 
lineární funkce přiřazující vektoru u = u1e1 + u2e2 +…+ unen jeho j-tou 
souřadnici uj 
 

d ( ) , 1, 2, , .j jx u j n= =u …  
 

Diferenciály dxj budeme nazývat elementárními diferenciálními 1-formami. 
 Je-li dáno n skalárních funkcí f1, f2, …, fn, definovaných v nějaké mno-
žině D ⊂ Rn, pak zobrazení 
 

1 1 2 2d d ... d ,n nf x f x f x= + + +ω  
 

které každému bodu x ∈ Rn a každému vektoru u = (u1, u2, …, un) ∈ Rn 
přiřazuje číslo 
 

1 1 2 2

1 1 2 2

( , ) ( ) d ( ) ( ) d ( ) ... ( )d ( )

( ) ( ) ... ( ) ,
n n

n n

f x f x f x

f u f u f u

ω x u x u x u x u

x x x

= + + +

= + + +
 

 

budeme nazývat diferenciální 1-formou v množině D. 
 Nechť dxi, dxj jsou dvě elementární diferenciální 1-formy v R

n. Jejich 
vnějším součinem nazveme zobrazení  

1d d : ,n n

i jx x∧ × →R R R  
 

které každé dvojici vektorů u = (u1, u2, …, un), v = (v1, v2, …, vn) ∈ Rn 
přiřazuje reálné číslo 
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.)(d)(d)(d)(d),(dd ijjijijiji vuvuxxxxxx −=−=∧ uvvuvu  
 

Zobrazení dxi ∧ dxj, kde i, j  = 1, 2, …, n, budeme nazývat elementárními 
diferenciálními 2-formami. 
 Nechť je dáno n2 funkcí fij, kde i, j  = 1, 2, …, n, definovaných v nějaké 
množině H ⊂ Rn. Pak zobrazení 
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které každému bodu x ∈ H a každé uspořádané dvojici vektorů u, v ∈ Rn 
přiřazuje reálné číslo 
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nazýváme diferenciální 2-formou v množině H. 
 Nechť dx1, dx2, …, dxn jsou elementární diferenciální 1-formy v R

n. Vy-
berme z nich uspořádanou r-tici (

riii xxx d...,,d,d
21

) a definujeme zobrazení 
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které každé uspořádané r-tici vektorů u1 = (u11, u12, …, u1n), u2 = (u21, u22, 
…, u2n), …, ur = (ur1, ur2, …, urn) přiřazuje číslo 
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Každé takové zobrazení budeme nazývat elementární diferenciální r-formou 
v prostoru Rn. 
 Nechť je dáno nk funkcí ,...21 kiiif  1 ≤ i1, i2, …, ik ≤ n, definovaných v ně-

jaké množině H ⊂ Rn. Pak zobrazení 
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které každému bodu x ∈ H a každé uspořádané k-tici vektorů u1, u2, …, 
uk ∈ Rn přiřazuje reálné číslo 
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1 2 1 2

1

1 2 ... 1 2
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( , , ,..., ) ( ) d d ... d ( , ,..., ),
k k

k

n

k i i i i i i k

i i

f x x x
=

= ∧ ∧ ∧∑ω x u u u x u u u  

 

nazýváme diferenciální k-formou v množině H. Funkce 
kiiif ...21
nazýváme 

koeficienty diferenciální k-formy ω. 
 Nechť jsou dány diferenciální r-forma 
 

rr iiiiii xxx d...dd
2121 ... ∧∧∧=∑ωωωωω  

 

a diferenciální s-forma 
 

1 2 1 2... d d ... d .
s sj j j j j jx x xωη= ∧ ∧ ∧∑  

 

Vnějším součinem diferenciální r-formy ω a diferenciální s-formy η nazý-
váme diferenciální (r + s)-formu ω ∧ η, definovanou vztahem 
 

1 2 1 2 1 1... d ... d d ... d ,
r s r si i i j j j i i j jx x x xω ηω η∧ = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧∑ …

 
 

kde se sčítá přes všechny hodnoty indexů i1, i2, …, ir, j1, j2, …, js. 
 Definujme dále vnější derivace diferenciální k-formy. Nechť ω je dife-
renciální k-forma třídy C1 v nějaké oblasti H⊂Rn. Vnější derivací dife-
renciální k-formy ω nazýváme diferenciální (k + 1)-formu dω, definovanou 
předpisem 
 

1 2 1 2...d d d d ... d ,
k ki i i i i ix x xωωωω= ∧ ∧ ∧∑ω  

 

kde d
kiii ...21

ω  je diferenciál funkce (koeficientu) 
kiii ...21

ω . 

 Vnější derivací diferenciální 0-formy f, tj. spojitě diferencovatelné 
funkce f, je její diferenciál 
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Vnější derivací diferenciální 1-formy 
 

1 1 2 2d d ... dn nf x f x f x= + + +ω  
 

je diferenciální 2-forma 
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d d d d d d d .
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Speciálně pro n = 3 a ω = f1dx+f2dy+f3dz je  
 

3 32 1 2 1d d d d d d d .
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Vnější derivace diferenciální (n – 1)-formy  
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v prostoru Rn je diferenciální n-forma 
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Speciálně pro n = 3 a ω = f1dy∧dz + f2dz∧dx + f3dx∧dy je 
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Označíme-li f = (f1, f2, f3) a  
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můžeme diferenciální 2-formu dω psát ve tvaru 
 

1 2 3d d( d d d d d d ) div d d d .f y z f z x f x y x y z= ∧ + ∧ + ∧ = ∧ ∧ω f  
 

Obecně pro vnější derivaci diferenciální (n – 1)-formy  
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pak pro vnější derivaci diferenciální (n – 1)-formy dω platí 
 

1 2d div d d ... d div d ,nn nx x xω f f V= ∧ ∧ ∧ =  
 

kde d n

nV  je element n-dimenzionálního plošného obsahu v Rn, tj.  
 

1 2d dx x∧ ∧…  1 2d ( , , )n nx∧ u u u…  
 

 Nechť ω je diferenciální k-forma třídy C1 na nějaké oblasti H ⊂ Rn. 
Říkáme, že diferenciální k-forma ω je uzavřená právě tehdy, když dω = 0.  
 
 

13.7 Teorém Noetherové 
 
Dříve než vyslovíme tento teorém, připomeňme si pojmy vložená varieta, 
tečný bandl a derivace zobrazení [13]. 
 Říkáme, že M je vložená do Eukleidova prostoru En podvarieta dimenze 
k, jestliže v okolí U každého bodu x ∈ M existuje n – k funkcí f1: U → R1, 
f2: U → R1, …, fn-k: U → R1 takových, že průnik okolí U a M je zadán rov-
nicemi f1 = 0, f2 = 0, …, fn-k = 0 a funkce (vektory) gradf1, gradf2, …, gradfn-k 
v x jsou lineárně nezávislé. Je snadné zavést na M strukturu variety, tj. 
souřadnice v okolí x. Lze dokázat, že každou varietu lze vložit do 
Eukleidova prostoru. 
 Je-li M vložená do En k-dimenzionální varieta, pak v každém bodě x má 
M k-dimenzionální tečný prostor TMx. Jmenovitě, TMx je ortogonální do-
plněk k {gradf1, gradf2, …, gradfn-k}. Sjednocení tečných prostorů k varietě 
M v různých bodech 

M
TM

∈
∪ x
x

 má přirozenou strukturu diferenciální variety, 

jejíž dimenze je dvojnásobkem dimenze M. Tuto varietu nazvěme tečným 
bandlem variety M a označíme TM. Bod TM je vektor ξ tečný k M 
v některém bodě x. Lokální souřadnice na TM zavádíme následujícím způ-
sobem. Nechť q1, q2, …, qn jsou lokální souřadnice na varietě M a ξ1, ξ2, …, 
ξn složky tečného vektoru ξ v tomto souřadnicovém systému. Tehdy 2n čísel 
(q1, q2, …, qn, ξ1, ξ2, …, ξn) zadává na TM lokální souřadnicový systém. 
 Nyní se zastavíme u derivace zobrazení. Nechť f: M → N je zobrazení 
variety M do variety N. Zobrazení f nazvěme diferencovatelným, jestliže 
v lokálních souřadnicích na M a na N je zadáno diferencovatelnými funk-
cemi. Derivací diferencovatelného zobrazení nazvěme lineární zobrazení 
tečných prostorů f*x: TMx → TNf(x) zadané následovně. Nechť v ∈ TMx. 
Uvažme křivku : , (0)M→ =φ φ x1R  s vektorem rychlosti 0d /d .tt = =φ v  

Tehdy f*xv je vektor rychlosti křivky 1: ,f Nϕϕϕϕ →R�  *f =xv  
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0d/d ( ( )).tt f t== φ Vektor f*xv nezávisí na křivce ϕϕϕϕ , ale jen na vektoru v 

a zobrazení f*x:TMx → TNf(x) je lineární. Ještě podotkněme, že f je diferen-
covatelné zobrazení. 
 Před formulací teorému podotkněme, že různé zákony zachování (hyb-
nosti, momentu hybnosti atd.) jsou dílčími případy jednoho obecného teoré-
mu, podle kterého každé jednoparametrické grupě difeomorfismů konfigu-
rační variety lagrangeovského systému, zachovávajících Lagrangeovu fun-
kci, odpovídá prvý integrál pohybových rovnic. 
 Nechť je M hladká varieta, L: TM → R1 hladká číselná funkce na jejím 
tečném bandlu. Nechť h: M → M je hladké zobrazení. Definujme, že La-
grangeho systém {M, L} připouští zobrazení h, jestliže pro libovolný tečný 
vektor v ∈ TM platí *( ) ( )L h L=v v . 

 Uveďme jednoduchý příklad. Nechť M = {(x1, x2, x3)}, L = (m/2) 
2 2 2
1 2 3 2 3( ) ( , )x x x U x x+ + −ɺ ɺ ɺ . Systém připouští (dovoluje) posuv h: (x1, x2, x3) →  

→ (x1 + s, x2, x3) podél osy x1 a nepřipouští obecně posuv podél osy x2. 
 

 
Obr. 13.10 K teorému Neetherové [14]. 

 

 Teorém Noetherové. Jestliže systém {M, L} připouští jednoznačnou 
grupu difeomorfismů hs: M → M, s ∈ R1, h0 = E, potom k L příslušející 
systém Lagrangeových rovnic má první integrál I: TM → R1. V lokálních 
souřadnicích q na M integrál I zapisujeme ve tvaru 
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 Proveďme důkaz tohoto tvrzení postupem uvedeným v [14]. Zpočátku 
budiž M = Rn souřadnicový prostor*). Nechť ϕ : R1 → M, q = φ  (t) je řešení 

                                                 
*) Uvažme direktní součin R1×R3 osy t na trojdimenzionální lineární prostor R3 s pevnou euklidovskou strukturou, 
tj. s pozitivně definitní bilineární formou - skalárním součinem. Takový prostor nazvěme souřadnicovým 
prostorem. V literatuře se můžeme setkat i s termínem souřadnicový galileovský prostor. 
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Lagrangeovy rovnice. Protože h zachovává L, posuv řešení 1:sh M→φ R�  
pro libovolné s rovněž vyhovuje Lagrangeově rovnici (obrácené tvrzení 
neplatí). Nechť Φ :R1 × R1 → Rn, q = Φ (s,t) = hs(φ (t)) (obr. 13.10). 
Označme si derivaci podle t tečkou a derivaci podle s čárkou. Za uvedených 
podmínek platí 
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L L L
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q q
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kde parciální derivace L vztahujeme na bod q = Φ (s,t), ( , ).s t=q Φɺɺ  Dále si 

uvědomme, že při libovolné pevné hodnotě s zobrazení 1
konst :

n

s= →Φ R R  

vyhovuje Lagrangeově rovnici 
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Označme ( , ) ( ( , ), ( , ))
L

s t s t s tF Φ Φ
q

∂
=
∂

ɺ

ɺ
a dosaďme do poslední rovnice 

∂F/∂t místo ∂L/∂q. Zapíšeme-li ′qɺ  ve tvaru (d/dt)q´, nalezneme 
 

d d d d
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t t t t
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což jsme chtěli dokázat. 
 
 

13.8 Simplektická struktura na orbitách koadjungované 
 reprezentace a levoinvariantní metriky 

 
Na každé orbitě koadjungované reprezentace grupy v prostoru duálním 
k algebře máme přirozenou simplektickou strukturu a orbity tak mají vždy 
sudou dimenzi. 
 Simplektická struktura na orbitách koadjungované reprezentace je určená 
následujícím způsobem. Nechť je x bod z prostoru duálního k algebře a ξ 
tečný vektor orbity v tomto bodě. Protože je g* lineární prostor, můžeme 
nahlížet na vektor ξ jako na vektor rychlosti pohybu bodu x v koadjungo-
vané reprezentaci jednoparametrické grupy exp(a t) s vektorem rychlosti 
a ∈ g. Jinak řečeno, každý tečný vektor ξ v bodě x orbity v koadjungované 
reprezentaci grupy je dán vztahem 
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{ } *, , , .= ∈ ∈ξ a x a xg g  
 

Nyní jsme již připraveni určit simplektickou 2-formu Ω na dvojici vektorů 
ξ1 a ξ2, tečných k orbitě v bodě x. Především vyjádříme ξ1 a ξ2 pomocí 
některých prvků algebry a1 a a2 podle předchozího zápisu a poté sestavíme 
skalár ze dvou prvků algebry a jednoho prvku k ní duálního prostoru ve 
tvaru 
 

[ ] *
1 2 1 2( , ) ( , , ), , i= ∈ ∈Ω ξ ξ x a a x ag g . 

 

Můžeme se přesvědčit, že bilineární forma Ω je dána korektně, tj. že její ho-
dnota nezávisí na volbě ai, forma Ω je antisymetrická a udává diferenciální 
2-formu na orbitě a dále, že forma Ω je nedegenerovaná a uzavřená. Formou 
Ω tedy je zadána simplektická struktura na orbitě koadjungované repre-
zentace. 
 Zbývá věnovat pozornost levoinvariantním metrikám. Riemannova me-
trika na Lieově grupě G se nazývá levoinvariantní, jestliže tato metrika se 
zachovává při všech levých translacích Lg, tj. jestliže převádí derivace levé 
translace každý vektor na vektor téže délky.  
 Levoinvariantní Riemannovu metriku stačí zadat v jednom bodě grupy, 
např. v její jednotce. Tehdy do ostatních bodů grupy lze metriku převést le-
vými translacemi. Dodejme, že levoinvariantních Riemannových metrik na 
grupě je právě tolik, kolik je na algebře grupy eukleidovských struktur. Tato 
struktura na algebře je určena symetrickým pozitivně definitním operátorem 
působícím z algebry do prostoru k ní duálního. Takže, nechť A: g→g* je 

symetrický pozitivně definitní operátor: 
 

(Aξ ,η ) = (Aη ,ξ ) pro všechna ξ ,η  z g. 
 

(Požadavek pozitivnosti symetrického operátoru A není podstatný, nicméně 
v mechanických aplikacích je kvadratická forma (Aξ, ξ) pozitivně definitní). 
Definujme symetrický operátor Ag: TGg→T

*
Gg levou translací 

 

1 1*

* .g g g
L LA ξ A ξ− −=  

 

Dospějeme tak ke komutativnímu diagramu lineárních operátorů (obr. 13.1). 
Operátorem Ag určený skalární součin označme lomenými závorkami: 
 

<ξ ,η >g  =  (Agξ ,η )  =  <η ,ξ >g. 
 

Tento skalární součin zadává na grupě G Riemannovu metriku, invariantní 
vůči levým translacím. 



336 

13.9 Liouvilleův teorém a Hamiltonovy systémy 
 
V předcházejících pojednáních o systémech hydrodynamického typu jsme 
se s Hamiltonovými systémy setkali při zavádění symetrizovaných neline-
árních systémů (kap. 3). Setkání však bylo jen letmé, bez podrobnějšího 
výkladu. Proto se k těmto systémům ještě vrátíme, tentokrát prostředky teo-
rie hladkých variet*). Je to Liouvilleův teorém o invariantní míře a právě 
jedna z jeho možných aplikací, která nás přivede k Hamiltonovým systé-
mům. Dodejme, že pro mnohé dynamické systémy na hladkých varietách 
lze explicitně zadat hladkou invariantní míru a činíme tak právě pomocí 
zmíněného teorému, o němž nyní pojednáme [27].  
 Budiž M m-dimenzionální kompaktní uzavření orientovaná varieta třídy 
C
∞ (symbol C∞ zpravidla označuje kategorii všech hladkých variet a jejich 

hladkých zobrazení) a X vektorové pole třídy C 

∞ na M. V lokálních sou-
řadnicích (x1, x2, …, xm) má vektorové pole X tvar X (x1, x2, …, xm) =  
= (X1(x1, x2, …, xm), X2(x1, x2, …, xm), …, Xm(x1, x2, …, xm)), kde Xk(x1, x2, 
…, xm) ∈ C 

∞(M), 1 ≤ k ≤ m. Uvažme na M systém diferenciálních rovnic 
 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

d
( , ,..., ),

d
d

( , ,..., ),
d

d
( , ,..., ).

d

m

m

m
m m

X
X x x x

t

X
X x x x

t

X
X x x x

t

=

=

=

⋮

 

 

Na tento systém lze aplikovat teorém o existenci a jednoznačnosti řešení 
a proto můžeme zavést jednoparametrickou grupu {T 

t} difeomorfismů třídy 
C
∞ variety M. Samotné zobrazení T  

t je posuvem (shift), převádějícím v čase 
t bod x podél trajektorie řešení systému. 
 Budiž ω diferenciální m-forma třídy C 

∞ na M. Tato forma definuje 
spojitý lineární funkcionál na prostoru C(M), jenž je prostorem spojitých 
lineárních diferencovatelných reálných funkcí na hladké varietě M. Platí 
 

                                                 
*) V dynamice atmosféry se můžeme setkat s Hamiltonovými systémy např. tehdy, hledáme-li Ljapunovovy 
exponenty atraktorů generovaných matematickými modely všeobecné cirkulace atmosféry při jejich ko-
nečnědimenzionálních aproximacích. Ukazuje se [26], že za jistých smysluplných podmínek daných dynamikou 
procesu, model atmosférických pohybů při přechodu na hamiltonovský tvar vykazuje pozoruhodnou vlastnost 
párové symetrie Ljapunovových exponentů. Považujeme ji za dostatečně obecnou vlastnost, charakterizující 
stochastické stavy atmosférických režimů. Při velké dimenzi atraktorů bude jejich dynamika kvaziha-
miltonovská a dimenze bude blízká dvojnásobku počtu Ljapunovových exponentů. Takový aproximační vztah 
byl potvrzen při výpočtu dimenzí atraktorů dobrých modelů barotropní atmosféry [26]. 
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( ) ( ) (d ), ( ).
M

f f f C Mω x ω x= ∈∫  

 

Nechť ω (f) > 0, je-li f > 0. Každá taková forma zadává na M míru, polo-
žíme-li ( ) ( )f fµµµµ =ω ω . 

 Zvolme libovolný, avšak pevný atlas na M, tvořený mapami (Ui, ϕi) a po-
žadujme, aby byl jakobián ji ϕϕ �det  v libovolném bodě ji UU ∩∈x  klad-

ný. To lze vždy učinit, neboť M je orientovanou varietou. Tehdy může být 
forma ω v každém bodě oblasti Ui zadána nezápornou hustotou p(x), funkcí 
třídy C 

∞. Je zřejmé, že pro libovolnou formu ω bude forma ωt, ωt(f ) = 
= ω ( f (T  

tx)) rovněž kladná a obě míry jsou ekvivalentní. 
 Položme si otázku: Kdy existuje invariantní forma, tj. taková forma ω, 
pro niž platí ωt = ω pro všechna t ? Pokud taková forma existuje, µω bude 
invariantní mírou grupy {T 

t}. 
 Předpokládejme, že forma ω je zadána hustotou p(x), takže diferenciál 
míry µ µω=  má v lokálních souřadnicích tvar dµ = p(x1, x2, …, xm) 

dx1dx2...dxm. Poté platí: 
 Liouvilleův teorém o invariantní míře [27]. Nutnou a postačující podmín-
kou invariance míry µ (konečné či σ-konečné) vzhledem k {T 

t} je splnění 
rovnosti  
 

1

( ) 0.
m

k

k k

pX
x=

∂
=

∂∑  

 

Důkaz tohoto tvrzení lze nalézt např. v [27]. Liouvilleův teorém má lokální 
charakter; vektorové pole X je spojité a o invarianci míry µ stačí se pře-
svědčit toliko v okolí libovolného bodu. 
 

Poznámka 20: M si lze představit ve tvaru sjednocení spočetně mnoha podmnožin konečné 
míry. Poté je M prostorem s σ-konečnou mírou. Prostor s mírnou se obvykle značí (M, G, µ). 
Je to prostor M s mírou µ na σ-algebře G. σ-algebrou nazýváme soubor S podmnožin 
prostoru M s vlastnostmi: 1. Pro libovolnou množinu A ∈ S na S platí, že i její doplněk 
A´ = M \ Ai je z S; 2. Pro libovolný spočetný systém {An} množin z S sjednocení ∪An 
a průnik ∩An množin An rovněž jsou z A. 
 

 Přistupme k jedné z možných aplikací zmíněného teorému, která nás 
přivede k Hamiltonovým systémům [27]. 
 Budiž dány m-dimenzionální varieta Q třídy C 

∞ a T*Q svazek diferen-
ciálních 1-forem na Q. Zvolme souřadnicové okolí U se souřadnicemi q1, q2, 
…, qm. Tehdy každá 1-forma je na U zadána svými m složkami p1, p2, …, 
pm. Nedegenerovaná diferenciální 2-forma 
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1

d d d d
m

i

i

i

p q
=

= ∧ = ∧∑ω p q  

 

vytváří na T*Q simplektickou strukturu. K libovolné hladké funkci H(p,q)  
na T*Q sestavme systém diferenciálních rovnic na T*Q v proměnných p, q 
ve tvaru 
 

dd
, ,

d d

1,  2,  ,  .

i

i

i

i

pq H H

t p t q

i m

∂ ∂
= =−
∂ ∂

= …

 

 

Funkce H(p,q) je Hamiltonovou funkcí (hamiltoniánem) a uvedený systém 
diferenciálních rovnic Hamiltonovým systémem (též soustavou Hamiltono-
vých kanonických rovnic). Nezávisí-li H explicitně na čase t, tj. když 
∂H/∂t = 0, je H rovno úhrnné energii. 
 Z tvaru tohoto systému a Liouvilleova teorému bezprostředně dostáváme, 
že je funkce ρ (p,q) ≡ konst hustotou invariantní míry pro tok {T 

t} systému 
Hamiltonových rovnic. Tato míra není konečná. Hamiltonova funkce 
H(p,q) je prvým integrálem, tj. 
 

∑ ∑
= =

=
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∂
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∂
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Množina Γ = {(p,q): H(p,q) = konst} je v mnoha případech kompaktní 
a Liouvilleova míra indukuje na Γ konečnou invariantní míru. Je tomu tak 
např. v dynamice geodetických toků na Riemannových varietách [27]. Je 
známo, že Hamiltonovy systémy lze převést na geodetické toky na m-di-
menzionální varietě Q třídy C∞ při Riemannově metrice 
 

2 1 2

,

d ( ( )) ( ) / 2 ( , ,..., ).i j m

ij

i j

s h V a v v V q q qq q= − −∑  

 

Zde je V potenciální energie, ∑=
ji

ji

ij vvaT
,

)2/1(  kinetická energie, h =  

= H(p,q) = konst. Matice A s prvky aij je pozitivně definitní. 
 
 
13.10 Hamiltonův formalismus na Lieových grupách 
 
Připomeňme si, že tuhým tělesem v mechanice rozumíme soubor konečný 
(či nekonečný) hmotných bodů, jejichž vzájemné vzdálenosti se nemění. 



    339 

Polohu bodů tuhého tělesa jednoznačně určuje repér pevně spojený s tě-
lesem. Nadále budeme uvažovat volné tuhé těleso. Jeho konfigurační pro-
stor M ztotožníme se souborem všech ortogonálních repérů E = {a, ε1, ε2, 
ε3} v R

3, kde a ∈ R3 a uspořádaná trojice vektorů ε i je ortonormální. Proto 
můžeme psát M = R3 × SO(3), kde SO(3) je grupa rotací trojdimen-
zionálního Eukleidova prostoru R3. Zvolme si právě jeden takový repér E0. 
Tehdy každý repér E ∈ M jednoznačně určuje pohyb g(E):R3 → R3, převá-
dějící E0 do E. Tím je dána možnost ztotožnit M s Lieovou grupou G(3) 
všech pohybů v prostoru R3. 
 Nechť E ∈ M. Pak tečný prostor TE(M) = Ta(R3) ⊕ (SO(3)), kde E = (ε1, 
ε2, ε3) a každý vektor ξ ∈ TE(M) jednoznačně zapíšeme ve tvaru ξ = (v,ω ), 
v∈Ta(R3), ω ∈ Tεεεε(SO(3)). Podotkněme, že ω ∈ R

3 značí rotaci kolem osy 
vektoru ω v kladném směru s úhlovou rychlostí  ω . Stav tuhého tělesa 
tedy je popsán vektorem rychlosti jeho translačního pohybu a vektorem 
rychlosti jeho rotačního pohybu. 
 Je vhodné umístit repér E0 do bodu, v němž si myslíme soustředěnou 
veškerou jeho hmotnost, tedy do jeho těžiště. Geometricky je tento bod 
určen požadavkem, aby v metrice E, zadané kinetickou energií tuhého těle-
sa, tečné prostory Ta(R

3) a Tεεεε(SO(3)) byly ortogonální pro všechna E∈G(3). 
Poté je kinetická energie Ekin tuhého tělesa dána součtem kinetické energie 

jeho translačního a rotačního pohybu. Prvá je rovna 
3

2

1

/ 2,i

i

m v
=
∑  kde je m 

hmotnost tělesa, v = (v1, v2, v3) a druhou zadává jistá kvadratická forma 

v neurčitých ωi, i = 1, 2, 3, kde 
3

1

.i i

i

ε ω
=

=∑ω  Z důvodů zřejmé symetrie tato 

forma nezávisí na E. Proto lze repér E0 svázat s tělesem v jeho těžišti tak, 

aby tato kvadratická forma měla diagonální tvar ∑
=

3

1

2 .2/
i

iiI ω  Stručně říkáme, 

že je převedena kvadratická forma v součet čtverců neurčitých. Konstanty Ii 
se nazývají hlavní momenty setrvačnosti tuhého tělesa. Úhrnem tak do-
stáváme, že 
 

∑ ∑
= =

+=
3

1

3

1

22
kin .2/2/)(

i i

iii IvmEE ω  

 

 Obraťme zde pozornost na to, že tento zápis pro Ekin(E) není obyčejným 
vyjádřením metriky v lokálních souřadnicích. Zavedli jsme totiž souřad-
nicový systém (vi, ωi) v 

0E
T (M) a poté jsme ho převedli pohybem g(E) do 
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TE(M). Takový způsob zavedení souřadnic není spojen s výběrem lokálních 
souřadnic na M a zejména proto má výraz pro Ekin konstantní koeficienty. 
Lze dokázat, že při obyčejném způsobu zápisu metriky nelze docílit 
výběrem lokálních souřadnic konstantních koeficientů pro veličinu Ekin. 
 Smysl provedené procedury objasňuje teorie Lieových grup [28]. Nechť 
je G Lieova grupa, e ∈ G její jednotka, Lg:G → G levá translace. Je-li (e1, 
e2, …, en) báze v Te(G), lze tuto bázi převést do libovolného prostoru Tg(G) 
pomocí izomorfismu (dLg)e:Te(G) → Tg(G) a tam získat bázi g

i
=e  

(d ) ( ).
g e i
L= e  Vektorová pole Xi taková, že 

g

igi
eX =  jsou zřejmě levoinva-

riantní, tj. Lg(Xi) = Xi pro všechna g∈G a vytvářejí bázi nad R1 prostoru 
L = L(G) všech levoinvariantních polí na G. Jestliže X, Y ∈ L, zřejmě [X, Y] 
(Poissonova závorka) je z L a L je Lieovou algebrou L grupy G. Tuto 

algebru nazýváme algebrou přidrženou ke grupě G. Nechť (a1, a2, …, ar) je 
báze v algebře přidružené ke grupě G. Nechť ,kijc  k = 1, 2, …, r jsou 

souřadnice vektoru [ai, aj] v této bázi, tj. 
1

,
r

k

i j ij k

k

c a
=

  =  ∑a a . Potom čísla ,kijc  

i, j, k  =  1, 2, …, r, nazýváme strukturními konstantami grupy G (algebry 
L) při bázi (a1, a2, …, ar). Obraťme nyní pozornost na bázi ( 1 2, ,..., )n′ ′ ′e e e  

v prostoru )(* GTe  duální k (e1, e2, …, en) a nechť [ ] ).()(d ,1*
ieg

g

i L ee
−

=  Tehdy 

formy 1( ),i G∈Λω  g

ii g
′=ω e  jsou levoinvariantní a tvoří bázi v L*, duální 

k bázi (X1, X2, …, Xn) v L. K zápisu 
1( )i G∈Λω  poznamenejme: Jestliže M 

je C 

∞ varieta, F(M) okruh hladkých funkcí na M, D(M) značí F(M) – modul 
vektorových polí na M, Λk(M) (0 ≤ k ≤ n = dimM), je F(M) modul diferen-

ciálních k-forem na M (Λ0(M) = F(M)), ).()(
0

MM k
n

k
ΛΛ

=
⊕=  Po této odbočce 

podotkněme: Xi (a odpovídající ω i) tvoří F(G) bázi na D(G) (odpovídající 
bázi v Λ1(G)) a každé vektorové pole (odpovídající 1-formu) na G lze zapsat 

ve tvaru ∑
=

=
n

i

ii

1

XX α  stejně tak 
1

)
n

i i

i

α
=

=∑ω ω , kde αi ∈ F(G). Jmenovitě, 

každou metriku E na G lze zapsat ve tvaru  
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kde ∑
=

=
n

i

ii

1

,XX α  ∑
=

=
n

i

ii

1

,XY β  µij = µji∈F(G). Je-li metrika E levo-

invariantní, pak µij jsou konstanty. Protože je E levoinvariantní, hamiltonián 
H tuhého tělesa je rovněž levoinvariantní. Jsou-li (pi, νi) souřadnice v T*(M), 
duální k (vi, ωi), bude 
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+=
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22 ).2/2/(
i

iii ImpH ν  

 

Můžeme tedy říci, že teorie pohybu tuhého tělesa nás přivádí k poznatku 
o důležitosti a nezbytnosti studovat levoinvariantní hamiltonovské systémy 
na Lieových grupách. 
 Teorie levoinvariantních hamiltonovských systémů na Lieově grupě G se 
podstatně zjednoduší, budeme-li uvažovat jen levoinvariantní část Hamilto-
nova formalismu na T*(G). Ve svých důsledcích to vede k tomu, že grupa G 
je grupou (neskrytých) symetrií levoinvariantního hamiltoniánu H na T*(G). 
 Věnujeme-li pozornost levoinvariantnímu Hamiltonovu formalismu na 
T
*(G) značí to, že budeme pracovat toliko s funkcemi, formami, poli atp. na 
T
*(G), invariantními vzhledem k difeomorfismům Lg pro všechna g ∈ G. 

Každé levoinvariantní funkci ϕ na T*(G) lze přisoudit funkci 
)(*

)(
GTe

L ϕϕ =  

na lineárním prostoru ),(* GTe  který lze přirozeně ztotožnit s L*, L je 

izomorfismus okruhu hladkých levoinvariantních funkcí na T*(G ) a F(L*). 
Jsou-li ϕϕϕϕ ∈ F(T*(G )) a X ∈ D(T*(G)) levoinvariantní, rovněž funkce X(ϕ) 
bude levoinvariantní. Odtud dostáváme, že pole X 

L ∈ D(L*) je korektně 
definová-no rovností X 

L(Ψ ) = L(X(L-1(Ψ ))),Ψ ∈ F(L*). 
 

 Dříve než se vrátíme k tuhému tělesu, zakončíme krátkou exkurzi po 
levoinvariantní teorii výrokem, že je-li H ∈ F(T*(G)) levoinvariantní, tuto 
vlastnost má rovněž pole XH. Je tedy definováno pole 

L

HX  a R1 lineární 

zobrazení ΓL:F(L*) → D(L*), ΓL(Ψ ) = .
)(1

L

L ψ−X  Naším úkolem nyní je uvést 

vztah pro ΓL. Především si uvědomme, že [ ] ∑= ., k

k

ijji c XXX  Dále je třeba 

vědět, že pokud πi tvoří systém souřadnic na L, bude 
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Tehdy dostáváme 
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 V předešlých úvahách jsme za bázi v Te(G(3)) = 
0
( )ET M =  

0

3( ) ( (3))a eT T SO= ⊕R zvolili vektory e1, e2, e3 ve směrech os setrvačnosti 

uvažovaného tělesa (báze v ))( 3

0
RaT  a vektory e4, e5, e6 jednotkových 

rotací podél os e1, e2, e3 (báze v Te(SO(3))). Tehdy bude 
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Po aplikaci zápisu pro L

HX  na hamiltonián 
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s přihlédnutím k hodnotám strukturních konstant, daných výše napsanými 
výrazy, máme 
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Levoinvariantní Hamiltonův systém pro tuhé těleso tak má tvar 
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Levoinvariantní je rovněž Legendreovo zobrazení αH, generující zobrazení 
.: * LLL

H →α  V našem případě je L

Hα  dáno výrazy νi = pi/m, ωi = νi/Ii 
a proto má systém rovnic na L odpovídající poli ( )L L

H Hα X  tvar 
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Prvé tři rovnice tohoto systému vyjadřují zákony zachování hybnosti ve 
směru souřadnicových os zapsané v pohyblivém repéru E a jsou pro nás 
nezajímavé. Druhá trojice těchto rovnic již reprezentuje Eulerovy rovnice 
otáčivého tuhého tělesa. To má za následek, že pole )( L

H

L

H Xα na L v případě 
libovolného levoinvariantního hamiltoniánu H na T*(G) lze považovat za 
zobecněné Eulerovy rovnice tuhého tělesa (pochopitelně, je-li αH difeo-

morfismus). Funkce ∑
=

=
3

1

22

i

ipp  a ∑
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=
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22

i

iννννν  jsou invarianty grupy G(3), 

protože .022 == LL

νννν
XX

p
 Projekce variety {H = c1} ∩ {p2 = c2} ∩ {νννν2 = c3} 

na νννν prostor ( = 
0

*( (3)) ( (3)))e ET SO T G⊂  zadávají rovnice 
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 Můžeme tedy říci, že pohyb tuhého tělesa je popsán v neparametrické 
formě těmito křivkami, či s ohledem na αH křivkami 
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které jsou řešením Eulerových rovnic. 
 Závěrem uveďme, že existuje vazba mezi trajektoriemi pole XH a „Eule-
rova pole“ );( L

H

L

H Xα  je-li ω(t) trajektorie Eulerova pole, projekce γ(t) tra-
jektorie )(tγ pole XH na G má tvar γ(t)  =  expω(t) a opačně. Zde exp:L → G 
značí exponenciální zobrazení. 
 
 
13.11 Matematické úlohy dynamiky stratifikované 

 tekutiny 
 
Při matematickém modelování procesů v nelineárních prostředích častou 
pozornost věnujeme poznávání dynamiky nehomogenních, zejména stratifi-
kovaných tekutin. Velkou měrou to platí pro geofyziku, oceánologii, fyziku 
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atmosféry, ale i tehdy, máme-li na mysli ryze technické problémy kolem 
proudění tekutin. Stratifikovanou tekutinou míníme tekutinu, jejíž fyzikální 
charakteristiky, např. její hustota, vazkost, tepelný obsah a další, jsou ve sta-
cionárním stavu funkcemi toliko jedné prostorové souřadnice. Ke stratifi-
kaci prostředí může dojít z různých fyzikálních příčin, rovněž působením 
zemské tíže na tekutinu, generující nehomogenitu její hustoty ve směru 
působení gravitačního pole. Taková nehomogenita bývá označována jako 
hustota stratifikace. Právě ta ve srovnání s jinými vidy stratifikace nejvýraz-
něji ovlivňuje dynamické vlastnosti tekutin a vlnové procesy, k nimž 
v tekutinách dochází. Proto nadále budeme spojovat stratifikaci tekutiny 
pouze s působením tíže. 
 Studium stratifikovaných tekutin před nás staví dosti komplikované 
otázky, jejichž řešení může být obtížné a dosažitelné toliko numerickými 
metodami. Ne vždy lze formulovat problém tak, aby existovalo jeho analy-
tické řešení. Zde je třeba říci, že pokud vůbec můžeme imitovat děje v neli-
neárních prostředích lineárními matematickými modely a způsob řešení 
podat analyticky, platí to i pro úlohy týkající se dynamiky stratifikovaných 
tekutin. Nelze avšak opomenout, že jejich matematické formulace mohou 
být poněkud „svérázné“ a zhusta vyústí v nestandardní matematický popis, 
nemající analogii v klasické matematické fyzice [29]. Také je třeba říci, že 
zatímco matematický model dokonalé stratifikované tekutiny ve tvaru 
Eulerovy hydrodynamické rovnice je znám již dávno, systematické studium 
o korektnosti zde vznikajících úloh matematické fyziky prakticky je stále 
ještě neuzavřené [29]. 
 Úvodem zaměříme pozornost na základní okrajové a počáteční úlohy 
dynamiky stratifikované tekutiny, tak jak jsou popsány v [29]. Přitom bude-
me mít na mysli malé pohyby stratifikované stlačitelné tekutiny v kartéz-
ském souřadnicovém systému (x1, x2, x3) pevně spojeným s rotující tekuti-
nou (takový systém rotuje spolu s tekutinou). Předpokládejme, že k rotaci do-
chází kolem osy Ox3, a tak pro Coriolisův vektor k0 dostáváme k0 = (0, 0, α), 
kde je α dvojnásobkem úhlové rychlosti rotace. Nechť je tekutina stratifi-
kována podél osy Ox3 a proto je její hustota v neperturbovaném stacio-
nárním stavu jen funkcí souřadnice x3, tedy ρ0 = ρ0(x3). Malé pohyby takové 
tekutiny v tíhovém poli za nepřítomnosti dalších vnějších sil poté lze popsat 
rovnicemi [29] 
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v nichž [ , ] a ( , ) je vektorový a skalární součin v R3, v = (v1, v2, v3) vektor 
rychlosti tekuté částice, ρ1 změna hustoty tekutiny způsobená jejím pohy-
bem, p dynamický tlak, e3 jednotkový vektor ve směru osy Ox3, g tíhové 
zrychlení Země, c rychlost zvuku v příslušném tekutém prostředí a 2

0ω  

čtverec Bruntovy-Vaisalovy frekvence: 
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Podmínka 2
0ω ≥0 vyjadřuje stabilitu rozdělení hustoty ρ0(x3) tekutiny a v ní 

nepřítomnost konvektivních pohybů. 
 Všimněme si, že první rovnice systému (13.90) je zákonem zachování 
hybnosti, druhá představuje linearizovanou rovnici kontinuity a třetí rovnice 
je zápisem stavové rovnice stlačitelné stratifikované tekutiny. 
 Okrajové podmínky splňující řešení rovnic (13.90) budeme formulovat 
ve tvaru p|Γ = ϕ|Γ za předpokladu, že známe hodnotu dynamického tlaku p na 
okraji Γ oblasti vyplněné tekutinou. Není to však volba jediná: podmínku na 
hranici proudové oblasti pro druhou okrajovou úlohu udává vztah (n,v)|Γ  = 
= 0, který je podmínkou nepropustnosti tekutiny tuhou stěnou. O třetí okra-

jové úloze hovoříme tehdy, když ,0),(~)(/ ),(30 213
=−∂∂ = xxxgxtp ηρ vn  jak 

vyplývá z linearizovaných kinematických a dynamických podmínek na vol-
né ploše, v neperturbovaném stavu dané rovnicí x3 = η(x1, x2) s vektorem 
normály n této plochy. Veličina g~  udává efektivní sílu tíže na volné ploše a 
je určena gravitačními a centrálními silami, tj. silami, stále mířícími k témuž 
bodu (středu přitažlivosti). 
 Nadále budeme požadovat, aby rychlost zvuku c byla konstantní, což pla-
tí pro izotermické procesy v atmosféře a v tekutinách při zachování entro-
pie. Navíc nám půjde o exponenciálně stratifikovanou tekutinu s hustotou 
ρ0(x3) = Aexp(–2β x3), β > 0, odpovídající boltzmannovskému rozdělení 
v homogenním tíhovém poli. Tehdy 02 222

0 ≥−= − gcgβω  je konstanta. 

 S ohledem na vektorový charakter systému (13.90) se jedná v obecném 
případě o složitou úlohu a je tedy zcela přirozená snaha redukovat tento 
systém při konstantních hodnotách ω0 a c na jedinou skalární rovnici. 
Uvážíme-li, že funkci ρ1 můžeme z (13.90) snadno eliminovat, řešením 
tohoto systému budeme nadále rozumět soubor funkcí (v, p). 
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 Budeme předpokládat, že řešení (v, p) systému (13.90) splňuje podmínky 
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se zobecněnými derivacemi příslušných funkcí. Vyslovme: 
 Teorém 1. Libovolné řešení (v, p) systému (13.90) v ohraničené oblasti 
Ω s hladkým okrajem Γ vyhovující podmínkám (13.91) v případě ρ0(x3) =  
= Aexp(–2βx3), β > 0 pro 22

0 αω ≠ , zapisujeme  ve tvaru 
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kde je funkce Φ(x,t) řešením diferenciální rovnice 
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 Platí i obrácené tvrzení: libovolné řešení rovnice (13.93) v oblasti Ω ve 
tvaru (13.92) je řešením systému (13.90). 
 Všimněme si, že (13.93) je rovnicí 5. řádu. Její řád však můžeme snadno 
snížit. Když položíme u(x, t) = (∂/∂t)Φ (x, t) exp(βx3), pro funkci u(x,t) 
dostáváme rovnici 
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kterou nazveme rovnicí dynamiky stratifikované rotující stlačitelné tekutiny. 
Operátory K0 a K1 v (13.94) jsou definovány zápisy 
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 Věnujme dále pozornost některým zvláštním případům rovnice (13.94), 
majícím význam pro praxi. 
 Nechť je stratifikovaná rotující tekutina nestlačitelná, tj. c = ∞. Tehdy 
(13.94) přechází na rovnici 
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gravitačně setrvačných vln, která je základním matematickým modelem pro 
studium lineárních vnitřních vln v oceánu. 
 Jestliže se zaměříme na dynamiku slabě stratifikované tekutiny, kde se 
uplatní Boussinesqova aproximace, v operátorech K0, K1 rovnice (13.94) 
vymizí členy úměrné β 2 a (13.95) nabývá tvaru  
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a pak mluvíme o rovnici gravitačně setrvačných vln v Boussinesqově apro-
ximaci. 
 Když dále uvážíme nestlačitelnou stratifikovanou nerotující tekutinu, tj. 
klademe c = ∞, α = 0, dostáváme rovnici 
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nazvanou rovnici vnitřních vln a její analogii v Boussinesqově aproximaci 
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Tyto rovnice získáme z (13.95), (13.96), když položíme α = 0. 
 Dříve než přikročíme k dalšímu tématu, řekněme si, že okrajové úlohy 
pro rovnice (13.94), (13.95) až (13.98) dostaneme z podmínek p|Γ = ϕ|Γ, 
(n,v)|Γ = 0, 

3 1 2
0 3 ( , )

/ ( ). ( , ) 0,
x x x

p t x g
η

ρ
=

∂ ∂ − =n v  přihlédneme-li k předpokla-

dům týkajících se veličin c a α. Vedle okrajových podmínek je třeba 
formulovat počáteční podmínky a v případech rovnic (13.95) až (13.98) 
uvažovaných v neohraničených oblastech, je třeba vytvořit podmínky 
v nekonečnu. Jednotlivé příklady takových podmínek budou předloženy 
v následujících oddílech. 
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 Naším nejbližším úkolem jsou nyní otázky spojené s existencí zobec-
něných řešení základních smíšených úloh pro rovnice (13.94), (13.95) až 
(13.98). 
 Vyjdeme z následující úlohy: 
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Zde jsou L0(x,D) a L1(x,D) lineární diferenciální operátory 2. řádu, pro něž 
platí 
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a které mají následující vlastnosti: 
  a) (1)( ), ( ) ( );ij ijA a C Ω∈x x  

      (0)( ), ( ), ( ), ( ) ( );i iB b c d C Ω∈x x x x  

  b) operátor L0(x,D) je symetrický a stejnoměrně eliptický; 
  c) operátor L1(x,D) je libovolný, zejména může být degenerovaný 
a také operátorem smíšeného typu. 
 

Poznámka 21: zápis f(x)∈C(0)(Ω) znamená, že funkce f je spojitá v Ω. Symbolem C(k)(Ω) 
rozumíme množinu funkcí f(x), jejichž parciální derivace do k-tého řádu včetně jsou spojité 
v Ω. Hilbertův prostor s prvky z L2(Ω), které mají v oblasti Ω zobecněné derivace do k-tého 
řádu včetně, označíme ( )

2 ( ).kW Ω  Je-li ( )
0 ( )C Ω∞  množina funkcí s kompaktním nosičem v 

Ω, pak ( )
2 ( )kW Ω  je uzávěrem množiny ( )

0 ( )C Ω∞  v metrickém prostoru ( )
2 ( )kW Ω  a 

( )
0 ( )C Ω∞  je množinou všech funkcí z C(k)(Ω), pro něž je supremum těchto funkcí podmno-

žinou Ω. 
0
( )
2 ( )kW Ω je uzávěr množiny ( )

0 ( )C Ω∞  v metrice prostoru ( )
2 ( )kW Ω , tj. ρ(u,v)W(k) =  

( )( )
22

( ) ( , ) ; , ( ),kk WW
u v u v u v C Ω∞= − ∈ kde Ω  je uzávěr oblasti Ω. 
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 Považujme f(x,t) za abstraktní funkci t∈<0,T> s hodnotami v jistém 
Banachově prostoru B a zaveďme si prostor [ ]BTC k ;,0)(

0  funkcí f(x,t) 

s normou 
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a to funkcí f takových, že (∂m/∂tm) f(x,0) = 0 pro m = 0, 1, …, k – 1. 
 Uvažme operátor Rx,t: v = Rx,tf, zadaný na funkcích  
 0

(0) 1
2( , )  [0, ; ( )]f t C T W Ω∈x  

 

a definovaný jako operátor zadávající zobecněné řešení pomocné úlohy pro 
vlnovou rovnici 
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Pomocí operátoru Rx,t lze úlohu (13.99) přepsat takto: 
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Nyní (13.101) chápeme jako Cauchyho úlohu pro abstraktní diferenciální 
rovnici s operátorem U(t) = Rx,tL1(x,D). 
 Podotkněme, že řešením úlohy (13.99) z                             pro p ≥ 3 
budeme rozumět zobecněné řešení úlohy (13.99). 
 S úlohou (13.99) je spojena platnost následného teorému: 

 Teorém 2. Pro libovolnou funkci 
0

(0) 1
2( , ) [0, ; ( )]f t C T W Ω∈x  existuje 

jednoznačné řešení zobecněné úlohy (13.99) náležející 
0

(3) 1
0 2[0, ; ( )].C T W Ω  

 O hladkosti získaného zobecněného řešení vypovídá:  

 Teorém 3. Jestliže f(x,t)∈
0

( ) 1
0 2[0, ; ( )],mC T W Ω  zobecněné řešení úlohy 

(13.99) je z 
0

( 3) 1
0 2[0, ; ( )].mC T W Ω+  

0
( ) 1
0 2[0, ; ( )]pC T W Ω
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 Důkaz teorémů 2 a 3 je založen na důkladné analýze vlastností operátorů 

Rx,t a U(t) v prostorech 
0

( ) 1
0 2[0, ; ( )].mC T W Ω  

 Popsaným postupem je dokázána existence zobecněných řešení prvé 
okrajové úlohy p|Γ  = ϕ |Γ pro rovnici (13.94). Diskuse zobecněných řešení 
druhé a třetí okrajové úlohy ((n,v)|Γ  = 0, 

3 1 20 3 ( , )/ ( ) ( , ) | 0)x x xp t x g ηρ =∂ ∂ − =u vɶ  

pro tuto rovnici je značně komplikovaná s ohledem na charakter okrajových 
podmínek obsahujících časové derivace. 
 Obraťme pozornost ke smíšeným úlohám pro rovnice (13.95) až (13.98). 
Nejprve uvážíme prvou okrajovou úlohu pro rovnici (13.95): 
 

   

[ ]
0 1

( , ),

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

0, , 0, .
t

u f t

u u u u

u t TΓ Ω

=

= =

= ∈ ∈< >

x

x x x x

x

M

 (13.102) 

 

Nechť u0, u1 ∈ 
0
1
2 ( )W Ω  a f(x,t) ∈ C(0)[0,T; 

0
1

2 ( )W Ω− ], kde 
0
1

2 ( )W Ω−  =  

= [
0
1
2 ( )W Ω ]* je prostor duální k prostoru 

0
1
2 ( )W Ω  vzhledem ke skalárnímu 

součinu v L2(Ω). Nechť G je Greenův operátor prvé okrajové úlohy pro 
Laplaceův operátor. Poté rovnici (13.102) přepíšeme do tvaru 
 

   

2
2 2 2 2 2

0 1 2 32

0 1

0
1
2

( ) ,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

(., ) ( ),

t

u Gu A A u A u Gu Gf
t

u u u u

u t W

β ω α α β

Ω

∂  − + + + − = ∂
= =

∈

x x x x  (13.103) 

 

kde operátory Ak jsou dány vztahy )/( 22
kk xGA ∂∂= , k = 1, 2, 3. Tyto operá-

tory jsou ohraničenými samoadjungovanými operátory v 
0
1
2 ( )W Ω . V prosto-

ru )(12 ΩW  k operátoru E ≡ β2G, kde je E jednotkový operátor, existuje 

inverzní operátor a uvážíme-li, že Gf∈
0
1
2 ( )W Ω  pro t ≥ 0 místo (13.103) 

píšeme 
 

   
2 2

0 1

/ ,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),t

u t u F

u u u u

Λ∂ ∂ = +
= =x x x x

 (13.104) 

 

kde 
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2 1 2 2 2 2
0 1 2 3

0
2 1 (0) 1

2

( ) ( ) ,

( , ) ( ) ( , ) 0, ; ( ) .

E G A A A G

F t E G Gf t C T W

β ω α α β

β Ω

−

−

 Λ ≡ − + + − 
 

= − ∈  
 

x x
 

 

 Řešením úlohy (13.104) budeme nazývat zobecněné řešení úlohy 
(13.102). Teorie diferenciálních rovnic v abstraktních Banachových prosto-
rech nás přivádí k následnému výroku: 

 Teorém 4. Pro libovolná u0(x), u1(x)∈ 
0
1
2 ( )W Ω  a f(x,t)∈C(0)[0,T; 

0
1

2 ( )W Ω− ] 

existuje jediné řešení úlohy (13.102) v prostoru C(2)[0,T; 
0
1
2 ( )W Ω ]. Jestliže 

f(x,t)∈C(m)[0,T; 
0
1

2 ( )W Ω− ], toto řešení je z C(m+2)[0,T; 
0
1
2 ( )W Ω ]. 

 Obraťme pozornost k smíšené úloze (13.96), týkající se gravitačně setr-
vačných vln v Boussinesqově aproximaci. Bude to úloha 
 

   

[ ]

[ ] [ ]

3 3

1 2 3

2
2 2

0 3 0 22

0 1

2
2 2 2
0 1 0 2 32

2
0 0 0

0

0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

( , ) ( , ) ( , )

, , ( , ) d 0.

x x

t

x x x

t

u u u u
t

u u u u

u
u u u

t n

u
u

t
Γ

ω α

ω ω α

ω τ τ ∈

∂
≡ ∆ + ∆ + =
∂
= =

∂ ∂
+ + + +

∂ ∂
∂

− ∇ − ∇ =
∂ ∫ x

x x x x

e n e n e n

n k n k x

M

 (13.105) 

 

Okrajové podmínky v (13.105) odpovídají druhé okrajové úloze (n,v)|Γ  = 0 
a odtud je dostaneme na základě vztahů (13.92) v Boussinesqově aproxi-
maci. 

 Označme )(ˆ 1
2 ΩW  prostor )(12 ΩW  tvořený funkcemi splňujícími pod-

mínku d 0.u
Ω

=∫ x  V prostoru )(ˆ 1
2 ΩW  zaveďme skalární součin (u,v) = 

2 ( )
( , ) ,

L Ω
= ∇ ∇u v  ekvivalentní ve smyslu normy skalárnímu součinu ve výcho-

zím prostoru )(12 ΩW . 

 Nechť ).(ˆ)()( 1
2

)1()2( ΩΩΩ WCCu ∩∩∈  Na této množině definujme ope-
rátory B a C (v = Bu, w = Cu) jako operátory zadávajícími řešení následují-
cích okrajových úloh: 
 

3 3

2 2
3 0 2 , ,x xv u u xω α Ω∆ = − ∆ − ∈  
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[ ]

1 2 3

2 2 2
0 1 0 2 3

3

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ;

0, ,

/ , , (0,0, ).

x x x x

x

v
u u u

n

w x

w n u

Γ

Γ

ω ω α

Ω

α

∈

∈

∂
= − − −

∂
∆ = ∈

∂ ∂ = ∇ =

e n e n e n

n k k

 

 

O těchto operátorech lze vyslovit: 
 Lemma 1. Operátory B a iC (i je imaginární jednotka) při jejich spojitosti 

přecházejí do ohraničených samoadjungovaných operátorů v )(ˆ 1
2 ΩW  (jsou 

rozšířením operátorů B a iC), přičemž 
 

{ } .,,max 1
2

1
2

ˆ
2
0

2
ˆ αωα ==

WW
CB  

 

 Použijme operátorů B a C pro redukci úlohy (13.105). Položme utt = v + 

+ w1, kde v = Bu a .d)(
0

2
01 ∫+=
t

t CuCuw ττω  Tím dostáváme  

 

   

2
2
02
0

0 1

1
2

( )d ,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ),

ˆ( , ) ( ), 0, .

t

t

u
u C Bu Cu

t t

u u u u

u t W t T

ω τ τ

Ω

∂ ∂
= + +

∂ ∂

= =

⋅ ∈ ∈< >

∫
x x x x  (13.106) 

 

 Řešení úlohy (13.106) nazvěme zobecněným řešením (13.105). Nahlí-
žíme-li na (13.106) ze zorného úhlu teorie diferenciálních rovnic v Bana-
chových prostorech, dospíváme k tvrzení: 

 Teorém 5. Pro libovolná u0(x), u1(x)∈ )(ˆ 1
2 ΩW  existuje jediné zobecněné 

řešení úlohy (13.105), náležející C(m)[0,T; )(ˆ 1
2 ΩW ] pro libovolné m ≥ 2. 

 

Poznámka 22: podle [29] důkaz teorém o existenci řešení má nekonstruktivní charakter 
a neumožňuje efektivně řešit uvažovanou úlohu. V tomto ohledu tento nedostatek 
odstraníme aplikací metod založených na teorii potenciálu, které již jsou konstruktivní 
a ukazují cestu, po níž lze dospět k vytvoření algoritmů pro řešení smíšených úloh, týka-
jících se dynamiky stratifikované tekutiny. 
 

 Je známo, že právě metoda potenciálů je jednou z nejrozšířenějších me-
tod studia jak okrajových, tak i smíšených úloh. Na tomto místě podáme 
základy teorie dynamických potenciálů na příkladu rovnice vnitřních vln ve 
stratifikované tekutině, a to v Boussinsqově aproximaci. Na těchto zákla-
dech poté vyslovíme tvrzení o existenci klasických řešení. 
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 Nejprve obrátíme pozornost k funkci 
 

0
0 0

2 2 2 1/ 2
0 3 1 2 3

1
( , ) ( )d ,

4

/ , ( ) ,

w t J

t x x x x

ξ

µ µ
πω

ξ ω

= −

= = + +

∫x
x

x x

 

 

kde je J0(µ)  Besselova funkce nultého řádu. Platí: 
 Lemma 2. Pro x ≠ 0 je funkce w(x,t) řešením rovnice (13.98) a přitom 
w(x,0) = 0, (∂/∂t) w(x,0) = –1/(4πx). 
 Na funkci w(x, t) tak můžeme nahlížet jako na singulární řešení rovnice 
(13.98). 
 Dále budeme předpokládat, že Γ  ≡ ∂Ω je plocha, s níž spojujeme jméno 
Ljapunovovo a věnujeme pozornost následujícím plošným dynamickým po-
tenciálům 
 

[ ]

[ ]

[ ]

,

0

0

1
( , ) ( , ) d ,

4

( , ) ( , ) ( , )d d ,

( , ) ( , ) ( , )d d ,

t

t

A t t
n

B t N w t

W t w t

Γ

τ
Γ

Γ

µ µ Γ

µ µ τ τ Γ τ

µ µ τ τ Γ τ

 ∂
=   ∂ π − 

= − −

= − −

∫

∫ ∫

∫ ∫

y

y

y y

y

x y
x y

x y x y

x y x y

 

 

kde  

   (2) (0)
0( , ) 0, ; ( )t C Cµ Γ ∈ ∞ y . 

 

 Všimněme si, že A[µ] je potenciál slupky závisející na čase jako na 
parametru a lineární kombinace B[µ](x, t) - A[µ](x, t) všude na Γ  vyhovuje 
rovnici (13.98). 
 Základy teorie potenciálu pro rovnici (13.98) tvoří následující dvě 
lemmata: 
 Lemma 3. Nechť Γ je Ljapunovovou plochou a dále platí, že ( , )tµ ∈x  

(2) (0)
0 0, ; ( )C C Γ ∈ ∞  . Pak: 

 

[ ]

[ ]

0
0

0

(2) (0)
0

( , ) ( ( )) ( , )d
2

( , ) 0, ; ( ) , pro .

t

B t S t

B t C C

ωµ ω τ µ τ τ

µ Γ Γ

± = −

 + ∈ ∞ ∈ =

∫x x

x x

∓
 



354 

 Lemma 4. Nechť Γ je Ljapunovovou plochou, [ ])(;,0),( )0()2(
0 Γµ CCt ∞∈x . 

Poté bude: 
 

[ ] 0
, 0

0

(2) (0)
, 0

0

1
( , ) ( , ) ( ( )) ( , )d

2 2

1
( , ) d

4

( , ) ( , )d d 0, ; ( ) .

t

t

t

t

N W t t S t

t
n

N w t C C

Γ

Γ

ωµ µ ω τ µ τ τ

µ Γ

µ τ τ Γ τ Γ

±
  = − − 

∂
− +

∂ π −

 + − − ∈ ∞ 

∫

∫

∫ ∫

x

y

x

x y

x x x

y
x y

y x y

∓ ∓

 

 

Indexy + a – v těchto lemmatech označují limitní hodnoty v bodě x ∈ Γ, 
směřujeme-li k tomuto bodu po vnitřní a vnější normále oblasti Ω. Pro 
funkci S(ω0t) máme 

,
d
)()(

0

0

00 ∫ ′=
t

JtS

ω

α
ααω  

 

kde je J0(α) Besselova funkce nultého řádu. 
 Věnujme pozornost úlohám 
 

[ ]
( )

[ ]

0

(2) 0
0

0

(2) (0)
, 0

0, ( ,0) ( ,0) 0, ,

, 0, ; ( ) , ;

0, ( ,0) ( ,0) 0, ,

( , ) 0, ; ( ) ,

t

t

t

u u u

u t C C

u u u

N u t C C

Γ

Γ

Ω

ϕ Γ Γ

Ω

ϕ Γ Γ

= = = ∈

 = ∈ ∞ ∈ 
= = = ∈

 = ∈ ∞ ∈ x

x x x

x x

x x x

x x

N

N
 

 

a jejich vnějším analogiím             , uvažovaným v            . Při formulaci 
vnějších úloh         požadujeme splnění podmínek regularity v nekonečnu: 
 

( )
2

3

( )
, ,

( )
D D , 0,1,2.

i j

k k
kk

k k

k

k
x xk

B tA t
u u

t t

C t
u k

t

∂ ∂
≤ ∇ ≤

∂ ∂

∂
≤ =

∂

x x

x

 

 

Zde jsou Ak(t), Bk(t), Ck(t) spojité funkce v čase t a ix x
i

∂∂= /D . Podot-

kněme, že okrajové úloze s operátorem Nt,x v úlohách 
±
2S  odpovídá neho-

mogenní okrajová úloha druhé okrajové úlohy (viz rovnice (13.98)). 

1 2aS S− − 3 \ΩR

1,2S
−
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 Řešení úloh ±
1S  budeme hledat ve tvaru  

 

   [ ] [ ] ),(),(),( tAtBtu xxx µµ −=  (13.107) 
 

a pro úlohy ±
2S  píšeme 

 

   [ ] ).,(),( tWtu xx µ=  (13.108) 
 

Funkce (13.107) a (13.108) vyhovují rovnici (13.98) i počátečním podmín-

kám pro (2) (0)
0( , ) 0, ; ( ) .t C Cµ Γ ∈ ∞ x  Jestliže nyní přihlédneme k lemma-

tům 3 a 4, dospějeme k následné integrální rovnici pro úlohy ±
1S : 

 

[ ] [ ] [ ]0(1/ 2) ( , ) ( , ) ( , ) (1/ 2) ( , ) ( , )t A t B t S t tµ µ µ ω µ ϕ± − + =x x x x x∓  

    (13.109) 
 

a úloh ±
2S  se týká rovnice 

 

[ ] [ ] [ ]* *
0(1/ 2) ( , ) ( , ) ( , ) (1/ 2) ( , ) ( , ).t A t B t S t tµ µ µ ω µ ϕ− + =x x x x x∓ ∓  

    (13.110) 
 

Horní znaménka v (13.109) a (13.110) odpovídají úlohám 1,2S
+  a dolní pří-

sluší .2,1
−S  Symboly A*, B* a písmenem S označme operátory 
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 Poznamenejme, že rovnice (13.109) a (13.110) jsou zvláštními případy 
obecné rovnice 
 

   ∫ =−+−
t

tt
0

),(d)()( xϕττµτµµ BA  (13.111) 

 

v Banachově prostoru [ ],;,0)2(
0 HTC  kde H ≡ C(0)(Γ). V rovnici (13.111) je A 

na čase nezávisející ohraničený operátor v H a B(t) na čase závisející ope-
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rátor, ohraničený v H. Konkrétní tvar operátorů A a B(t) vyčteme z rovnic 
(13.109), (13.110), přičemž B(0) = 0. 
 Řekněme si, s jakými případy se můžeme setkat v případě rovnice 
(13.111) s operátory A a B(t) v úlohách       : 
  1. V prostoru H existuje k operátoru E – A operátor inverzní. Když 
rovnici (13.111) vynásobíme (E – A)–1 a použijeme metody postupných 
aproximací, docházíme k závěru, že pro libovolné [ ]HTCt ;,0),( )2(

0∈xϕ  je 

rovnice jednoznačně řešitelná v [ ]HTC ;,0)2(
0  pro libovolné T>0. Tak tomu 

je v případě úloh +
1S  a 2S

− ; 

  2. K operátoru E – A neexistuje operátor inverzní v H a definiční 
oblast operátoru 
 

0

( ) ( ) ( ) ( )d
t

t t tµ τ µ τ τ∗ = −∫B B  

 

leží v oblasti, v níž je definován operátor E – A, tj. R(B(t)*) ⊂ R(E – A). 
V tomto případě, pokud ϕ(x,t) ∈ R(E – A) pro libovolné t ≥ 0, metodu 
postupných aproximací lze použít v podprostoru prostoru H, kde k E – A 
existuje operátor inverzní a tak je dokázána řešitelnost rovnice (13.111) pro 
případ ϕ(x,t) ∈ R(E – A). Máme-li na zřeteli úlohu ,2

+S  v níž se setkáváme 
s popsanou situací, operátor A je totálně spojitý a doplněk R(E – A) 
v prostoru H je jednodimenzionální a podmínku ϕ(x,t) ∈ R(E – A) formu-
lujeme v termínech podmínek ortogonality 0),1(

)(2
=

Γ
ϕ

L
 pro všechna t ≥ 0. 

Připomeňme si, že doplňkem (komplementem) jisté množiny M v prostoru 
P rozumíme množinu P \ M, tj. prostor P, z něhož jsou vyňaty body nále-
žející množině M. 
 

Poznámka 23: symbolem R(E – A) značíme obraz množiny D (E – A), tj. obraz definičního 
oboru operátoru E – A. Při vzájemně jednoznačném (prostém) zobrazení D (E – A) do R (E 
– A) existuje inverzní operátor (E – A)–1 s definičním oborem R (E – A), který každému 

( )R′∈ −x E A  přiřazuje právě jedno x ∈ D(E – A), a to právě to x ∈ D(E – A), pro které 
platí ( ) .′ = −x xE A  Tehdy x = (E – A)–1x, ′x  = (E – A) (E – A)–1 ′x ; 
 

  3. K operátoru E – A neexistuje operátor inverzní a definiční oblast 
operátoru B(t)* nenáleží R(E – A). Nicméně, v případě úlohy −

1S  (rovnice 
(13.109) s dolními znaménky), kde dochází k této situaci, s (13.111) sdru-
žená (koadjungovaná) rovnice v prostoru L2[0,T;L2(Γ)] je rovnicí vyhovující 
podmínkám předchozího případu. Tím máme možnost studovat otázku o její 
řešitelnosti a také řešitelnosti rovnice (13.111). 

1,2S
±
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 Ukazuje se, že rovnice (13.111) pro úlohu −
1S , tj. rovnice (13.111) s dol-

ními znaménky, je řešitelná jen při splnění podmínky ortogonality pravé 
strany ϕ(x,t) a jisté funkce µ0(x,t) v L2[0,T;L2(Γ)]. Avšak nejde o podmínku 
nutnou pro řešitelnost úlohy −

1S  a je podmíněna toliko speciálním tvarem 
zápisu řešení ve tvaru potenciálu (13.107). Máme-li místo (13.107) na 
zřeteli vztah  
 

[ ] [ ] ∫ −−+−=
t

twctAtBtu
0

,d),()(),(),(),( τττµµ axxxx  

 

kde a ∈ Ω a c(t) ∈ C(2)<0,∞), místo (13.77) máme rovnici 
 

 
0 0

( ) ( ) d ( ) ( , )d ( , ).
t t

t c w t tµ µ τ µ τ τ τ τ τ ϕ− + − + − − =∫ ∫ x a xA B  (13.112) 

 

Operátory A, B(t) jsou zadány rovnicí (13.109) s dolními znaménky. Na 
vrub volby funkce c(t) lze vyhovět zmíněné podmínce ortogonality a dospět 
bezpodmínečně k řešitelnosti (13.112) pro libovolnou funkci ϕ(x,t). 
 

 Úvahy o řešitelnosti (13.111) s operátory v (13.109), (13.110) v úlohách 
±
2,1S  nám umožňují dokázat následný teorém o řešitelnosti: 

 Teorém 6. Jestliže (2) (0)
0( , ) 0, ; ( )t C Cϕ Γ ∈ ∞ x , úlohy ±

1S  a −
2S  jsou 

řešitelné v klasickém smyslu. Je-li kromě toho,                        pro všechna 
t ≥ 0, úloha 2S

+  je rovněž řešitelná. 

 Náš další krok bude spočívat v aplikaci teorie potenciálu s ohledem na 
důkaz o teorému klasické řešitelnost základních smíšených úloh pro případ 
rovnic (13.98). Obdobná teorie potenciálu spolu s teorémy o klasické 
řešitelnosti může být předložena i pro rovnice (13.95) až (13.97) a také pro 
jejich dvojdimenzionální analogie. Úhrnem vzato náš počin budou rámcovat 
některé explicitní tvary řešení nestacionární úlohy, které nabývají základ-
ního významu v matematických modelech četných fyzikálních jevů. Je to 
dáno tím, že tyto úlohy mají postavení jistých „etalonů“, umožňujících nám 
pochopit podstatu navrhovaných modelů a také zhodnotit různé asympto-
tické a přibližné metody užívané při numerické analýze. 
 Vyjdeme z Cauchyho úlohy pro rovnici gravitačně setrvačných vln 
(13.96) v Boussinesqově aproximaci 
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nalezneme její explicitní řešení a budeme se zajímat o jeho chování pro 
velká t. Posuzováno z fyzikálního hlediska, tato úloha vede na matematický 
model dynamiky malých pohybů rotující slabě stratifikované tekutiny, vy-
plňující celý prostor R3. 
 Avšak ještě dříve než přistoupíme k formulaci Cauchyho úlohy, zastaví-
me se u fundamentálního řešení diferenciálního operátoru M0 v rovnici 
(13.96). V tomto ohledu platí vztah  
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    (13.113) 
 

J0(t) je Besselova funkce. 
 V limitě ω0 → 0 v prvém řádku zápisu (13.113) docházíme k fundamen-
tálnímu řešení Sobolevovy rovnice (citujeme podle [29]) a při α → 0 dosta-
neme fundamentální řešení rovnice (13.98). Povšimněme si, že z (13.113) 
vyplývá, že v uvažovaném modelu tekutiny má místo „působení na dálku“, 
tj. pertubace se v tekutině z bodového zdroje okamžitě rozšíří do celého 
prostoru. Právě studium asymptotického chování (t → ∞) vzbuzuje zájem 
nejenom matematiků, ale je užitečné i z fyzikálního hlediska. 
 Nejprve uvážíme případ, kdy                            Po přechodu ke sférické-
mu souřadnicovému systému pro                    dostáváme                             
                        a podmínka                           má nyní tvar θ ∈ <δ1, π – δ1>, 
kde δ1 > 0 a závisí na δ. 
 Přihlédneme-li ke standardním asymptotickým metodám (opět citujeme 
podle [29]), pro fundamentální řešení (13.113) při ω0t >> 1 máme 
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0 0.λ ω δ− ≥ >
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/λ = x x 2 2( sinλ α θ= +
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jestliže                         . Pro ∆ v (13.114) platí                                  kde C(δ) 
nabývá obecně neomezených hodnot při δ → 0. 
 Podle (13.114) pro velká t fundamentální řešení E(x,t), tj. perturbace 
odvíjející se od bodového zdroje, v oblasti δωλ ≥− 0  (či θ ∈ <δ1, π – δ1>) 
klesá v čase jako funkce (ω0t)

–1/2 a skládá se z perturbací dvou typů. Prvou 
popisuje druhý sčítanec v (13.114) a odpovídá jí stojaté vlnění s oscilacemi 
o frekvenci ω0, které je v čase tlumeno. Druhou perturbaci modeluje prvý 
sčítanec v (13.114) a představuje poněkud svérázný vlnový proces. Plochy 
stejné fáze těchto vln (hřebeny) 12/122

0
22 .konst)cossin( −=+= tθωθαλ jsou 

kónické rotační plochy s vrcholem v bodě x = 0 a s osou Ox3. 
 Jestliže přepíšeme fázovou relaci při ω0 > α do tvaru 2 2 2

0( ( )α ω α+ −  
2 1/ 2 1cos ) konst .tθ −=  a v pro ω0 < α je ,.konst)sin)(( 12/122

0
22

0
−=−+ tθωαω  

objeví se před námi následující obraz evoluce fázových kónických ploch: 
 Pokud ω0>α, tyto plochy vznikají poblíž osy Ox3, v čase se postupně 
rozvírají a degenerují v horizontální rovinu x3 = 0. Když ω0 > α, je tomu 
právě naopak: fázové kónické plochy se objevují v horizontální rovině, 
v čase se postupně stlačují a degenerují ve vertikální souřadnicovou osu 
Ox3. Z naznačeného geometrického obrazu evoluce zmíněných ploch dochá-
zíme k závěru, že vertikální osa Ox3, odpovídající hodnotě λ = ω0, je vlastně 
množinou singulárních bodů systému fázových ploch. Z pohledu matema-
tiky to značí, že asymptotický vztah (13.114) přestává platit. 
 Chování fundamentálního řešení na ose Ox3 popisuje výraz v druhém 
řádku (13.114). Odtud nahlédneme, že na ose Ox3 má fundamentální řešení 
tvar stojatých vln s frekvencí ω0 v čase neklesající. 
 S přihlédnutím k poznatkům o fundamentálním řešení přistoupíme k for-
mulaci řešení Cauchyho úlohy pro rovnici gravitačně setrvačných vln 
(13.96). 
 Zabývejme se úlohou 
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 (13.115) 

 

funkce u(x,t) je regulární v nekonečnu (viz úlohy pro rovnici (13.98)). Po-

žadujme, aby u0(x), )()( 3
01 R∞∈Cu x  a 3( , ) 0, )f t C∞  ∈ × < ∞ x R  nechť je 

finitní funkcí v proměnné x.  
 Teorém 7. Za uvedených podmínek o funkcích u0(x), u1(x) a f(x,t) 
klasické řešení Cauchyho úlohy (13.115) existuje, je jediné a platí 
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 Poznamenejme, že požadavky na hladkost a finitu počátečních hodnot 
funkcí v (13.115) mohou být značně omezeny. 
 Se znalostí explicitního řešení (13.116) Cauchyho úlohy můžeme posou-
dit otázku o existenci limitní amplitudy v tom případě, kdy funkce f(x,t) na 
pravé straně rovnice (13.115) se v čase chová podle harmonického zákona. 
 Obraťme pozornost ke Cauchyho úloze ve tvaru 
 

   [ ] ,0,),iexp()()( 32
0

2
0 >∈−−−= ttfu Rxx ωωωM  (13.117) 

 

,0)0,()0,( == xx tuu  
 

v němž je funkce u(x,t) regulární v nekonečnu. 
 Zde je ω ≠ ω0 a faktor )( 2

0
2 ωω −  na pravé straně (13.117) umožňuje vý-

hodnější zápis následujících vztahů. Předpokládáme, že ).()( 3
0 R∞∈Cf x  

 Pro každé x ∈ R3 definujeme funkci w(x) zápisem 
 

( ) lim exp (i ) ( , )
t

w t u tω
→∞

=x x , 
 

v němž je u(x,t) řešení úlohy (13.117), kterému přisoudíme úlohu limitní 
amplitudy v (13.117). Na základě (13.116) řešení úlohy (13.117) lze zapsat 
ve tvaru 
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 Teorém 8. Při ω ≠ ω0 pro Cauchyho úlohu (13.117) existuje limitní am-
plituda w(x), pro níž dostáváme 
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a která vyhovuje v klasickém smyslu rovnici 
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Ve vztahu pro w(x) je e(x) fundamentální řešení rovnice (13.118). Funkce 
R(x,t) téměř všude v R3 pro t → ∞ konverguje k e(x), tj. pro téměř všechna 
x (ve smyslu lebesgueovské míry) v R3 platí 
 

( ) lim ( , ).
t

e R t
→∞

=x x  
 

 Je třeba uvést, že rovnice (13.118) pro limitní amplitudu w(x) a frekvenci 
ω neležící v intervalu <min (ω0,α); max (ω0,α)>, je rovnicí eliptického typu 
a pro ω z tohoto intervalu je rovnicí hyperbolickou. V obou případech fun-
damentální řešení (13.118) nabývá tvaru 
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Avšak je na místě říci, že v případě hyperbolické rovnice v (13.119) vybí-
ráme tu větev kořenu, pro níž (–α 

2)1/2 = –iα pro α > 0. Naším nejbližším 
úkolem je detailnější posouzení otázek, týkajících se typů rovnic pro 
amplitudy generujících se oscilací a jejich řešení. 
 Těžištěm našeho zájmu bude smíšená úlohy pro dvojdimenzionální 
rovnici gravitačně setrvačných vln v Boussinesqově aproximaci: 
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kde je ⊥∆ Laplaceův operátor zapsaný v proměnných x1 a x3. 

 Nechť v tekutině, jejíž dvojdimenzionální dynamika je popsána rovnicí 
(13.120), se nachází pro tekutinu nepropustná nekonečně tenká destička Γ, 
umístěná pro úhlem ϕ  k ose Ox1, tj.                                                    x3 =  
= ssinϕ, s ∈ 〈–1,1〉; ϕ ∈ 〈0, π/2〉}. Předpokládejme, že počínajíc t = 0 body 
Γ vykonávají malé pohyby ve směru kolmém k destičce Γ. Takové pohyby 
lze popsat zadáním normálových rychlostí k Γ částic tekutiny na úseku Γ. 
Odtud dospíváme k následující matematické úloze o pertubaci vln v tekutině 
s kmitajícím úsekem Γ: 
 Pro t ≥ 0 a R2\Γ  hledáme spojitou funkci u(x,t), x = (x1, x2) a C0(t) 
takové, aby funkce u(x,t) pro t > 0 vyhovovala v klasickém smyslu rovnici 
(13.120) v oblasti R2\Γ, splňovalo počáteční podmínky 
 

2
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   0)0,()0,( == xx tuu  (13.121) 
 

a na úseku Γ platily okrajové podmínky 
 

   .1,1),(),(),( 0 >−∈<+=∈ stCtsftu Γx
x  (13.122) 

 

Navíc požadujeme, aby funkce u(x,t) ))(( 2/12
3

2
1 xx +=x  splňovala podmín-

ky regularity v nekonečnu  a také podmínky 
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v okolí koncových bodů Γ, kde r1,2 je jejich vzájemná vzdálenost. 
 

Poznámka 24: podle způsobu zavedení funkce u(x,t), je u proudovou funkcí toku, je tedy 
zadanou až na libovolnou aditivní konstantu závisející na čase. Je to dáno začleněním 
konstanty C0(t) v zápisu (13.123) a odtud plynoucí možnosti docílit volbou této konstanty 
jednoznačného řešení nás zajímající úlohy.  
 

Označme nyní symbolem                  množinu funkcí µ(s), s ∈ <–1,1> na Γ, 
vyhovující ve vnitřních bodech Γ Hölderově podmínce s exponentem h a ni-
koliv nutně ohraničených v okolí koncových bodů Γ, kde platí odhad 
                                     Dále nechť je                                  množina funkcí  
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Poté platí:  

 Lemma 5. Jestliže (2) (0, )
0 1/ 2( , ) 0, : ( ) ,hs t C Cµ Γ ∈ ∞   funkce  
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 (13.124) 

 

kde x = (x1, x2), y(s) = (s cosϕ, s sinϕ),                                    je spojitá v R2, 
vně Γ vyhovující rovnici (13.120), počátečním podmínkám (13.121) a rov-
něž podmínkám regularity v nekonečnu i podmínkám (13.123). 
 Uvážíme-li řešení úlohy ve tvaru (13.124), s přihlédnutím k okrajové 
podmínce (13.122), docházíme k následující integrální rovnici: 
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Vyslovme požadavek, aby f(s,t) ∈ C(2)[0,∞:C(1,h)(Γ)] a f(s,0) = ft(s,0) = 0. 
Tehdy řešení rovnice (13.125) ve třídě [ ])(;,0 ),0(

2/1
)2(

0 ΓhCC ∞  existuje jen pro 

jisté C0(t), je jediné, má tvar  
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a pro C0(t) dostáváme 
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kde Ω(s) = (1 – s)ln((1 – s)/e) + (1 + s)ln((1 + s)/e). Poté platí: 
 Teorém 9. Pro libovolné (2) (1, )( , ) 0, : ( )hf s t C C Γ ∈ ∞   a f(s,0) = ft(s,0) = 

= 0, existuje řešení úlohy (13.120) až (13.123), je jediné a dané explicitními 
tvary (13.124) a (13.127) s funkcí µ(s,t) určenou rovností (13.126). 
 Tvrzení o jednoznačnosti řešení v teorému 9 dokážeme pomocí energe-
tické identity pro rovnici (13.120). 
 Přenesme dále naši pozornost na otázku o chování řešení nás zajímající 
úlohy pro velká t. V tomto případě z (13.124), (13.126) a (13.123) dospívá-
me k dalšímu teorému: 
 Teorém 10. Jestliže funkce f(s,t) splňuje podmínky teorému 9 a je funkcí 
finitní v čase, tj. existuje t0 takové, že při t > t0 > 0 je f(s,t) ≡ 0, řešení úlohy 
(13.120) až (13.123) pro t → ∞, x ∈ R2\Γ stejnoměrně konverguje k nule 
(stabilizuje se) a pro rychlost stabilizace dostáváme 
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kde konstanta Cf závisí jen na f(s,t). 
 Nechť f(s,t) v okrajové úloze (13.122) má tvar f (s,t) = η(t)  exp(–iωt)  f0(s) 
s funkcí η(t) ∈ C(2)<0,∞) „přechodného režimu“, vyhovující následujícím 
podmínkám. Při 0 ≤ t ≤ t0 je funkce η(t) zcela libovolná s počáteční pod-
mínkou η(0) = ηt(0) = 0 a při t > t0 bude η(t) ≡ 1. Poté otázka o existenci 
limitní amplitudy pro úlohu (13.120) až (13.123) nás přivádí v pořadí již 
k jedenáctému teorému: 
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 Teorém 11. Budiž f0(s)∈C(1,h)(Γ). Tehdy při libovolném 0 ,ω ω α≠  

a 2 2( cosα ϕ  2 2 1/ 2
0 sin )ω ϕ+  pro úlohu (13.120) až (13.123) existuje limitní 

amplituda w(x) = lim
t→∞

exp(iωt)u(x,t) ve tvaru 
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Zde je µ0(s) funkce definovaná zápisem (13.126), v němž             nahra-
díme funkcí            Větev logaritmu v (13.128) je dána vztahem mezi para-
metry α a ω0. Pro z = 0 máme lnz = ln|z| a když z < 0, platí lnz = ln|z| + 
+ iπsign(ω0 – α). Limitní amplituda w(x) všude v R2\Γ vyhovuje rovnici 
 

   
3 3 1 1

2 2
0

2 2
0x x x xw w

ω ω
ω α

−
+ =

−
 (13.129) 

 

vytvářejících se oscilací; při ω ∉ 〈min{ω0,α}, max{ω0α}〉 splňuje tuto 
rovnici v klasickém smyslu a jestliže min{ω0α} < ω < max{ω0,α} pak ve 
smyslu teorie zobecněných funkcí. Kromě toho limitní amplituda vyhovuje 
na Γ okrajové podmínce                                  s konstantou C0 danou vztahem 
(13.127), v němž je třeba µ(s,t) zaměnit funkcí µ0(s) a f(s,t) funkcí f0(s). 
 Po vyslovení teorému o existenci limitní amplitudy v případě úlohy (13.120) 
až (13.123) je třeba uvést několik poznámek. Jak vyplývá z teorému 11, 
řešení úlohy (13.120) až (13.123) v námi uvažovaném případě při t → ∞ 
popisuje ustanovující se oscilace o frekvenci ω (≠ ω0,α a                        
                         s amplitudou w(x), řešením rovnic (13.129). Pokud ω ∉  
∉ 〈min{ω0,α}, max{ω0,α}〉, (13.129) je standardní rovnicí klasické úlohy 
generujících se oscilací rovnicí eliptického typu. 
 Nás především zajímá případ min{ω0,α} < ω < max{ω0,α}, kdy rovnice 
je hyperbolického typu a podává obraz svérázných vnitřních pohybů teku-
tiny. Jmenovitě, limitní amplituda (13.128) je nespojitou funkcí v R2, 
nicméně její prvé derivace mají význam složek vektoru rychlosti částic 
tekutiny, nabývajících neomezených hodnot v okolí přímek                        
                                                                        které jsou charakteristikami rov-
nice (13.129), procházejícími konci úseku Γ. Ukazuje se, že 
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a tak se zde setkáváme s jevem, který je v [28, 29] označen jako „expanze“ 
podél charakteristik v okolí koncových bodů Γ. 
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 V teorému 11 nebyl brán zřetel na případy ω = α, ω0 a                        
                        . Tehdy hovoříme o singularitách úlohy týkající se limitní 
amplitudy. Není naším záměrem zde posuzovat příčiny, mající za následek 
vznik této situace, a to jak z matematického, tak i fyzikálního pohledu. 
Toliko si řekněme, že při ω = α a ω = ω0 rovnice (13.129) má tvar                
či                který sebou přináší řadu matematických obtíží. 
 Poznamenejme při této příležitosti, že ve fyzikálně zajímavém případě, 
kdy úsek Γ osciluje jako celek (tehdy )1)(0 ≡′ sf , lze spočítat hodnotu li-

mitní amplitudy v explicitním tvaru, a to jen pomocí elementárních funkcí. 
Abychom se o tom přesvědčili, je třeba říci, že při 0 ( ) 1f s′ ≡  pro hustotu 

µ0(s) dostáváme  
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Po dosazení µ0(s) do (13.128) a integraci máme možnost dále pracovat 
s integrálem typu Cauchyho, který lze spočítat pomocí známých metod teo-
rie funkce komplexní proměnné. Nebudeme se zde pouštět do podrobností 
a všimněme si na tomto místě jen konečných výrazů.  
 Nejprve nás bude zajímat, kdy ω < min{α,ω0} či ω > max{α,ω0}. Tehdy 
rovnice (13.129) je eliptického typu. Při volbě 
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pro limitní amplitudu máme  
 

{ }2 2( ) (i/ 2) 1 ( ) i 1 ( ) ib b b bw z z z z− − + += − − + + − +x . 

 

Větev kořenu 21 z−  zde vybíráme následujícím způsobem: rozvětvovací 
body z = ±1 jsou spojeny řezem, kterým je úsek reálné osy z a na horním 

dílu řezu 21 z−  = 1 při z = 0.  
 Dále uvažme případ, kdy min{α,ω0} < ω < max{α,ω0} a rovnice (13.129) 
je hyperbolického typu. Položme 
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a pro určitost požadujeme, aby ω0 > α a cosϕ – sinϕ > 0. Charakteristiky 
rovnice (13.129) procházející bodem x(1) =  (cosϕ, sinϕ) úseku Γ mohou 
být nyní zapsány ve tvaru rovností                       a pro x(–1) = (–cosϕ, 
–sinϕ) dostáváme                            (viz obr. 13.11). Tyto charakteristiky 
rozdělují R2\Γ na oblasti označené na tomto obrázku číslicemi I až VIII, 
a rovněž na dva trojúhelníky ABC a ACD. Poté pro limitní amplitudu w(x) 
dostáváme 
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kde veličina χ = (χ1,χ2) závisí na poloze bodu x = (x1,x2): 
 

x ∈ obl.I, χ = (1,1); x ∈ obl.VI, χ = (–i,–1), 
x ∈ obl.II, χ = (i,1); x ∈ obl.VII, χ = (1,–1), 
x ∈ obl.III, χ = (–1,1); x ∈ obl.VIII, χ = (1,i), 
x ∈ obl.IV, χ = (–1,–i); x ∈ ∆ABC, χ = (i,–i), 
x ∈ obl.V, χ = (–1,–1); x ∈ ∆ACD, χ = (–i,i). 

 

 Na základě těchto vztahů se můžeme přesvědčit, že limitní amplituda 
v oblastech I, III, V a VII klesá jako O(ρ  

–1), kde je ρ vzdálenost od nejbližší 
charakteristiky               Pro oblasti II, IV, VI a VIII platí odhad 

).(2/1
1−

+= xOw  

 Kapitolu věnovanou matematickým úlohám dynamiky stratifikované 
tekutiny zakončíme statí o vznikajících vlnových pohybech ve stratifiko-
vané rotující a stlačitelné tekutině a podáme jejich klasifikaci. Získáme ji 
porovnáním typů rovnic pro amplitudy generujících se vln a charakteru 
fundamentálních řešení v úvahu připadajících rovnic. 
 Dochází-li v tekutině k oscilacím, funkce u(x,t) se v čase chová podle 
zákona exp(–iωt), tj. u(x,t) = u(x)exp(–iωt), kde amplituda u(x) vyhovuje 
rovnici 
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 (13.130) 

 

kterou získáme z rovnice (13.94) s přihlédnutím k (13.95). Při analýze 
rovnice (13.130) nebudeme věnovat pozornost případu, kde ω = ω0, α. 
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Obr. 13.11 Rozklad množiny R2
\Γ  na oblasti s různou limitní amplitudou w(x) [29]. 

 
 Označme a2 a χ2 tyto veličiny: 
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Přihlédneme-li ke vztahům mezi parametry v koeficientech rovnice (13.130), 
tuto rovnici lze zapsat v jednom z následujících čtyř tvarů: 
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které přicházejí v úvahu při určitých hodnotách parametrů ω, ω0, α a β c (viz 
dále). Mějme stále na zřeteli, že ,/2 22222

0 ccgg ββω ≤−=  neboť β  

2
c 
2 – 

2 2 22 / ( / ) 0.g g c c g cβ β− + = − ≥  Další úvahy se budou vztahovat k pří-
padům akustických vln, povrchových vln (jejich „nositelem“ je velmi tenká 
vrstva elastického prostředí přiléhající k rozhraní; tyto vlny sahají jen 
nepatrně pod povrch prostředí) a ve dvou případech k vnitřním vlnám, 
označovaných v [29] jako hyperbolické vlny dvou různých tříd. 
  1. Akustické vlny. Vlnové procesy zde popisuje rovnice (13.131), a to 
tehdy, když ω > max(βc,α). Vytvářející se vlny přičítáme na vrub stlači-
telnosti tekutiny, tj. konečné rychlosti zvuku c v tekutině. Jestliže c → ∞, 
půjde o nestlačitelnou kapalinu a rovnice (13.130) v závislosti na hodnotách 
parametrů ω,                       a c, může nabývat tvaru (13.132) i (13.134). Tím 
chceme naznačit, že vlny vytvářející se v nestlačitelné tekutině při žádných 
hodnotách parametrů nemůže popisovat rovnice (13.131). Naproti tomu, při 
ω0 = 0 a α = 0 v nestratifikované a nerotující tekutině zachovává rovnice 
(13.131) svůj tvar pro a2 = 1 a χ2 = ω2/c2 a je klasickou rovnicí akustiky. 
 Fundamentálním řešením (13.131) je funkce 
 

),(/))(exp(i)4/()( 2
1 xxx RRaE χχχχπ−=  

 

kde                                                 Protože takové řešení interpretujeme jako 
řešení popisující vlnový proces generovaný bodovým zdrojem, tvrdíme, že 
se zde na rozdíl od klasického případu nešíří od bodového zdroje sférické 
vlny, ale vlny, které lze označit jako eliptické. Tehdy je plochou stejných 
fází či hřebenů vln elipsoid, jehož tvar se mění v závislosti na parametru a. 
  2. Povrchové vlny. K tomu případu dochází, pokud parametry 
v (13.130) vyhovují jednomu ze vztahů 
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a je popsán rovnici (13.132). 
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 Avšak je nezbytně nutné říci, že principiálně právě tato rovnice vlastně 
nemůže popisovat vlnový proces. Ukazuje na to i explicitní tvar jejího 
řešení 
 

).(/))(exp()4/()( 2
2 xxx RRaE χχχχ−π−=  

 

Již proto je třeba tento výrok upřesnit. Víme, že pokud oblast vyplněná te-
kutinou není celým prostorem R3 a tedy je oblastí s jistou okrajovou plo-
chou Γ, pak při splnění určitých okrajových podmínek na Γ může docházet 
k tvorbě právě povrchových vln. Tyto vlny se šíří podél plochy a dochází 
k jejich útlumu (exponenciálně) při rostoucích vzdálenostech od Γ. Uveďme 
si příklad, který je ilustrací tohoto tvrzení. Nechť stratifikovaná rotující 
stlačitelná tekutina popsaná rovnicí (13.132) zaujímá poloprostor 

3 3
3{ : 0}x− = ∈ <xR R  a na hraniční ploše x3 = 0 platí (viz základní okrajové 

a počáteční úlohy                                                     ). S přihlédnutím 
k (13.92) a se zřetelem na časovou závislost exp(–iωt) v termínech funkce 
u(x) má okrajová podmínka tvar 
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Můžeme se přesvědčit, že při splnění prvé z nerovností (13.135) s ohledem 
na (13.136) má rovnice (13.132) partikulární řešení 
 

   ),)(iexp( 2/122
13 χµµ −±= axxAu  (13.137) 

 

kde µ = –β+ω2/g. Odpovídající řešení pro vektor rychlosti částic tekutiny 
(13.137) dostáváme ve tvaru 
 

   );)(i)/exp((),,( 2/122
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2 χµωχµ −±= axxgAvv  (13.138) 
 

v(A,µ,χ) je vektor amplitudy. Výrazu (13.138) odpovídají povrchové vlny, 
exponenciálně se tlumící v hloubkách tekutiny. A tak, vyhovíme-li jedné 
z nerovností (13.135), může docházet ve stratifikované rotující tekutině 
toliko k generaci povrchových vln. 
  3. Vnitřní vlny „třídy h1“. Předpokládejme, že parametry rovnice 
(13.130) splňují systém nerovností 
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Poté tato rovnice nabývá tvaru (13.133). Právě tato rovnice spolu s (13.134) 
budí náš zájem; jsou to rovnice hyperbolického a nikoliv eliptického typu, 
na který jsme zvyklí v klasických úlohách teorie generujících se oscilací. 
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Zájem je podnícen nejenom typem rovnice, ale rovněž fyzikálními důsledky 
s názornými projevy vlivů stratifikace a rotace na chování vytvářejících se 
oscilací v tekutině blízké nestlačitelnému prostředí. 
 Abychom poznali charakter vlnových procesů popsaných rovnicí 
(13.133), všimněme si jejího fundamentálního řešení:  
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Řešení E3(x) odpovídá podmínkám radiace v tom smyslu, že popisuje vlny 
přenášející energii do nekonečna. Přesvědčíme se o tom tak, že stanovíme 
vektor hustoty toku energie ∏∏∏∏  = Re(pv), kde Re značí reálnou část 
příslušného argumentu, toku odpovídajícího fundamentálnímu řešení E3(x). 
 

Poznámka 25: vektor hustoty toku energie určíme z lokálního zákona zachování energie 
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kde je ε hustota energie. Pro systém (13.90) veličiny ε a ∏∏∏∏ udávají vztahy 
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Dále mějme na zřeteli charakteristický kužel K rovnice (13.133), tj. { 1 2 3( , , ) :K x x x≡  

}2 2 2 2
3 1 2: ( )x a x x+  a zajímejme se o některé charakteristické vlastnosti vln s fundamentálním 

řešením rovnice (13.133). 
 

 Kužel K dělí prostor R3 na dva podprostory s rozdílnými vlnovými 
pohyby. První podprostor je sjednocením dutin kuželu, tj. množinou bodů 
{ }.)(: 2

2
2
1

22
3 xxax +>x  Podle (13.139) se v tomto podprostoru nesetkáváme 

s vlnovými pohyby – amplituda oscilací rychle klesá se vzdáleností od 
počátku souřadnicového systému. Tok energie je nulový, k transportu 
energie bodového zdroje nedochází. Protikladem je amplituda oscilací 
v okolí povrchu kuželu K. Ta zde neomezeně vzrůstá tím více, čím blíže je 
k povrchu K vně jeho vrcholu. Děje se tak podle závislosti ,2/11

−r  kde 

r1 = ρ  (x,K) je vzdálenost od povrchu kuželu. V okolí jeho vrcholu roste 
amplituda oscilací jako r–1 (r = x). 
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 Nyní se zaměřme na oblast vně kuželu K. Dochází zde k svérázným 
vlnovým pohybům se zajímavými a neobyčejnými plochami stejných fází 
(hřebeny vln). Tvoří je třída rotačních jednodílných hyperboloidů s asym-
ptotickým kuželem, k němuž plochy směřují (jednodílný hyperboloid má 
vnitřní asymptotický kužel). Generující se vlny s takovými plochami 
stejných fází budeme nazývat hyperbolickými vlnami třídy h1 (terminologie 
je převzata z [29]). V nás zajímajícím případě zejména tyto vlny přenášejí 
energii až do nekonečna a přitom jejich amplituda klesá jako x–1. 
 4. Vnitřní vlny „třídy h2“. Z matematického hlediska je k (13.133) velmi 
blízká rovnice (13.134), k níž dospíváme z (13.130) volbou parametrů 
 

.0 αωβω <<< c  
 

Jak jsme již podotkli, rovnice (13.134) je rovnicí hyperbolického typu. Její 
fundamentální řešení má tvar 
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kde pro R*(x) platí (13.139) a pruh nad R*(x) značí veličinu komplexně 
sdruženou. 
 Jako dříve zaveďme charakteristický kužel K a popišme obraz vlnových 
pohybů, šířících se od bodového zdroje, popsaného fundamentálním 
řešením E4(x). Ukazuje se, že v tomto případě obraz vlnového procesu bude 
v jistém smyslu opačný k tomu, který jsme popsali dříve. Jmenovitě, v obla-
sti vně vnitřku K vlnový pohyb vymizí – amplituda oscilací exponenciálně 
klesá se vzdáleností od počátku souřadnicového systému. A naopak, v du-
tině K dochází ke generaci vlnových pohybů s plochami stejné fáze tvoří-
cími třídu dvojdílných rotačních hyperboloidů s asymptotickou plochou 
danou kuželem K. Takové vlny nazvěme hyperbolickými vlnami „třídy h2“. 
Stejně jako dříve, dochází k přenosu energie bodového zdroje do nekonečna 
s úbytkem amplitudy jako x–1. Opět je kužel K nositelem singularit fun-
damentálního řešení E4(x). 
 Úhrnem můžeme říci, že v závislosti na hodnotách veličin parametri-
zujících stratifikovanou rotující stlačitelnou tekutinu dochází k podstatně 
různým matematickým i fyzikálním situacím. V posledních dvou případech 
jsme se setkali s rovnicemi hyperbolického typu. To nás přivádí k novým 
netradičním formulacím úloh, k okrajovým úlohám pro hyperbolické rov-
nice. O tom, s jakými zvláštnostmi se přitom setkáváme a k jakým výsled-
kům tehdy docházíme, máme možnost se přesvědčit na příkladech difrakce 
ustavujících se hyperbolických vln „třídy h1“ v stratifikované tekutině [29]. 
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13.12 Tichonovovy systémy. Pomalá a rychlá dynamika 
 
Definici těchto systémů podáme ve tvaru, v němž je uvedena v [30]. 
Vyjděme z rovnice autonomní dynamiky ),( uxfx =ɺ  a interpretujeme ji tak, 
že x popisuje „vnitřní stavy“ jistého objektu (systému) za okolností chara-
kterizovaných veličinou u. Nyní veličinu u, která vystupovala jako para-
metr, pojmeme jako proměnnou veličinu, přičemž její změny se řídí 
diferenciální rovnicí tvaru ).,( uxgu =ɺ  Na autonomní dynamice veličiny u je 
nejpodstatnější, že „dává pohyb“ útvaru, např. přechodovému metabolic-
kému systému, který sám obsahuje teprve možnost pohybu; to, že jde o dife-
renciální rovnici, není tak důležité. Podstatná je též „autonomnost“ dyna-
miky. To znamená, že možné pohyby jsou pevně určovány lokální situací 
v jednotlivých bodech prostoru. 
 Vyjdeme-li nyní ze soustavy f:B → V(M), kde B je jistá oblast prostoru 
Rn a V(M) prostor všech hladkých vektorových polí na M (je-li M ⊂ Rn, jde 
vlastně o prostor všech hladkých f:M → Rn), dostáváme dvojici (f,g), kterou 
lze chápat jako hladké vektorové pole na B × M. Uvážíme-li dále soustavu 
    , tj. soustavu f určenou „až na vynásobení kladným činitelem“, dostáváme 
dvojici (    , g), již lze chápat jako Tichonovův systém. Pak g se v těchto 
případech často nazývá pomalou dynamikou (autonomní dynamikou), pole f 
rychlou dynamikou. Důvod tohoto pojmenování je v tom, že v důležitých 
případech je g skutečně „pomalé“ vůči f; v tomto případě řešení soustavy 
                      a řešení příslušného Tichonovova systému jsou si (za jistých 
předpokladů) blízké a jedno může sloužit jako aproximace druhého. 
Tichonovovy systémy lze získat ze soustav polí (určených „až na kladného 
činitele“) přidáním pomalé dynamiky. Asi nejdůležitější je to, že tyto 
systémy zprostředkují aproximaci přechodového metabolického systému 
pomocí řešení soustavy diferenciálních rovnic. 
 O metabolismu zde hovoříme ve smyslu jisté zákonitosti, která každé 
hodnotě parametru, pro níž je to možné, přiřazuje určité ustálené chování, 
jež se uskutečňuje za podmínek a okolností popsaných touto hodnotou. 
Přesná definice je tato: metabolický model (v Thomově smyslu) je soustava 
polí f:B → V(M) spolu se zobrazením σ, jež každému u ∈ B pro něž pole 
x → f  (x,u) má alespoň jeden atraktor, přisuzujeme jeden z těchto atraktorů; 
takovému zobrazení budeme říkat „výběr atraktorů“. Jde o popis velice 
široký, zejména proto, že zmíněné zobrazení σ  není vlastně jako celek 
žádným způsobem vázáno na f, a pouze jeho jednotlivé hodnoty jsou určeny 
pomocí jednotlivých polí x → f(x,u). Skutečně důležité jsou jen ty meta-
bolické modely, jež jsou v jistém smyslu stabilní. Obvykle se pole f 

fɶ

fɶ

,x f u g= =ɺ ɺ
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považuje za stabilní, jestliže každé dostatečně blízké pole f1 je s ním 
v určitém smyslu ekvivalentní. „Dostatečně blízké“ se nejčastěji chápe ve 
smyslu topologie prostoru V(M). V tomto případě máme: f je stabilní, 
jestliže má takové okolí U v prostoru V(M), že každé f1 ∈ U je ekvivalentní 
s f (v určitém smyslu, jenž je specifikován). Ekvivalence se chápe různě, pro 
ilustraci uvedeme tuto verzi: pole f na M a pole f1 na M1 jsou ekvivalentní, 
jestliže existuje difeomorfismus ϕ : M → M1, jenž převádí řešení rovnice 

)(xfx =ɺ  v řešení rovnice ).(1 yfy =ɺ  Příklad: pole xx −֏  na Rn je stabilní, 

pole 3xx −֏  na R1 není stabilní, neboť pole 3xx −֏  má jeden atraktor 
a každé pole 3xx −֏ + ε x, kde ε > 0, má dva atraktory. 
 Protože se čtenář této publikace v ní dosud nesetkal s pojmem „atraktor“, 
na tomto místě podáme jeho definici, sledujíce textovou souvislost. 
 Mějme dánu rovnici ),( uxfx =ɺ , kde je u parametr a nechť Φf  je její tzv. 

obecné řešení, tj. zobrazení Φf : U → M, kde U ⊂ B × M × R1, B je varieta 
a pro u ∈ B, x ∈ M platí o ),,,( tuxt Φ֏  že je definováno pro t z jistého 
otevřeného intervalu, je na něm řešení zmíněné rovnice a nedá se rozšířit 
(jako řešení) na větší otevřený interval. Obvykle mlčky předpokládáme, že 
tímto intervalem je celé R1. Množiny tvaru { }τΦ ≥ttux :),,( , příp. 

{ }τΦ ≤ttux :),,(  budeme nazývat ω-polotrajektoriemi, příp. α-polotrajekto-
riemi (příslušnými k u ∈ B, x ∈ M, τ ∈ R1). Označme průnik uzávěrů všech 
ω-polotrajektorií symbolem ω (x) a obdobně α (x). Body y ∈ ω (x), příp. 
y ∈ α (x) nazýváme ω-body, příp. α-body řešení ).,( txt fϕ֏  Množinu 

X ⊂ M nazýváme invariantní (vzhledem k poli f ), jestliže x ∈ X, 0t ≥ ⇒  
( , ) .f x t XΦ⇒ ∈  Atraktorem pole f nazýváme neprázdnou uzavřenou množi-

nu A ⊂ M takovou, že 1. A je invariantní; 2. Existuje otevřená množina U ⊃ A 
taková, že ;)( AxUx ⊂⇒∈ ω  3. Když ,0)( /≠∩ Axα  pak Atx ⊂),(Φ  pro 

všechna t ∈ R1; 4. Když Φ ≠ W ⊂ A, W je otevřená v A, pak existuje x ∈ W 
tak, že ω (x) = A, tj. každá ω-polotrajektorie procházející bodem x je hustá 
v A. Ustálené chování můžeme definovat např. jako soubor těch řešení 
Φ (x,u,t), která probíhají v daném traktoru pole f (x,u) a vyplňují jej hustě. 
 

Poznámka 26: v geofyzikální hydrodynamice se s Tichonovovými systémy setkáme např. 
při popisu mechanismu generace a ustavení velkoperiodických oscilací na modelu atmo-
sféry (se započítáním orografie), chápaným jako soubor vzájemně mezi sebou působících 
nelineárních oscilátorů. Amplitudy oscilací jsou pomalými proměnnými, jejich fáze 
rychlými proměnnými [21]. 
 

 



ZÁVĚREČNÉ POZNÁMKY 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zabývat se v hydrodynamice aproximací výchozích prognostických rovnic 
(disipace energie jim dává charakter parabolických rovnic) v našem případě 
znamená vytvářet jejich konečnědimenzionální modely při zachování 
matematických i fyzikálních rysů těchto rovnic. Problémy hydrodynamiky 
nevidíme jen v řešení jednotlivých případů. V širších souvislostech je chá-
peme jako nedílnou součást uplatňování metod nelineární mechaniky v řadě 
fundamentálních chování fyzikálních systémů a obecněji chování neživé 
přírody. Není pochyb, že přitom dochází k opětnému srůstání teoretické fy-
ziky a matematiky. Jsme svědky toho, jak matematické formulace hluboce 
poznamenávají terminologii soudobých přírodních věd, včetně věd o Zemi. 
Dokládají to i výsledky, zahrnuté do této knihy. K roztržce mezi matematiky 
a fyziky a k oddělení od jiných věd došlo na začátku minulého století. Podle 
Arnolda to byl sebezničující demokratický princip, zvláště u Hilberta, podle 
něhož mají všechny axiomatické systémy stejná práva na to, aby byly ana-
lyzovány. Hodnota matematického výsledku je podle tohoto principu určo-
vána nikoli jeho významem a užitečností, ale pouze jeho obtížností*).  
 Jsou to právě nelineární systémy hydrodynamického typu, nabývající na 
významu i v mnoha úlohách matematické teorie klimatu. Předpokládáme, že 
evoluce klimatického systému je determinovaná a modelem klimatu je ne-
konečnědimenzionální disipativní systém. Tato problematika úzce souvisí 
také se studiem otázek o atraktoru rovnice vorticity na rotující kulové ploše. 
Tím vlastně přecházíme do problematiky těchto rovnic a do otázek predikce 
chování barotropní atmosféry při působení vnějších pertubací a její možné 

                                                 
*) Hilbert se pokusil ukázat, že každý teorém může být odvozen pomocí logických kroků z postulátů daného 

axiomatického systému. Hilbertův formalismus utrpěl těžkou ránu, když rakouský logik Gödel publikoval svoji 
slavnou větu o neúplnosti. Dokázal v ní, že každá, dostatečně bohatá, bezesporná a rekurzivně axiomatická 
teorie je neúplná. Práce Caludeho a dalších jde ve svých tvrzeních ještě dál, když praví, že – v celkovém 
obecném topologickém smyslu – neúplnost je obvyklý jev: vzhledem k libovolné rozumné topologii je množina 
pravdivých a nedokazatelných výroků hustá v množině všech výroků. 
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nestabilitě. Z hlediska matematiky klimatu (mathematics of climate mode-
ling), chápající studie o klimatických systémech jako součást kvalitativní 
teorie parciálních diferenciálních rovnic, prioritním úkolem je vyhledání 
operátoru odezvy klimatického modelu na vnější pertubace. 
 Chceme-li v souhrnu vytipovat některé hlavní směry v nelineární analýze 
atmosférických jevů, jimž je třeba se v budoucnu věnovat, je na místě říci, 
že soustavnou pozornost si zaslouží směry, vytýčené již v nelineární ana-
lýze: 1. Studium dynamických systémů s důrazem na asymptotické chování 
řešení; 2. Teorie singularit (bifurkace, katastrofy); 3. Geometrizace neli-
neární analýzy; 4. Účinné numerické metody řešení nelineárních úloh. 
 S výjimkou bodů 2 a 4 jsme zbývající dva směry sledovali na příkladech 
nelineárních systémů hydrodynamického typu, kde jsme se snažili o uce-
lenější pohled na konečnědimenzionální aproximace výchozích parciálních 
diferenciálních rovnic mechaniky tekutin. Přitom jsme se dostávali do obla-
stí některých speciálních odvětví matematiky (jako jsou například teorie 
reprezentací grup a zobecněných systémů Hamiltonovy dynamiky). Hledání 
účinných metod řešení nelineárních úloh je věcí spíše numerických mate-
matiků, tíhnoucích ke konkrétním technickým aplikacím matematiky. 
 Teorie singularit, jejíž spojení s teorií bifurkací volněji chápeme jako 
teorii katastrof, datujeme Whitneyho prací o singularitách zobrazení roviny 
do roviny. „Skoro všechny“ singulární body zobrazení roviny do roviny jsou 
přehyby (cusps) nebo záhyby (folds) a každá jiná singularita se při vhodné 
libovolné změně na ně rozpadá. V geofyzikální hydrodynamice se můžeme 
setkat se singularitami typu Whitneyho při analýze matematického modelu 
horizontálně baroklinní atmosféry v tzv. β-aproximaci (beta plane approxi-
mation). V zobecněném prostoru parametrů a fázových souřadnic spojujeme 
s Whitneyho záhybem mechanismus vzniku intermitence při nelineární 
interakci planetárních atmosférických vln se zonálními toky. Intermitencí 
rozumíme nepravidelné střídání laminární a turbulentní fáze v režimech 
atmosférické cirkulace. 
 Obdobně jako u jiných dynamických systémů také v matematických 
modelech atmosférických jevů může nabývat důležitosti problém rozvětvení 
řešení pro rovnice (obecněji i nerovnice). Tehdy postupnou bifurkací přes 
zdvojování frekvence dochází k chaotickému chování. S tímto fenoménem 
se setkáváme např. v kvazigeostrofickém modelu atmosféry idealizované 
dvěma nemísícími se vrstvami tekutiny, v nichž charakteristiky proudění 
nezávisí na výškové souřadnici. Kvalitativní analýzu tohoto modelu provedl 
poprvé Lorenz. Byla zde zjištěna shoda mezi bifurkačním diagramem tzv. 
logistické rovnice a grafem v oblasti přechodu od limitního cyklusu s perio-
dou „jedna“, k rozvinuté stochastičnosti. 
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 Logistická rovnice (obr. 13.11, 13.12) je příkladem jednodimen-
zionálního neinvertovatelného (jednoznačného a spojitého) zobrazení xn+1 = 
= F(xn,μ). n=0, 1, 2, … intervalu 0 ≤ x ≤ 1 do sebe; μ je parametr. Pone-
cháme-li u F(x) toliko kvadratickou část, docházíme k rovnici xn+1 =  
= μxn(1 – xn), o níž je známo, že popisuje například evoluci dynamického 
biologického systému. Při zdvojování period řešení se vyšetřují všechna 
periodická řešení s periodou p =2m, m = 0, 1, 2, …(nebo s periodou q, která 
dělí p). Po jistých úpravách této rovnice docházíme k velmi zajímavému 
výsledku, který ukazuje, že díky novým spojením jsou dnes oblasti, které, ač 
viděné jako zcela oddělené, součástí jednoho celku. Jde o souvislost Fer-
matových čísel s matematickou teorií chaosu. Uvědomme si, že geome-
trickým obrazem chaosu v logistické rovnici je aperiodický atraktor, inva-
riantní přitahující množina, chápaná jako periodická orbita s periodou 2∞. 
 

 
 

Obr. 13.11 K logistické rovnici. 
 

 
Obr. 13.12 K logistické rovnici. 

 
 Fermatova čísla jsou všechna čísla tvaru Fm = 22m+1 pro m = 0, 1, 2, … 
Exponent v logistické rovnici lze napsat jako součin Fermatových čísel 
a proto lze rozložit polynom na levé straně této rovnice na ireducibilní 
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cyklotomické polynomy nižšího řádu. Protože existuje jednoznačný vztah 
mezi bifurkačními větvemi a cyklotomickými polynomy, souvislost mezi 
teorií čísel a teorií chaosu je zřejmá. 
 Do stejného okruhu myšlenek spojených s úlohou Fermatových čísel 
v chaotické dynamice náleží poznatek, že některé fraktální objekty v kom-
plexní rovině jsou popsány pomocí stejné rovnice jako chaos v reálné pro-
měnné. Pak ovšem stojí za povšimnutí skutečnost, že množina všech kom-
plexních čísel λ, pro něž posloupnost x1(λ) = 0, x2(λ), x3(λ), …, definovaná 
vztahem                       , kde                             je ohraničená. Tvoří ji Man-
delbrotova množina známá z fraktální geometrie:                               
                                            kde C je komplexní rovina (obr. 13.13).  

2
1n nx x λ+ = + 2/ 2 / 4,λ μ μ= −

{ 0M C cλ= ∈ ∃ >

 
{ } }1,2,... : ( ) ,nn x λ∀ ∈ ≤ c

 
 

Obr. 13.13 Mandelbrotova množina. 
 
 Chceme-li zcela na závěr vyzvednout úlohu nelineární analýzy v hydro-
dynamice (typickým příkladem je zkoumání Navierovy-Stokesovy rovnice 
pro proudění kapalin) a v geofyzikální hydrodynamice (jmenujme zde rov-
nici vorticity na rotující ploše kulové), neznamená to, že se všechny otázky 
týkající se mechaniky tekutiny budou řešit aplikací metod nelineární me-
chaniky. Stále zůstávají úlohy, které se řeší a budou se řešit užitím 
lineárních tečných prostorů. Dokladem toho je prvá část knihy věnovaná 
hydrodynamické nestabilitě. 
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