UNIVERZITA KARLOVA V PRAZE | NAKLADATELSTVI KAROLINUM

/10 | Hydrodynamickd
stabilita atmosféry
a nelinearni problémy
geofyzikalni
hydrodynamiky



Anotace

Kniha je urCena zajemcim o mechaniku tekutin a nelinedrni dynamiku
v geofyzikalni hydrodynamice. Publikace je mimo jiné zamyslena jako po-
krocily studijni text dopliujici studijni materidl k ptrednaskdm ,,Vybrané
partie geofyzikalni hydrodynamiky* a ,,VInové pohyby a energetika atmo-
sféry* konané na Matematicko-fyzikalni fakult¢ Univerzity Karlovy v Pra-
ze. Nckteré partie monografie vSak jist¢ najdou uplatnéni 1 v kurzu
»,Dynamické meteorologie* nebo hydrodynamiky obecné.

Kniha seznamuje Ctendfe s technikami vySetfeni stability hydrodyna-
mického proudéni jak v linearnim, tak nelinedrnim pfiblizeni (¢ast 1.). Druha
¢ast knihy pojednava o obecnéjSich problémech nelinearni geofyzikalni
hydrodynamiky a netradi¢nich postupech pfi studiu proudéni tekutin.
Dodejme, Ze pravé nelinearni analyza je perspektivnim oborem moderni
matematiky, coz dobfe dokumentuje predklddana monografie.

Publikace je urCena pracovnikiim se zaméfenim na dynamiku tekutin na
univerzitach i ve vyzkumnych ustavech. Dobie vSak poslouzi i studenttim
a doktorandiim na vysokych Skolach univerzitniho 1 technického sméru, a to
1 takovych obortl jako je fyzika atmosféry nebo matematické a pocitatové
modelovani.



‘Recenzovali: prof. RNDr. Jan Bednaf, CSc.
doc. RNDr. Zbyné&k Jatiour, DrSc.

© Jiti Horék, Ales Raidl, 2007
ISBN 978-80-246-1278-2




Hydrodynamicka stabilita
atmosféry a nelinearni
problémy geofyzikalni

hydrodynamiky

Jifi Horak ", Ales Raidl”

" Ustav fyziky atmosféry AV CR
) Univerzita Karlova v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta, katedra meteorologie a ochrany prostiedi



OBSAH

PEEAMIUVA. ...ttt e et e e e e e et a e e e e e e st st e e e e s snaaaeeeesssnnaeeeeas 9
CAST Lottt ettt e e ee e e e e e e et e e e e eeee e e eeeeeseaeeeeeeeaseeeeeees e eeean 11
LTUUVOD et ettt e e ee e e e e e e ee e eee e e sen e 13
2 PERTURBACNI TEORIE ....oovieeeeeeeeeeeee et eeee e eeeees e e et eses et ssesaeseesesaeseeseseeseeneesesseneenos 16
2.1 Perturbacni pONYDOVE TOVIIICE ......eeuviiiiiiiieieniieiesie ettt sttt sttt ene 17
3 NORMALNI MODY ...ttt e e s s s s sae s eeaseereseaeenaenae 21
4 KELVINOVA-HELMHOLTZOVA INSTABILITA, INSTABILITA TAYLOROVA
A HELMHOLTZOVA TYPU ..o eee e s s s e e s s s e s sesse s sesses e sesseseseneen 24
5 PERTURBACNI STAVOVA A TERMODYNAMICKA ROVNICE .......o.ooooeeeeeeeeseeeeeseeeeeeeen 34
6 STABILITA VNITRNICH GRAVITACNICH (VZTLAKOVYCH) VLN ......oooimimeieieeeeenn 38
7 NELINEARNI ZOBECNENI METODY CASTICE ..ot eean 44
8 KRITICKE RICHARDSONOVO CISLO .. ..ot eese s eeseeeeeesesseeesesseseeennes 48
8.1 Klasické odvozeni Milesova-Howardova teorému ..........cc.oeovvveiiivieiiiieeeeiiie e 49
8.2 Odvozeni Milesova-Howardova teorému na zakladé energetickych uvah a metody ¢astic..... 52
9 STABILITA RAYLEIGHOVY-BENARDOVY KONVEKCE .....oouiviveeeeeeeeeeseeeeeeeeseeeeeseseeen 57
10 STABILITNI KRITERIA VYPLYVAJICI Z RAYLEIGHOVY ROVNICE .....oovvevereereeenenn, 72
11 STABILITA FRONTALNICH VLN......ooiteoeieeieeeeee et ee et e eeses s seesesesesesssesnee e 81
12 INERCNI INSTABILITA ...ttt eee et e e st seeeeesesaesese s seneeeeseseessseesenseens 926
12.1 Zékladni mechanismus ineré¢ni iNStaAbIlItY .......cecuererieriiriiiniiieieeiee e 96
12.2 Nelinearni zobecnéni podminek iner¢ni instability...........cccocevererinieiiiininicneneeeecrenene 100
13 SYMETRICKA INSTABILITA .....ooveiveteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeseeeeeeee s seessesesesesesesesenseseeresesseeresnns 104
14 BAROTROPNI A BAROKLINN{ INSTABILITA Z HLEDISKA PREMENY ENERGIE........ 110
15 FORMULACE ROVNIC PRO STUDIUM STABILITY KVAZIGEOSTROFICKYCH
ATMOSFERICKYCH POHYBU ...t s e eeeeeeeseesee e s seseeeseseseaesesesennes 117
16 NUTNA PODMINKA BAROTROPNI INSTABILITY .....vveeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeene e 121
16.1 Ptiklady moznych barotropné instabilnich profilti proud@€ni............cceevevvevierieecienieseenienen. 124

16.2 Zobecnéni Kuovy nutné podminky barotropni instability ..........cccceeeeeeiiinenineneceiiene 129



17 BAROKLINNI INSTABILITA ....oovocviveceeeeeeeeeeee e 131
17.1 Zékladni mechanismus baroklinni instability ..........ccccoceeveriiiienieiiniiieneeeee e 132
17.2 Baroklinni instabilita spojitétho modelu na f roving...........occccveereinncnineineecece 135

17.3 Baroklinni instabilita v diskrétnim dvojvrstevnatém modelu ............ccccveeevininineinninicnnens 154
LITERATURA K CASTIT oo 171
CAST TL ..ottt 173
T UVOD ettt ettt h e e e h et s bt et e e bt et e s bt et e bt e abenbe et e bt ent et eaean 175
2 0 SYSTEMECH HYDRODYNAMICKEHO TYPU ......oooiviivioeeeeeeeeeeeeseseeseees e 179

2.1 K definici systémi hydrodynamick€ho typul........ccceeevieieriiiieniieieiecieeeeee e 179

2.2 Ekvivalence tripletu (nejjednodussiho netrividlniho systému hydrodynamického typu) a

Eulerovych diferencialnich roviic rotace ..........c.ceoeverieirieenieseeeeeese e 193

2.3 Strukturalni vlastnosti kvadraticky nelinearnich systému. Afinni invarianty a kriterium

existence kvadratického integralu v systémech 2. Fadu ........ccoeveeiininiininnineieeeee 195
2.4 Strukturalni vlastnosti kvadraticky nelinedrnich systémi. Afinni invarianty a kriterium

existence kvadratického integralu v systémech 2. FAdU........cccoceveniniiiiiiniinincncicccce 199
2.5 Integrace pohybovych rovnic tripletl.........ceuieierierieriieieieeceie ettt 201
2.6 Asymptotické tvary feSeni a kvadratické formy dynamického tripletu vyjadiené pomoci

elementarnich funkei.........ccoeoivevinniincnncccee
2.7 K statistickému popisu systémi hydrodynamického typu
2.8 Komplexifikace systémt hydrodynamického typu. Komplexni triplet v geofyzikalni

RYATOAYNAMIICE .. ...ttt ettt et sb ettt sbee b bt eteseeens
3 0 SYMETRIZOVANYCH NELINEARNICH SYSTEMECH....
3.1 Symetrizované systémy a jejich obecné vlastnosti..............
3.2 Symetrizované KOmMpPIeXNi SYSTEMY .....cc.vecvirierieriieieniieienieeieieeeestesseessesseessesseessessessnensesseas
4 SYSTEMY S DVEMA KVADRATICKYMI INTEGRALY ...eoveeeeeeeeeeeee et
5 KVADRATICKY NELINEARN{ SYSTEMY SE DVEMA INTEGRALY ....vveverevereereererenn, 245
6 POHYBOVE ROVNICE n-DIMENZIONALN{HO TUHEHO TELESA A SYMETRIZOVANE
SYSTEMY oottt e et e et et e et eeeee e e eseeeesseseeeeeeeseaseeesseaeseeseeesesseeesenseneee 247
7 PRVNI INTEGRALY SYSTEMU EULEROVYCH ROVNIC ..o 249
8 SIMPLEKTICKA STRUKTURA NA ORBIIACH, INVOLUCE INTEGRALU A UPLNA
INTEGRABILITA SYSTEMU EULEROVYCH ROVNIC ......oveeeeeeeeeeeeeeeee e 252
9 POHYBOVE ROVNICE ZOBECNENEHO TUHEHO TELESA A JEJICH VZTAH
S ROVNICEMI HYDRODYNAMIKY ..ottt eeseeeeeseeeeeeseeeeeeeseeeeseseeeseseseeeseeesensseeeseneee 256
10 POHYBOVE ROVNICE n-DIMENZIONALN{HO TEZKEHO SETRVACNIKU.................... 264
11 INTEGRACE KOMPLEXNI ANALOGIE POHYBOVYCH ROVNIC
N-DIMENZIONALNIHO TEZKEHO TELESA .....ouoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessessee e 267
12 GEODETIKY NA RIEMANNOVYCH VARIETACH .....coiveieeeeeeee et 274
13 SOUVISLOSTI S NELINEARNIMI SYSTEMY MECHANIKY TEKUTIN......covvevereeerrrennn. 279
13.1 Adjungované rovnice systémi hydrodynamick€ho typu.........ccccecceveevininieniniencnieene. 279
13.2 K problému uzavirani fetézce rovnic pro momenty trojdimenzionalniho systému
Navierovych-Stokesovych rovnic pfi velkych Reynoldsovych Cislech.........c.ccoccveernennenn
13.3 Arnoldova konstrukce zobecnéného tuhého télesa..........ocoovvvvvvvvveennnnen..

13.4 Kelvinuv (Thomsonuv) teorém a Moffativ hydrodynamicky invariant
13.5 Zobecnéné tuhé téleso a dynamika globalnich barotropnich a baroklinnich toki

v geofyzikalni hydrodynamice....
13.6 Diferencialng fOrMY ........eceiieiiiiiiiieee ettt ene




13.7 Teorém NOCTNETOVE. ........c.ooiiiiiiiiieiieiee sttt 332
13.8 Simplekticka struktura na orbitach koadjungované reprezentace

a levoinvariantni MELrIKY ........cccoeiiririiiniiiii ettt 334
13.9 Liouvilletv teorém a Hamiltonovy SYStEMY ..........coceeverveieeriirinenieieineneneeieeeeeeeienaens 336
13.10 Hamiltontv formalismus na Lieovych grupach .........ccccceevveeiivieiiniecienieieeeee e 338

13.11 Matematické tilohy dynamiky stratifikované teKutiny ...........c.cceecevvecereevieneecieneseeiennenn 343
13.12 Tichonovovy systémy. Pomala a rychla dynamika ...........c.cocoviniiiiiinininececceee 372

ZAVERECNE POZNAMKY ...
LITERATURA K CASTIII......




PREDMLUVA

Kniha je urcena predevSim poslucha¢iim meteorologie a klimatologie na
Matematicko-fyzikalni fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze. Publikace je
mimo jiné zamyslena jako pokrocily studijni material k prednasSce ,,Vybrané
partie geofyzikalni hydrodynamiky* urcené pro posledni rocnik magister-
ského studia, popfipadé doktorského studia meteorologie a klimatologie.
Nékteré partie monografie vsak jist¢ najdou uplatnéni i v kurzu ,,Dynamické
meteorologie* nebo hydrodynamiky obecné. Zamérem autorl je seznamit
studenty uvedené specializace a ptipadné dalsi zajemce s linearni analyzou
stability atmosférickych procesi, s obecn¢j$imi problémy nelinedrni geofy-
zikalni hydrodynamiky a s netradi¢nimi postupy pii studiu proudéni tekutin,
s nimiz se zdjemci mohou setkat v soudobé literatute. Témito postupy rozu-
mime matematické struktury respektujici soucasny stav linedrni a nelinear-
ni analyzy, ve druhém piipad¢ velkou mérou piihlizejici k algebraickym
metodam. Praveé nelinearni analyza reprezentuje jeden z perspektivnich obo-
ri matematiky a jeji zaméfeni na fyzikalni discipliny se vyrazné projevuje
v posledni dob¢ i1 pfi matematickém modelovani v dynamice tekutin. To
vSak neznamend, Ze nckteré jejich problémy nelze fesit linedrni analyzou.
Sveédci o tom prva cast predkladané monografie, kterd jako celek tématicky
navazuje na dila o deterministickém chaosu, vydana nakladatelstvim Acade-
mia v letech 1990, 1996 a 2003. S tim souvisi jak vybér latky, tak i metody
vykladu. Dalsi informace o celkovém zaméfeni monografie nalezne zdjemce
v uvodnich kapitolach.

Z matematickych prostfedki pfedpoklddame u Ctenafe znalost zaklada
diferencialniho a integralniho poctu, diferencialni geometrie a vektorové
zaméfenych na nelinearni systémy hydrodynamiky, reprezentovanymi ko-
necnédimenziondlnimi aproximacemi vychozich parcidlnich diferencidlnich
rovnic — evoluc¢nich rovnic dynamiky atmosféry. Jejich soucasti je i teorie
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grup a jeji specialni oblast, teorie reprezentaci. Snazili jsme se, aby kniha,
pokud je to mozné, tvofila uzavieny celek a nenutila Ctenafe sahnout
k doplitujici matematické literatufe. Zajemctm, kteti chtéji hloubé&ji pro-
niknout do matematického modelovani atmosférickych pohybt kvadraticky
nelinedrnimi systémy hydrodynamického typu, doporucujeme ke studiu
kapitoly 7 a 8 z knihy J. Hordka, L. Krlina a A. Raidla ,,Deterministicky
chaos a jeho fyzikélni aplikace* (Academia, Praha 2003), zamétené na
matematické modely klimatu a na nelinedrni analyzu chaotickych ¢asovych
fad. Samotné matematice klimatu je vénovéno dilo ,,Matematické modelo-
vani v problémech klimatu®, které vysla tamtéz v roce 2006.

O autorstvi knihy se autofi pod¢lili takto: Jifi Hordk sepsal druhou cast
(IL.) a Ales Raidl je autorem prvni ¢asti (L.).

Jesté je tfeba ucinit poznamku o odkazovani na rovnice. Protoze se
prakticky v ¢asti 1. neodkazujeme na rovnice z ¢asti II. a obracené, jsou
rovnice v obou ¢astech (pro zkraceni) Cislovany odd¢€lené.

Autofi vyjadiuji vdécnost prof. RNDr. Janu Bednarovi, CSc. za péci
a usili, které vénoval tomu, aby publikace spatfila svétlo svéta. Za nakres-
leni nékterych obrazkl z prvni ¢asti knihy a vSech obrazki z jeji druhé casti
autofi d¢kuji kolegovi RNDr. Jifimu MikSovskému, Ph.D. Dik patii rovnéz
manzelce druhého z autord (A. R.) PhDr. Marin¢ Raidlové za peclivé
piepsani a pievedeni do elektronické podoby celé druhé casti knihy.
Speciélni podekovani patii doc. RNDr. Otakaru Zikmundovi, CSc. — jeho
podrobné piecteni rukopisu a navrzen¢ upravy ptispély k odbornému 1 jazy-
kovému zptesnéni textu.

Autori
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CASTI






1 UVOD

Prvni ¢ast knihy pojednava o hydrodynamické stabilité, respektive instabi-
lit¢, nebot’ prave instabilni proudéni se bude t&Sit nasSemu zvysenému zajmu.
Vybér latky byl uspotadan tak, aby podaval urcity prehled o stabilité atmos-
férického proudéni riiznych métitek. Vyklad zac¢iname kapitolou o pertur-
bacni metodé¢ a poruchich vinového charakteru, které hraji tstfedni roli
v celé prvni poloviné monografie. Dal$i vyznac¢nou ulohu pfi vykladu pred-
stavuje riznym zpltisobem modifikovand metoda vzduchové castice, kterou
vychylujeme z jeji rovnovazné polohy nékolika zptisoby, a to vertikalng, ho-
rizontdln¢ nebo Sikmo. Ackoliv stabilitu atmosféry zkoumame povétSinou
na zaklad¢ linearizovanych rovnic, v nékterych ptfipadech provadime i zo-
becnéni na nelinearni situace.

Vyklad postupuje od zkoumani stability atmosférickych pohybt mensich
meétitek, jaké predstavuje naptiklad Kelvinova-Helmholtzova instabilita,
ptes popis Rayleighovy-Bénardovy konvekce néasledovany rozborem insta-
bility mezoméftitka (symetrickd a ¢astecné inercni instabilita), az po proble-
matiku stability kvazigeostrofickych pohybii synoptického métitka — kon-
krétn€ vykladem o barotropni a zejména baroklinni instabilité. Do publikace
jsme zatadili také nékteré casti, které tvoii dnes jiz klasické partie teorie
hydrodynamické stability, naptiklad Milestiv-Howardiv teorém, polokru-
hovy teorém a Rayleightiv, poptipadé¢ Fjertoftiv teorém.

U ctenafe prvni ¢asti knihy se vSeobecné predpokladd znalost zéklada
hydrodynamiky, které lze ziskat z vybornych monografii Batchelora [1]
a Landaua, Lifsitze [2], a ddle védomosti z oblasti proudéni vzduchu v at-
mosfére, tzn. z dynamické meteorologie. V tomto sméru jako zdroj infor-
maci dobfe poslouzi Holtonova kniha [3], Duttonova monografie [4],
z Cesky psané odborné literatury také ptirucka Pechaly a Bednare [5].

Omezeny prostor, ktery pro vyklad problematiky mame, ndm neumoznil
zatadit fadu zajimavych stati o hydrodynamické stabilit¢. Mame zde na
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mysli zejména kapitoly o nelinedrnich interakcich mezi zdkladnim stavem
a perturbacemi. Rovnéz, az na vyjimku pfedstavovanou Rayleighovou-
Bénardovou konvekci, neuvazujeme disipaci. Samostatnou kapitolu by si
jisté¢ vyzadalo i studium barotropni stability Rossbyho vin. Pottebné infor-
mace v tomto sméru jisté¢ ¢tenafr nalezne v monografiich (sefazeno chrono-
logicky) Lina [6], Chandrasekhara [7], Drazina a Reida [8], popfipadé
Gonréche a Mannevilla [9]. Z hlediska geofyzikalni hydrodynamiky lze
zajemcum doporucit vynikajici knihu Pedloskeho [10].

Co je vlastné predmétem zajmu teorie hydrodynamické stability? Tato
teorie studuje stabilitu urcitého zakladniho, chcete-li vychoziho stavu, vici
porucham rtzného charakteru, které na tento zékladni stav pasobi. Poruchy
nebo-li perturbace mohou diky stabilité¢ zakladniho stavu zanikat, nebo
naopak v instabilnim pfipad¢ s ¢asem silit. Velmi Casto uvazujeme, ze per-
turbace maji na pocatku infinitezimalni charakter. Jejich ptipadné zvétSova-
ni vSak miize predstavovat spoustéci mechanismus, kdy kuptikladu ustalené
laminarni proudéni pfejde v neusporadané, chaotické proudéni — turbulenci.
Pon¢kud zjednodusené a s jistou davkou nadsazky lze fici, ze projevy pocasi
spocivaji v nestabilité¢ atmosférické cirkulace — naptiklad podle modernich
piedstav soudobé dynamické meteorologie vznikaji synoptické poruchy ve
sttednich zemépisnych Sitkach diky baroklinni instabilité piivodné zonal-
niho zapadniho proudéni. Prostfednictvim baroklinni instability tak mtze
dojit k prestavbé zonalni atmosférické cirkulace v cyklonalni.

Studium vzajemného plisobeni fluktuaci a zdkladniho stavu se rozpada na
dva zasadni problémy. Na urceni zédkladniho stavu osvobozeného od fluktu-
aci a na popis evoluce poruch (fluktuaci). Druhym ukolem se budeme
vesmgs zabyvat v nasledujicich kapitolach, kdy odvodime rovnice pro per-
turbace a tyto poruchy budeme povétSinou uvazovat ve tvaru vin. Proto se
nyni zastavme u problematiky stanoveni zakladniho stavu. To neni pfi
studiu pohybt v atmosféie tak jednoduché, jak by se na prvni pohled mohlo
zdat. Mohlo by nés napadnout, ze takovy zdkladni stav by bylo mozné
ziskat Casovym pramérovanim proudéni pies dostatetné¢ dlouhy casovy
interval; podobny postup se vskutku pouziva naptiklad pfi studiu turbu-
lence. Je uzitecné si vSak uvédomit, Ze takto ziskany jakysi stiedni zakladni
stav jiz obsahuje a je ovlivnén fluktuacemi, od kterych bychom jej chtéli
oprostit. Fluktuace totiz mohou vést ke vznikiim tokt tepla a hybnosti
s obecné nenulovymi ¢asovymi praméry. Casové vystiedované proudéni tak
zahrnuje 1 existujici fluktuace. Jak v této souvislosti poznamenava Pedlosky
[10], ¢asoveé primérované proudéni se obvykle jevi stabilnéjsi nez skutecny
stav bez fluktuaci. Neznalost zédkladniho stavu nés tedy nuti k jeho defi-
novani. Musi to byt v§ak definice dostate¢né smysluplnd. V atmosfére obvy-
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kle ptfedpokladame, Ze zékladni stav je tvofen zondlnim geostrofickym
proudénim. To dobie odpovida podminkam, kdyz studujeme stabilitu pohy-
bl velkého méfitka. V praci se snazime nalézt jisty kompromis mezi tim,
aby na jedné stran¢ byl zakladni stav atmosféry dostate¢né jednoduchy
amohli jsme ziskané rovnice feSit bez pouziti metod numerické mate-
matiky, a na druhé stran¢ dosti slozity na to, aby vysledny model popisoval
vlastnosti atmosféry dostatecné vérné. Nastésti se ukazuje, jak uvidime
z dal§iho vykladu, Ze i pomérné jednoducha konfigurace zékladniho stavu,
naptiklad pfi studiu baroklinni instability, uspokojivé postihuje fadu sku-
tenych rysti zemské atmosféry.
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2 PERTURBACNI TEORIE

Ulohy dynamické meteorologie a geofyzikalni hydrodynamiky viibec jsou
spojeny s nutnosti fesit soustavu hydrodynamickych rovnic, tj. tii pohybo-
vych rovnici, rovnice kontinuity, stavové rovnice a prvni hlavni véty termo-
dynamické. Zminé€nou soustavu lze psat v mnoha tvarech, z nichz jednim
z moznych je tento:

da_%a  y Va-av.v, (2.1b)
dt ot
pa =RT, (2.1¢)
dg __dr _ _dp (2.1d)
de 7 de de

Soufadnicovou soustavu O(x,y,z) volime pravoto¢ivou, obvykle pevné
spojenou s rotujici Zemi tak, ze osa x mifi k vychodu, osa y na sever a osa z
kolmo vzhiru. Cas zna¢ime ¢, v se slozkami (u, v, w) piedstavuje rychlost
proudéni, p je tlak, Q (0, £2 cose, £2 sing) je thlova rychlost rotace Zem¢,
kterou v dostate¢né¢ presném pfiblizeni povazujeme za konstantni
(02=729-10" s, ¢ je zem&pisna iika). Tihové zrychleni Zemé je repre-
zentovano vektorem g (0, 0, —g) a f. znaci silu tfeni. Veli¢ina « piedstavuje
mérny objem, souvisejici s hustotou p vztahem a = 1/p, R je mérna plynova
konstanta, T teplota a ¢ je teplo vztazené na jednotku hmoty dodané, nebo
odebrané studované soustavé. Na tomto misté¢ poznamenejme, ze v piipadé
nutnosti, pracujeme-li napiiklad s oceanem, je nutné soustavu hydrodyna-
mickych rovnic obohatit o dalsi rovnice, typicky o rovnici salinity (slanosti)
a vhodnym zplisobem upravit i stavovou rovnici; viz napi. [11].

16



Analytické feseni soustavy (2.1) neni v obecném piipad€ znamo, zejména
diky existenci nelinearnich ¢lenti. Jeji feSeni tedy musime hledat bud’ po-
moci numerické integrace, nebo pfistoupit k zavedeni zjednoduSujicich
predpokladid. Vhodnou metodou, kterd zjednodusuje vychozi rovnice, je
perturbaéni teorie. Spociva v tom, ze studované proudéni povaZujeme za
soucet dvou tokil (proudéni): zakladniho stavu osvobozeného od fluktuaci,
a malych poruch (perturbaci). Pfitom predpokladame, ze

1) zakladni stav splituje soustavu rovnic (2.1),
2) vysledné proudéni (zékladni stav + perturbace) spliiuje soustavu
rovnic (2.1).
Predpokladame-li navic, ze
3) poruchové (perturbacni) veliCiny jsou fadové men$i neZ jim
odpovidajici veli¢iny popisujici zakladni stav, hovotime o linearni
perturbacni metode.
Hydrodynamické rovnice napsané pro vysledny stav zjednodusime pomoci
rovnic (2.1), napsanych pro zékladni proudéni, jejich vzajemnym odecte-
nim. Pfedpoklad 3) nam pak navic umoziuje zanedbat v rovnicich Cleny,
které jsou nelinedrni vzhledem k poruchdm. Ziskame tak rovnice popisujici
chovani poruch. Tyto rovnice pak nazyvadme perturba¢nimi rovnicemi.

2.1 Perturbaéni pohybové rovnice

Pro ilustraci nyni odvodime perturbacni pohybové rovnice. Veli€iny vzta-
hujici se k zakladnimu stavu ozna¢ime pruhem, tzn. v, @, p. Poruchové
veli¢iny oznadime svislou ¢arkou, tzn. V', @', p' reprezentuji postupné
perturbace v poli rychlosti proudéni, mérného objemu a tlaku. Zopakujme
znovu pro piehlednost, ze

— zékladni stav je dan veli¢inami v, @, p,

— vysledny stav je dan veli¢inami v +Vv', a+a', p+p'.

Pochopitelné vezmeme-li v Gvahu 1 rovnice (2.1c) a (2.1d), jsme nuceni
uvazovat i pfipadné poruchy v poli teploty atd., ale v tomto ilustrativnhim
pripad¢, kdy pouzivame pouze pohybové rovnice, vysta¢ime s poruchami
v poli rychlosti, mérného objemu a tlaku. Podle ptedpokladu 1) plati pohy-
bova rovnice pro zakladni stav, tedy

aa—‘:+(\7-V)\7:—§Vﬁ—2.Qx\7+g,
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kde jsme pro jednoduchost zanedbali tfeni. Podle ptedpokladu 2) plati
pohybova rovnice (2.1a) i pro vysledny stav, tzn.

$+((\7+V’)-V)(7+v’) =—(@+a)V(p+p)-22x(V+Vv')+g.
t
Odecteme-li od posledni rovnice rovnici ptedposledni, ziskame

ov'

a—+(\7~VV')+(V'-V)|7+(V'~V)V'=—cYVp'—0('V]7—0{'Vp'—2.QXV'.
t

Uvéazime-li i predpoklad 3), mizeme Cleny, které jsou nelinearni vzhle-
dem k porucham zanedbat, protoze jsou co do velikosti alespon o fad mensi
nez Cleny zbyvajici. V takovém piipadé dostavame

%V+(V-V)v'+(v'-vw=—a‘ch'—a'Vﬁ—zﬂxv’,
t

coz je hledana linearni perturbacni pohybova rovnice. Analogicky postupu-
jeme 1 pfi odvozovani perturbacni rovnice kontinuity, stavové rovnice i prv-
ni hlavni véty termodynamické. Jest¢ poznamenejme, ze misto mérného
objemu « byva obvyklejsi pouzivat v pohybovych rovnicich hustotu p =1/a
tak, jak to budeme Cinit pozd¢;ji.

Lineéarni perturba¢ni metoda predstavuje jisté omezeni v tom smyslu, Ze
umoznuje studium stability zdkladniho proudéni, které je vystaveno pouze
malym (v podstaté¢ nekonec¢né¢ malym) poruchdm. Selhdva vSak v piipade,
kdy amplitudy poruch narostou po urcité dobé v disledku instability do
takovych velikosti, Ze jiZ neni moZzno nelinedrni ¢leny v rovnicich opome-
nout. Podobné, je-li zékladni proudéni stabilni vzhledem k nekone¢né
malym porucham, nedava linearni perturba¢ni metoda zaddné informace
o tom, je-li toto proudéni stabilni i vzhledem k porucham dostate¢n¢ vel-
kym. Piesto je mozné, jak uvidime pozdéji, pomoci linearni teorie popsat
nékteré vlastnosti fluktuaci v redlné atmosféte, naptiklad délku dominantni
vlnové poruchy nebo jeji vertikalni strukturu. Poznamenejme jesté, ze
linearni perturbacni metoda je v dynamické meteorologii spojena zejména
s Bjerknesovym jménem (viz napiiklad [12]).

Aplikujme nyni vySe popsanou linearni perturba¢ni metodu na proudeéni
ve vertikdlni roviné (x, z). Pro jednoduchost neuvazujme rotaci Zemé
a atmosféru povazujme za nestlacitelnou tekutinu. Neni-li dale explicitné
uvedeno jinak, neuvazujeme ani sily tfeni. Zakladni stav definujme nésle-
dovné: u(z), w=0, p(z), p(z). Pro takové zékladni proudéni maji pohy-
bové rovnice v roviné (x, z) tvar
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=0, 22

™ (2.2a)

o0p  _

8—p=—pg. (2.2b)
zZ

Rovnice kontinuity pro zékladni stav je splnéna identicky. Poruchy v poli
rychlosti ve sméru osy x a z necht’ jsou u'(x,z,t), w(x,z,t), v poli tlaku
p'(x,z,t) a poli v hustoty p'(x,z,t). Vysledny stav ma tedy tvar u(z)+
u'(x,z,t), w(x,z,t), p(z2)+ p'(x,z,t), p(z)+ p'(x,z,t) . Podle pfedpokladu
2) perturba¢ni metody miizeme psat

7+ ) —5(”“‘M(mu')a(“*“)+W'a(”+”)}:‘a(p+p),(2.3a)
o ox Oz ox
_ ' _GW’ — ' 8w' ,aW' o(p+ ’ D !
(p+p) +(u +u)—+w—}=—M—g(p+p), (2.3b)
i ox 0z Oz
0B+P) iy 2B+, 0BEP) (2.3¢)
ot Oox 0z

V této soustavé rovnic zanedbdme nelinedrni ¢leny vzhledem k porucham
a odecteme od kazdé z rovnic (2.3) odpovidajici rovnici (2.2). Timto postu-
pem dostavame nasledujici perturbacni rovnice

ou' _ou  du 1 op'

Mgy D (2.42)
ot ox dz p Ox
G AL S (2.40)
ot ox p oz p

P g Py (2.4c)

Neni obtizné se presveédcit, Ze rovnici kontinuity pro perturbace je mozné
rovnéz psat ve tvaru:

LMy, (2.4d)
ox Oz
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Zaved’'me dale proudovou funkci y vztahy

u,__(?_w W oy

= , ) 2.5
0z ox (2-3)
Tim rovnice (2.4a) az (2.4c) prejdou na tvar

Oy GO oydu_10p
otoz 0x0z

= , (2.6a)
ox dz p ox
2 2 ' '
Vgl _1® P, (2.6b)
Otox ox p oz p
P gl VI (2.6¢)
ot Ox Ox dz

Rovnici (2.6b) parcialné derivujme podle x a odectéme ji od rovnice (1.6a)
parcidlné derivované podle z. Tim dostaneme

— 2— — 1= ’

ot  Ox p dz oz dz pdzdz)ox p ox
Derivujme rovnici (2.6¢) parcialné podle x, délme ji p a vyjadieme z ni
(1/ p)(0p'/ dx) . Vysledek pak dosadme do rovnice (2.7). Poté dostavame

2 2— —_ 2
_(LEQJ (Vzw_a_ng+ du_du oy _ Oy
Ot Oox 0z

PRI el L

kde jsme oznacili

| dp

pdz

Tim jsme ptrevedli feSeni soustavy perturbacnich rovnic (2.4) pro neznamé
u', w, p'a p' naieSeni jedné diferencialni rovnice pro proudovou funkci

w. K rovnici (2.8) (stejné jako k soustavé (2.1) resp. (2.4)) je tfeba piidat
vhodné okrajové, popiipadé pocateéni podminky, jak provedeme pozdé;ji.

20



3 NORMALNI MODY

Vhodnou metodou feSeni rovnice (2.8) je metoda normalnich moda. Protoze
koeficienty v rovnici (2.8) nezdvisi ani na ¢ase ¢ ani na soufadnici x, jeji
feSeni hledame ve tvaru

w(x.z,t) = R{p(2)e" "}, (3.1)

kde R znali redlnou Cast vyrazu, pred kterym stoji. VInové €islo £ > 0 ve
sméru osy x musi byt readlné, aby amplituda viny (modu) byla pti velkych x
koneéna. Amplitudova funkce 7 a ristovy faktor (rychlost ristu) kc; mohou
byt komplexni (¢; znaCi imaginarni ¢ast fazové rychlosti ¢). ZapiSeme-li
fazovou rychlost c jako soucet realné a imaginarni ¢asti

c=c, +ic, (3.2)
a dosadime-li toto vyjadreni do (3.1), madme
p(x,2,0) = R{y(2)ee 0} (3.3)

Je-1i kc=0, pak se amplituda poruchy s Casem neméni, tzn. je stabilni. Je-
li kc; < 0, pak porucha s ¢asem slabne. Naopak, je-li kc; > 0, pak porucha
s casem zesiluje. V poslednich dvou piipadech fikame, Ze je porucha insta-
bilni. Na tomto misté je vSak tfeba poznamenat, ze n¢ktefi autofi, naptiklad
[13], zavadi pojem stability (instability) poné¢kud odlisné, a to: kc; = 0 —
neutrdlni porucha, kc; < 0 — stabilni porucha, kc; > 0 — instabilni porucha.
My se budeme vzdy snazit o explicitni rozliSeni, aby bylo zfejmé, o jaky
¢asovy vyvoj poruchu se jedna.

V dal$im textu budeme pismeno ‘R vynechédvat a budeme mit na paméti,
ze fyzikédlni vyznam maji jen realné casti vyrazi (3.1), (3.3), respektive
jejich analogie.
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Vsimnéme si, Ze pii kc; > 0 se mlze porucha stat po uplynuti dostatecné
dlouhé doby natolik velka, ze se nelinearni efekty stanou natolik vyznam-
nymi, 7e linearni pfistup pozbyde platnosti. Proto je vhodné metodu
normalnich modt pouzivat, v souladu s linearni perturbacni teorii, jen na
pocatecni stadia vyvoje poruch.

Dosazenim (3.1) do rovnice (2.8) dostavame

@- c)[ K- CZ ] (‘—c)[d——%‘éjwz—gw, (3.4)

coZ je jiz ,,jen” oby¢ejna diferencialni rovnice pro amplitudovou funkci y .

Rovnice (3.4) je velmi dilezitd nejen proto, Ze ji budeme studovat
v dal§im textu, ale 1 pro to, ze z ni vyplyvaji dal§i vztahy, které hraji
dilezitou tlohu v teorii hydrodynamické stability. Pfedné, uvazime-li, ze se
hustota p(z) méni s vyskou obvykle mnohem pomaleji neZ rychlost
proudéni u(z), a ze 0 <1, mizeme v posledni rovnici zanedbat ty ¢leny
obsahujici 6, které se nachazeji na jeji levé strané, a ponechat pouze ten ¢len
s o, ktery stoji na pravé stran¢ rovnice (3.4). Fyzikdln¢ to znamend, ze
zanedbavame zmény hustoty u ¢lenii postihujicich setrvacnost, ale ponecha-
vame u Clenu, ktery popisuje archimédovsky vztlak. Takova situace se
velmi podoba Boussinesquové aproximaci [8]. Po naznacené Gprave piejde
(3.4) na tvar

d*y L) dr o .
(@- c)[ kzwj—dzzw £2_y =0, (3.5)

ktery nazyvame Taylorova-Goldsteinova rovnice.

Pijdeme-li jesté¢ dale a nebudeme-li uvazovat zmény hustoty vibec
(budeme pracovat napiiklad s homogenni tekutinou), redukuje se rovnice
(3.4), poptipadé (3.5), na rovnici

dzA ) d'u .
(- c)( ij =0, (3.6)

o které hovotime jako o Rayleighove rovnici. Pro dvé posledné jmenované
rovnice byla odvozena fada teorémd, které se vazi ke stabilité riiznych typl
proudéni. Néktere si v nasledujicim textu uvedeme.

Zavérem tohoto oddilu si jeSté povSimnéme, ze jsme poruchy (3.1)
popiipadé (3.3) uvazovali dvourozmérné, nezavislé na soutadnici y. K tomu
nas vede tvrzeni Squireova teorému, podle kterého v homogenni tekuting
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existuje ke kazdé¢ instabilni trojrozmérné viné vzdy vina dvojrozmérna,
ktera je instabilngjsi a ktera se pohybuje rovnobézné se smérem proudéni.
Na ptipad stratifikované tekutiny Squiretiv teorém zobecnil Yih (bliZsi po-
drobnosti viz [14]). Pfedmétem naseho prioritniho zajmu jsou pravé mody
(vlny) co mozna nejinstabilngjsi, nehled¢ na to, Ze uvazovani dvojrozmér-
nych namisto trojrozmérnych poruch vypocty ponc¢kud zjednodusi.
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4 KELVINOVA-HELMHOLTZOVA
INSTABILITA, INSTABILITA TAYLOROVA
A HELMHOLTZOVA TYPU

V této kapitole se budeme zabyvat feSenim rovnice (3.4) za jistych zjed-
nodusujicich predpokladld. Ukézeme jaky vliv méd na stabilitu proudéni
rozlozeni hustoty, vertikalni stfih vétru (vertikalni gradient rychlosti prou-
déni) a tloustka vrstvy, ve které tekutina proudi.

Uvazujme dvé nad sebou lezici vrstvy dvou nestlacitelnych tekutin, které
se navzajem nemisi, s hustotami p;, p» a konstantnimi rychlostmi zakladniho
proudéni u,u,. Zanedbame-li zemskou rotaci, je plocha oddélujici obé te-
kutiny v klidovém stavu horizontalni. Umistéme do této roviny pocatek
pravouhlé soufadnicové soustavy. Osa x necht’ je orientovdna ve sméru
proudéni obou tekutin a osa z necht’ mifi kolmo vzhiru. Dale ozna¢me
vSechny veli¢iny vztahujici se k horni tekutin€ indexem 1, k dolni tekuting
indexem 2. Necht je horni tekutina omezena neprostupnou horizontalni
rovinou ve vysce z =h; a podobné¢ dolni tekutina necht je ohranic¢ena
rovinou ve vysce z = — ;.

Na zékladni stav charakterizovany veli¢inami u,, u,, p,(z), p,(2), p,
p,necht’ jsou superponovany poruchy v poli rychlosti proudéni a tlaku:
u/(x,z,t), uy(x,z,t), w(x,zt), wy(x,z,t), p/(x,z1t), p,(x,zt). Vysled-
ny stav tedy miizeme charakterizovat takto:

— horni tekutina: u, +u(x,z,t), w(x,z,t), p,(z)+ p/(x,z,1), p,,

— spodni tekutina: u, +u,(x,z,t), wW,(x,z,t), p,(2)+ py(x,z,t), p,.
Perturbace v poli rychlosti proudéni mizeme nahradit perturbacnimi prou-
dovymi funkcemi y;, y» podle vztahu (2.5). Namisto pohybovych rovnic
a rovnice kontinuity je pak mozno pouzit rovnice typu (3.4). To znamena, ze

_ dz’\ A A~ dk(x—ct
(ul_c)( dzl/;l—kzy/ljz()’ W1:W1ek( ', (4.1a)
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_ d2 % N A dk(x—ct
(uz_c){ le/gz —kzl/lzjzo, 2 (4.1b)

Predpokladame-li, Ze u, # ¢, u, # c, miZeme feSeni rovnic (4.1) psat ve
tvaru

W, = Ae" +Be™”, (4.2a)
W, =Ae"+Be ™, (4.2b)

Kde A4,, 4>, By, B, jsou integra¢ni konstanty, které ur¢ime z okrajovych
podminek. Kinematické okrajova podminka na horni hranici vrchni tekutiny
vyzaduje, aby normalova slozka rychlosti k neprostupné hranici byla rovna
nule, to znamena

W, (z=h)=Ae™ +Be™ =0. (4.3a)

Ozna¢me tedy

At — _pe i — Q
1 2 s
kde C; je nova konstanta. Dosazenim posledni rovnice do (4.2a) mame
¥,(z) = C;sinh [k(z — h,)] : (4.42)

Zcela analogicky aplikujeme kinematickou okrajovou podminku na dolni
hranici spodni vrstvy tekutiny, tedy

W,(z=-h)=A4,e™ +B,e™ =0. (4.3b)

Oznacme

Aze_khz — _Bzek/’lz = 72 ,
kde C; je konstanta. Dosazenim posledni rovnice do (4.2b) mame

,(z) = C,sinh[k(z+h,)]. (4.4b)

Abychom mohli formulovat dynamické okrajové podminky na rozhrani
obou tekutin, ur¢ime poruchy p/, p; v tlakovém poli. Z rovnice (2.6a) vy-
plyva po dosazeni pomoci (2.5), Ze
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ik” p, (@, — c)C,cosh| k(z—h,) "~ = P (4.52)

ox
ik p, (it — €)Cycosh | k(z +h,) [ = % : (4.5b)
Podobné z rovnice (2.6b) mame

K’ p, (@, — ¢)C,sinh [k(z —~ hl)] et = % , (4.6a)
K p, (@, — c)Cysinh| k(z+h,) [e* " = % : (4.6b)

Integrujme rovnice (4.6) podle soutadnice z:
P} = kp, (i, —c)cosh| k(z—hy) |e* + £(x), (4.72)
Py = kp, (@, - c)cosh| k(z+h,) [ + £,(x), (4.7b)

kde f1(x) a fo(x) jsou integracni funkce. Parcidlnim derivovanim rovnic (4.7)
podle x a naslednym porovnanim s rovnicemi (4.5) zjistime, Ze

f)=D, f,(x)=D,

a D a D, jsou integracni konstanty. Pro jednoduchost je volme rovny nule,
tedy

Pl =kp,(it, ~c)cosh | k(z—h,) |e", (4.8a)
Py =kp, (i, —c)cosh | k(z+h,) |e*™". (4.8b)

Pro piehlednost jest¢ uved’'me tvar poruch v poli rychlosti proudéni:

= _% — —kCicosh[[k(z—h)) |40, (4.99)

u =2 22— —kC,cosh[k(z + ;) ], (4.9b)

W = 88!/;1 — ikC sinh [k(z - hl)] elhtmen (4.10a)

wy =V ikCysinh [ (z+ hy) |40 (4.10b)
Ox

Dynamicka okrajovd podminka na rozhrani mezi tekutinami vyzaduje
spojitost tlaku pii pfechodu pfes toto rozhrani. Pfedpokladame-li, Ze Castice,
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které spocivaji na tomto rozhrani, na ném budou setrvavat, je mozné psat
zminénou dynamickou okrajovou podminku nasledovné

dr P
a[(pl _p2)+(p1 _pz)]rozhrani =0, (411)

Podminka je sice definovdna pro rozhrani, ale uvdzime-li, Ze se zabyvame
linedrni teorii, ve které povazujeme poruchy za daleko mensi nez veliiny
zakladniho stavu, lze ptfedpokladat, ze odchylka rozhrani od jeho klidové
polohy je nevelkd. Podminku (4.11) proto mizeme vztahnout k rozhrani
v poloze z = 0. Tedy

%[(ﬁl B+ (Pl -], =0. @.12)

Posledni vyraz ptedstavuje dvé rovnice (pro dolni a horni tekutinu), které po

provedeni Eulerova rozvoje —=—+V -V a zanedbani nelinearnich ¢leni,
maji tvar dr ot

ot
o(p - p3) o o(p, - p3)
ot : ox

[50’1 P a(Pla 2 | ye(p, —m} : (4.132)
X

z=0

+wig(p, _/01):| > (4.13b)

z=0

kde jsme vyuzili rovnice hydrostatické rovnovahy.
Dosadime-li nyni do rovnic (4.13) pomoci (4.8) a (4.10) obdrzime

C, [ kp,(it, - ¢) cosh(kh,) - g(p, - p,)sinh(kh) | =
=C, [kp, (i, - c)(it, — c)cosh(kh,)] (4.14a)
C, [kp, (@, — c)(it, —c) cosh(kh,)] =
=C, | kp, (@, —c)’cosh(kh,) - g(p, - p,)sinh(kh,) |. (4.14b)

Vyjéadiime-li z obou poslednich rovnic pomér C,/C; a porovname je navza-
jem, ziskdme kvadratickou rovnici pro fadzovou rychlost c:

(P, + pya))c” =2(piina, + p,iya,)c +

+(pﬁfa2 + ity —M}o, (4.15)

kde jsme oznacili
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a, =tgh(kh), a, =tgh(kh,).

Resenim rovnice (4.15) dostavame frekvencni rovnici

U —u,

£a, + pa

c= Pilya, + Py _,_\/g_L a,a,(p, = p)

Pa; + Py 2 Py + pra

2
_p1p2ala2[ Ja (4.16)

kde vInové ¢islo k souvisi s vinovou délkou L vztahem k= 27/L.
Zabyvejme se nejprve nc¢kolika specidlnimi ptipady.
a) Polozme u, =u, =0. Rovnice (4.16) se pak zjednodusi na tvar

C:i\/g—L alaZ(pZ_pl) . (417)
27 pa, + p,a,

To znamena, ze takové poruchy jsou stabilni (¢ je redlné Cislo), je-1i p, > p;.
Tomu odpovida situace, kdy spodni tekutina ma vétsi hustotu nez tekutina,
ktera leZi nad ni. Je-li vSak p; > p,, dostdvame nenulovou imaginarni ¢ast
fazové rychlosti ¢. VSimnéme si, ze v takovém piipadé je jedna porucha
silici a druhd slabnouci diky znaménku * v (4.17). Tento typ instability,
ktery je zpusoben riistem hustoty s vySkou, byva oznacovan jako staticka
instabilita, instabilita Taylorova typu [15] nebo téz Rayleighova-Taylorova
instabilita [16]. Jsou-1i ob¢ tekutiny velmi hluboké, je a =ay~1, a poté

ey [BLLTP (4.18)
27 py+p,

Naopak jsou-li ob¢ tekutiny velmi mélké a maji-li navic stejnou tloustku,
hi = hy = h, mame

c== |gh2"P (4.19)

nebot’ pro takova /4 je a = tgh(kh) = kh.
V rovnici (4.17) polozme a; = a;=a (obé tekutiny maji stejnou hloubku),

pak
c=+ /&M ) (4.20)
27 ptpy
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Z posledni rovnice je patrné, Ze rychlost stabilnich gravitaénich vin na
rozhrani dvou tekutin stejné tloustky roste se zvétsSujici se hloubkou tekutin.
Podobné, jsou-li tyto viny instabilni (2, > p,), pak jedna porucha sili a dru-
ha slabne rychleji pfi vétsi tloustce vrstev nez odpovidajici poruchy na
rozhrani tekutin s mensi tloustkou.

b) Polozme nyni p1 = p» = p, u, #u, # 0. UvaZujeme tedy jen stiih vétru.
Potom z (4.16) vyplyva

ua, +u,a, | .U —u,
c= *i Jaa, . (4.21)
a,+a, a,+a,

Nyni jsme obdrzeli ryze stFizné viny, které maji nenulovou imaginarni
slozku fazové rychlosti, jsou tedy instabilni. Opét si vSimnéme, ze jedna
porucha sili a druhd sldbne. Pfi¢ina instability jiz neni ,,statickd®, nybrz
»~dynamicka“. Tato instabilita byvd nékdy nazyvana instabilitou Helm-
holtzova typu [15]. Jsou-li ob¢ tekutiny velmi hluboké, dostavame z (4.21)

ettt (4.22)
2 2
Naopak v ptipadé velmi mélkych vrstev mame
o= b iy iUy o (4.23)

ho+h, — h+h,

Za povsimnuti stoji jesté jedna zajimavost. Maji-li totiz obé vrstvy stejnou
tloustku A; = hy, pak

_mti Ui

2 2

c , (4.24)
a takové poruchy se piemist'uji stejnou rychlosti a maji stejnou rychlost
rustu (rastovy faktor) jako ryze stfizné viny na rozhrani dvou velmi hlu-
bokych tekutin (viz vztah (4.22)).

c) Necht p1 =0, u, =0, hy=h, u, =u. Mame tedy pouze jednu vrstvu
tekutiny. Ze vztahu (4.16) pak obdrzime

c=ii+ \/g—Ltgh (%”hj : (4.25)
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coz je vzorec pro fazovou rychlost vnéjsich gravitacnich vin na volné
hladiné tekutiny o tloust’ce 4. Je vidét, Ze takové viny jsou stabilni — jejich
amplituda se s ¢asem neméni. Je-li tekutina navic velmi hlubok4, mame

c=iit /f—L. (4.26)
T

To je Stokesitv vztah pro vnéjs$i gravitatni viny na volné hladin¢ jedné
vrstvy velmi hluboké tekutiny, které byvaji v anglosaské literatufe oznaco-
vany také jako ,,deep-water waves®. Je-li vSak tekutina velmi mélka, je

c=tu+.lgh, (4.27)

coz je Lagrangeuv vztah pro rychlost ,,dlouhych® gravita¢nich vin na volné
hladin€¢ mélké tekutiny. Takové viny byvaji v anglosaské literatufe oznaco-
vany jako ,,shallow-water waves* nebo jednoduse ,,long waves.

d) Zajimavy je téz ptipad, kdy na velmi hluboké tekutiné spociva velmi
mélka tekutina, jejiZ tlouStku ozname /; = h. Necht’ dale u, =u, =0, potom

h h
c=i\/g—<p2—p1) ~+ 22 (p,—p)). (4.28)
P+ pykh P

V ptipadé, ze nad velmi mélkou tekutinou, jejiz tlouStku opét oznacime
hy = h, lezi velmi hluboka tekutina, dostavame (polozime-li opét u, =u, =0)

h h
c=i\/g—<pz—p1) ~+ 50, p)). (4.29)
pikh+ p, P>

Porovname-li vztahy (4.28) a (4.29) vidime, Ze se stabilni poruchy (o, > p,)
pohybuji v prvnim piipad¢ rychleji nez ve druhém. Jina je situace v ptipade
instability (p1 > p»). Pak totiZ silici porucha roste v druhém ptipad¢ rychleji
nez v prvém a slabnouci porucha slabne také rychleji v druhém ptipad¢ nez
v prvém.

e) V literatuie byvéa také uvadéna frekvencni rovnice pro gravitacné
stfizné viny na rozhrani dvou velmi hlubokych tekutin. PoloZime-li v (4.16)
a; = a =1, dostavame

2

u, + o, u. L p, — U, —u.

o PP g_u_plpz( 1 ] C @40)
P+ P 27 P+ py Pt P
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Je vidét, Ze poruchy s vinovou délkou kratsi nez kriticka vinova délka Lxy

=2_7Z' plpz(”_‘l_lf_‘z)z :2_7I Z:ESLTI __L_‘z)i (4.41)
g (p—p)p+p) g (L)L +T,)

jsou instabilni. Pii pfechodu od hustoty k teplotdm v poslednim vztahu jsme
pouzili stavovou rovnici. O instabilité spojené se vztahem (4.41) hovotime
jako o Kelvinove-Helmholtzove instabilite. Odhadnéme nyni orientaéné nu-
mericky velikost kritické vlnové délky Lky. Polozime-li #, —i, =10 ms ',
T, =280 K, T, =275 K, vychazi Lgy ~1 800 m.

Nez se vratime k obecnému tvaru rovnice (4.16), je nutné jesté objasnit,
co rozumime pod pojmy ,,velmi hluboké tekutina®“ a ,,velmi mélka tekutina®.
Za velmi hlubokou tekutinu povazujeme takovou, pro kterou je # > 0,4 L.
Potom se totiz fazova rychlost vnéjsSich gravitacnich vln na volné hlading
takové tekutiny uréend pomoci vztahu (4.26) lisi od své piesné hodnoty
uréené¢ pomoci vztahu (4.25) o méné nez 0,5 %. Podobné¢, velmi mélka
tekutina je takova, pro kterou je 4 < L/25. Tehdy se totiz fazova rychlost
vngj$i gravitacnich vin na volné hladiné takové tekutiny urend pomoci
vztahu (4.27) také 1i8i od své piesné hodnoty ur¢ené¢ pomoci vztahu (4.25)
o mén¢ nez 0,5 %.

Vénujme nyni pozornost obecnému piipadu gravitacné stfiznych vin. Ze
vztahu (4.16) vyplyva, Ze vSechny poruchy s vinovou délkou krat§i nez
kritickd vlnova délka L; jsou instabilni (amplituda jedné poruchy se Casem
zvétSuje, druhd zmenSuje). VSechny ostatni viny s L > L; jsou stabilni.
Kritickou vlnovou délku dostaneme, polozime-li vyraz pod odmocninou
v rovnici (4.16) roven nule:

KH

—  —\2
L :2_7[ ,01:02 (ul uz) . (442)
g P, P PG T P4

Cim vétsi je stiih vétru, tim je L vétsi, tzn. instabilita se ,,posouva“ i do
oblasti delSich vin. Je-li u, =u,, je Ly =0 a vSechny poruchy jsou stabilni
(je-li zaroven p, > p;). Stiih vétru tedy proudéni destabilizuje, ale vliv tize
je opacny — stabilizujici (pfi p» > pi1). Pro kratké viny (L < L) prevlada
nestabilizujici vliv stfihu vétru, zatimco pro delsi viny (L > L;) je domi-
nantni stabilizujici pisobeni zemské tize. Pii pevné zvolenych hustotach
a rychlostech proudéni vede zvétSovani tlouStek vrstev, nebo alesponi jedné
znich, k posunuti L; ke krat§im vlnovym délkdm. To znamena, Ze se
zvétSuje oblast stabilnich vlnovych délek. Jinymi slovy to znamend, Ze
gravitacné stfizné viny na rozhrani dvou tekutin maji tendenci byt stabilni
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vzhledem k hlubokym vrstvdm a instabilni vzhledem k mélkym vrstvam
tekutin.

Obr. 4.2 Po¢itadova simulace vyvoje Kelvinovy-Helmholtzovy instability. Cas ¢ = 0
predstavuje pocatecni stav, kdy na sob¢ spocivaji dvé vrstvy tekutiny, Cas ¢ = 1 predstavuje
linearni stadium, kdy dochazi k nepatrnému rozvInéni rozhrani obou tekutin. Casy ¢ =2
a t = 3 reprezentuji nelinearni stadia vyvoje instability.
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Kelvinovu-Helmholtzovu instabilitu mizeme pozorovat jak v labora-
tornich podminkach (viz naptiklad [8]), tak i v redlné atmosféfe. Ve druhém
ptipadé je patrna z ptitomnosti Kelvinovych-Helmholtzovych vin, v jejichz
vrcholech vznika pti dostate¢né vlhkém vzduchu typickd oblacnost, ktera je
znazornéna na obrazku 4.1. V anglosaské literatufe byva takova oblacnost
oznacovana jako billow clouds, zatimco ¢eStina pro ni specialniho oznaceni
neuzivd. Na$im pfistupem jsme byli schopni zachytit pouze pocatecni
stadium vyvoje Kelvinovy-Helmholtzovy instability, kdy se rozhrani obou
tekutin formuje do tvaru jednoduchych vinek o nepfiili§ velké amplitudé.
Nelinearni stadia jsou zachycena na obrazku 4.2 v bezrozmérnych Casech
t=2at=3.
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5 PERTURBACNI STAVOVA
A TERMODYNAMICKA ROVNICE

Nyni odvodime perturbacni stavovou a termodynamickou rovnici pro mo-
del, ktery byl formulovan v kapitole 2. Jednak tim uzavieme soustavu per-
turbacnich rovnic zminéného modelu (perturbacni rovnice kontinuity byla
uvedena rovnéz v kapitole 2), jednak odvozené rovnice vyuZijeme v Uva-
hach v dalSim textu.

Pro ptehlednost zopakujme, Ze vysledné pole rychlosti proudéni, tlaku,
hustoty (poptipad¢ mérného objemu) a teploty jsme uvazovali ve tvaru

u(z)+ u'(x,z,t),
W’(‘x7 Z’ t) 2
p(2)*+p'(x,z,0),
ﬁ(Z)"f'pl(x,Z,t),
T(2)+T'(x,z,1),
kde vodorovnym pruhem jsou oznaceny veli¢iny popisujici zakladni stav
a svislou ¢arou malé odchylky od tohoto stavu, pro které plati u >>u’,
p>>p, p>>p, T>>T" . Symbol ,>>“ znamena ,,vét$i alesponi o jeden
rad*.
Stavova rovnice zékladniho stavu ma tvar
D =pRT (5.1)
a vysledny stav plati

p+p' =(p+p)RT+T"), (5.2)
coZ po roznasobeni dava

p+p =RpT +RpT'+Rp'T +RP'T'.

34



V posledni rovnici zanedbame ctvrty ¢len na pravé strané. Ptihlédneme-li
navic k rovnici (4.1), dostaneme po vydéleni posledni rovnice p

’ ! Tl

r_P L (5.3a)
p p T

To je hledany tvar perturbacni stavové rovnice. Jest¢ poznamenejme, Ze

kdybychom misto s hustotou p pracovali s mérnym objemem e, ziskali
bychom alternativni tvar perturba¢ni stavové rovnice

p e T (5.3b)

~||

Uvazujme termodynamickou rovnici (prvni hlavni vétu termodynamic-
kou) ve tvaru
T 1
AT 14 _ds 50

kde s zna¢i mérnou entropii a ¢, mérné teplo pii stalém tlaku. Do této
rovnice dosadime veliiny popisujici vysledny (slozeny) stav:

dr'  ,oT) 1 1 d|_(, p = o ds
_ — - 1+— | |=(T+T")—. 5.5

Totalni derivaci podle Casu ve druhém scitanci na levé strané¢ posledni
rovnice vyjadiime nasledovné:

4 D l+pt = 1+pt d—p+ﬁi pt :w'@ﬂz_ai pt =
dt iz p )dt de\ p 0z de\ p

= —ﬁgW'+ﬁi(pt] : (5.6)
de\ p

kde jsme pouzili rovnici hydrostatické rovnovahy pro zékladni stav a zaned-
bali pomér p'/ p ve srovnani s jedni¢kou ve ¢lenu, ktery stoji pied derivaci
dp/dt . Vydglime-li rovnici (5.5) T, zanedbame poméry p'/p a T'/T ve
srovnani s jedni¢kou a dosadime vyjadieni (5.6) do rovnice (5.5), obdrzime,
s ptihlédnutim k perturbacéni stavové rovnici (5.3a),
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c E(T:}CP—W L Ry A A (5.7)
Pde\ T T 0z de\ p ) dt

kde jsme navic vyuzili, ze
T'or __1oT g,
T? oz T oz’ T R’

74 predstavuje suchoadiabaticky gradient teploty. Dosadime-li do (5.7) zno-
vu pomoci (5.3a) a vyuZijeme-li Mayerova vztahu ¢, = R + ¢,, ziskdme

d oo W oT ) ds
cp—{ipt—%]+PT(yd +—J=—. (5.8)

dilc, p p T 0z dt
Druhy scitanec upravime pomoci Poissonovy rovnice (definice potencialni

teploty)
R/c[,
=T (p__oJ : (5.9)
p

kterou logaritmicky derivujeme podle ¢asu

kde
iT  ,of dp ., _
o e a e P8
Tedy
140 _woo _wor weg wf  oF (5.10)
0 dt 60 oz T oz Tcp T Oz
Oznacme
c
y=22, (5.11)
CV
=899, (5.12)
0 oz
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axy predstavuje Brunt-Vaisalovu frekvenci. Dosazenim vyrazi (5.10), (5.11)
a (5.12) do rovnice (5.8) ziskdme hledany tvar perturbacni termodynamické
rovnice:

' ’ 2.1
i(lﬁ_g}_“’ow _1ds (5.13)
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6 STABILITAV[\IITRNiCH GRAVITACNICH
(VZTLAKOVYCH) VLN

V kapitole 4 jsme pojednavali o stabilit¢ vinovych pohybii v soustavé, ktera
se skladala ze dvou tekutin s odliSnymi hustotami, poptipadé rozdilnymi
rychlostmi proudéni. Vzniklé viny byly spojeny s diskontinuitou v poli hu-
stoty, popfipad¢ rychlosti proudéni. Takové viny je mozné oznacit jako gra-
vitacné stfizné.

V nasledujici ¢asti budeme uvazovat vztlakové viny v tekuting se
spojitym prubéhem hustoty v zdkladnim stavu, které vznikaji rozdilnym
pusobenim gravitace a vztlakovych archimédovskych sil na pfipadné neho-
mogenity v rozlozeni hustoty. Tyto nehomogenity mizeme v rdmci diive
pfedstavené perturbacni teorie povazovat za perturbace. Abychom zachovali
navaznost na piedeslé kapitoly knihy, pouzijeme model formulovany v ka-
pitole 2, ale budeme uvazovat pouze viny Sifici se vertikdlnim smérem.
Proto polozme u =0, u'=0.

Perturba¢ni pohybova rovnice ve vertikalnim sméru (2.4b) a perturbacni
rovnice kontinuity (2.4c) budou mit tvar

P P, 6.1a
o poz po (6.1a)
PPy (6.1b)
ot oz

K témto dvéma rovnicim je tfeba piidat rovnici tfeti, nebot’ rovnice (6.1a)
a (6.1b) obsahuji tfi nezavisle proménné. Bude ji termodynamicka rovnice
(5.13) odvozena v ptedchozim textu. Navic uvazime predpoklad adiaba-
ti¢nosti probihajicich procesu, to znamena
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Tuto rovnici jeSté upravime na vhodnéjsi tvar. Totalni derivaci podle ¢asu v
posledni rovnici provedeme nasledovné:

g(zz_gj_
d\yp p

P p- oz

y| p\ ot 0z oz| p\ ot 0z
1 1%
yp Ot p ot

kde jsme zanedbali vSechny cleny nelinedrni vzhledem k porucham.
Termodynamickou rovnici je pak mozno psat ve tvaru

o' _lop _agw

=0. 6.1c
ot p Ot g (6.1c)

Rovnice (6.1) tvofi soustavu tii parcidlnich diferencidlnich rovnic pro tfi
neznamé. V souladu s metodou normélnich moda hledejme jeji feseni ve
tvaru

W, — wei(szwt)’
pr — ﬁei(kz—wt),
pl _ ’bei(kz—wt)’ (6.2)

kde @w= kc znacCi kruhovou frekvenci. Dosazenim feSeni (6.2) do rovnic
(6.1) ptejde tato soustava parcidlnich diferencidlnich rovnic na homogenni
soustavu algebraickych rovnic

iopw —ikp —gp=0,
p . .
—_—w —1wp =0,
0z »
2
W) A . —n . A
7pp?w—1wpp+1w7pp =0. (6.3)

Z algebry je dobfe zndmo, Ze tato soustava ma netrivialni feSeni pravé
tehdy, kdyz determinant sestaveny z jejich koeficientl je roven nule.
Tedy
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1wp —ik -g
o,
oz

2

__®, . .
pp=, Tlop ierp

coz vede na frekvencéni rovnici

2 — —
— 7,5;_7&k+7/ﬁapk +i(gﬁap+,52a)zj:0.
g 16} 0

/4 4

Vy¢lenénim redlné a imagindrni ¢asti z posledni rovnice obdrzime

=8P (6.4)
p Oz
a zaroven
o =89 (6.5)
p Oz

Odkud je ziejmé, ze k oscilacim tvaru (6.2) dochézi s kruhovou frekvenci
rovnou Brunt-Vaisalové frekvenci @, . Porovname-li vyrazy (6.4), (6.5)
a definici Brunt-Vaisalovy frekvence (5.12) vidime, ze

= =890__ 8P (6.6)
6 oz p 0Oz
Posledni rovnost ve vyjadieni (6.6) pochopitelné obecné neplati — je
poplatnd naSemu modelu a vlastné¢ je disledkem toho, Ze naSe tekutina je
boussisquovska (vice podrobnosti viz napiiklad [17]).
Je evidentni, Ze je-li 06 /0z > 0 (resp. 0p/éz >0), je @ relné &islo
a porucha reprezentovana vyrazy (6.2) je stabilni. Naopak je-li 66 /6z < 0
(resp. 0p/ 0z < 0) mame co do ¢inéni s instabilnim pfipadem vniténich gra-
vitacnich vin.
Neni obtizné nahlédnout, Ze z Posissonovy rovnice (v ¢eské odborné lite-

Rlc,
ratuie tradi¢né oznacované jako definice potencialni teploty) =T (&] ,
p
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kde po =1 000 hPa, pti platnosti rovnice hydrostatické rovnovéhy a vyuziti
stavové rovnice vyplyva, ze
00

=y -y, 6.7
o Ya =7 (6.7)

| N

kde yu=g/c, je suchoadiabaticky teplotni gradient a y =—07T /0z je lokalni
teplotni gradient. Poté lze, vzhledem ke zminénym teplotnim gradientim,
podminky stability vyjadrit takto:

y >y, —instabilita,

6.8
y <y, — stabilita. (6-8)

Je-li =y, hovotime o indiferentnim ptipad¢é nebo indiferentnim teplotnim
vertikdlnim zvrstveni prostiedi.

Ptipad zminénych vin jsme studovali eulerovsky, 1 kdyZ tradi¢né byvaji
vztlakové oscilace studovany metodou castice, tedy lagrangeovsky, kdy se
odvozuje feSeni pro vychylku vzduchové ¢astice ve vertikdlnim sméru z ro-
vnovazné polohy. Neni obtizné si uvédomit, Ze oba pfistupy jsou ekvi-
valentni. Predstavime-li si totiz pod naSimi perturbacemi vzduchovou
&astici”, pro jeji vychylku 8z z rovnovazné polohy ve stabilnim piipadd
podle (6.2) plati

907 _ = it (6.9)
dr

Na tomto misté pfipominame, Ze fyzikalni vyznam ma pouze redlnd cast vy-
razu (6.9). Integraci posledni rovnice s poc¢ate¢ni podminkou w'(¢ =0) = wy
a uzitim Eulerova vzorce e = cos @ +isin ¢ dostavame pro vychylku vzdu-
chové castice z rovnovazné polohy v Case ¢ vyraz

5z ="Usin(e,t), (6.10)

@,

" Vzduchové &astice (nebo obecné &astice tekutiny) predstavuje abstrakci, pod kterou rozumime uréity objem
vzduchu (tekutiny), ktery spliiuje nasledujici pozadavky:

1. je dostatecné velky, abychom nemuseli uvazovat jeho molekularni strukturu, to znamend, Ze obsahuje
fadové nékolik miliénu molekul vzduchu (tekutiny). To ndim umoziuje uvnitt tohoto objemu dobie
definovat veliiny jako je teplota, tlak atd.;

2. je dostatené maly na to, abychom uvnitf tohoto objemu mohli zanedbat prostorové zmény teploty, tlaku
a dal$ich veli¢in, které nam dovolila uvnitf objemu zavést podminka 1.;

3. je tak maly, ze pfi svém pohybu prostfedim nevyvolava kompenzujici pohyby ve svém okoli.
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ze které¢ho je ziejmé, ze vzduchova cCastice kond kolem své rovnovazné
polohy harmonické oscilace s periodou 7y=27/ay. Hodnota Brunt-Vaisa-
lovy frekvence se v atmosféfe méni jak s vySkou, tak s ro¢ni dobou;
v troposféie klesa s vySkou a je zde vétsi v zimé€ nez v 1ét&, nad troposférou
se neméni monoténné [10]. Pro primerné troposférické podminky mizeme
orientacné polozit w=1,2-107 s [3]. Pak vychazi Ty~ 8 minut.

Neni obtizné se presvédgit [4], Ze v piipadé 660 /0z < 0, a prepiseme-li
navic ay jako

vychazi pro vychylku oz

oz =

6.11)

Z prvniho ¢lenu posledni rovnice vyplyva, ze dz roste exponencialné s Ca-
sem, coz je jasny znak instabilni situace.

Poznamka 1: v rovnici (6.1a) jsme mohli pro Boussinesquovskou tekutinu druhy vyraz na
. . P . o o 0’ .
pravé strané —Eg nahradit ¢lenem obsahujici potencidlni teplotu 7 g a zminénou

rovnici psat ve tvaru

ow__19 0
ot

poz 8¢
Opravnénost takové zamény vyplyva z nasledujicich tvah. Logaritmickym derivovanim

Poissonovy rovnice (definice potencialni teploty) 8 =T ( P/ p)R/C” podle z dostavame
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Kombinace poslednich rovnic vede na
1do_1lfpe |dp _dp
0dz p|lpc,)dz dz|

¢} =(c,/c,)(p/p) jekvadrat rychlosti zvuku. Tedy

1do_111dp dp
0dz p|lctdz dz |

Vezmeme-li v uvahu, ze pohyby v atmosféfe i rychlost Sifeni gravitacnich viln v atmosféte
jsou mensi nez rychlost Sifeni zvuku, redukuje se posledni rovnice na
140 _1dp
0 dz pdz
Identifikujeme-li nyni d@ a dp s perturbacemi 6’ a p’ objasiiuje se nam opravnénost
! 0!

zdmeény —’%g za gg z pocatku této poznadmky.

43



7 NELINEARNI ZOBECNEN| METODY
CASTICE

Stabilita vertikalniho zvrstveni atmosféry byva tradi¢né studovana metodou
¢astice. Tuto metodu miZzeme v prvnim pfiblizeni pouzit ke zhodnoceni
moznosti vyvoje konvektivnich vertikalnich pohybia. Uvahy spojené s kla-
sickou metodou ¢astice jsou meteorologické veifejnosti dobfe znamé a vedou
vlastné na zavéry, které jsme uvadéli v predeslé kapitole o vnitinich gravi-
ta¢nich (vztlakovych) vinach. Cituyyme na tomto misté tedy pouze vycho-
diska a nékterd fakta souvisejici s klasickou metodou Castice s tim, Ze
podrobné odvozeni je publikovano v [4] nebo v Ceské odborné literatuie
naptiklad v [5] nebo [18].

Oznacime-li veli¢iny, které vztahujeme ke vzduchové ¢astici indexem p,
zatimco veliCiny popisujici stav okolniho vzduchu ponechame bez indexu,
a predpokladame-li, ze

a) tlak uvnit vzduchové ¢astice p, se vzdy prizpiisobuje okolnimu tlaku p,
tzn. pp = p,

b) vzduchova castice se pohybuje adiabaticky, takZze se neméni jeji po-
tencialni teplota G,
vyplyva z téchto podminek, ze

T @
ﬁ:%:j’. (7.1)

Pro zrychleni vzduchové Castice po jejim vychyleni z rovnovazné polohy,
ve které splyva se svym okolim, plati

Wy 40z g2l LT 570 (7.2)
e dr P, T o '
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Po pftijeti dalSiho ptedpokladu, ze vychylka ¢z vzduchové ¢astice je natolik
mald, Ze miZeme rozdil potencidlnich teplot € — 6, ve vySce Sz nad
rovnovaznou polohou aproximovat prvnim ¢lenem Taylorova rozvoje

e—ep:(%j&,
B

Z
dostavame diferencidlni rovnici pro vychylku oz:

5z g oo
+__
0 oz

z=0. (7.3)

Jeji rozbor pak vede na zavéry zminované v zavéru kapitoly o stabilité
vnitinich gravitacnich (vztlakovych) vin, a to na kritéria (6.8).

Nyni prozkoumejme pohyb vzduchové ¢astice znovu, diikladnéji, a to v pii-
padé, kdy jiz neni vychylka oz tak mald, Ze bychom mohli zanedbat
nelinearni efekty, respektive pouzit prvniho ¢lenu Taylorova rozvoje k vyja-
dreni rozdilu 8- 6, [4]. Povazujme nadéle pohyb vzduchové ¢astice za adia-
baticky, takze miizeme prvni hlavni vétu termodynamickou pro vzduchovou
¢astici psat ve tvaru

dT
e Y,
Pode 7 de
Dale predpokladejme, Ze lokélni ¢asova zména tlaku a zména tlaku zptiso-

bené horizontalni advekci je zanedbatelnd. Za stalé platnosti predpokladu a)
mame pro individudlni zménu tlaku vzduchové ¢astice:

(7.4)

d
i _d_p= ap =_gpwp’ (75)

dt dt hes oz

kde jsme vyuzili pfedpokladu, ze prostiedi obklopujici vzduchovou ¢éstici
splituje rovnici hydrostatické rovnovahy. Z kombinace poslednich dvou
rovnici vyplyva, ze

dr

P

C
Podt

=gw,a,p=0. (7.6)

Uvazime-li navic vztah (7.1), mizeme posledni rovnici piepsat do tvaru

dT, T,
¢, v +gwp7=0. (7.7)
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Rovnici (7.2) jesté¢ mizeme uvést ve vhodnéjsim vyjadieni

dwp Tp—T_O (7.8)
a ST '

Vztahy (7.7) a (7.8) tvoti systém rovnic pro vertikalni rychlost w, (a tedy
zéroven vychylku o6z) vzduchové Castice, kterd se pohybuje atmosférou
o libovolném teplotnim profilu 71(z).

Piedpokladame-li, ze teplota okoli vzduchové castice T je pouze funkci
vertikalni soufadnice z, miizeme z poslednich dvou rovnic eliminovat teplo-
tu 7,,. Dostavame:

dzwp w, dw, w,g
— - -7)=0. 7.9
2t g Va7 -y) (7.9)

Integraci (7.9) obdrZime:

dw j&(%fﬂ)df W [=20ra=r)de
4|, a7 08 T 0. (7.10)
de| dt T

Vynésobenim této rovnice rychlosti w, a pfeskupenim jednotlivych ¢lenti
mame

dw’ jwi(m—y)df w dw Y j&(“’”d’
dj1a J7 +[Lg(7d—7){ e 0y

de| 2 dt T dt

Zaved'me nyni poc¢atecni podminky. Necht' v ¢ase ¢ = 0 je rychlost vzducho-
vé Castice w,=0 a jeji zrychleni necht’ je konecné, tedy dw?/dt = wdw/dt = 0.
Provedenim integrace s témito pocatecnimi podminkami dostdvame
vysledek

T

dW2 —J‘w—;(;/d—}/)d‘r t dW 2 W2g J.%(yd—y)dr'
=2e ° Pl ——L2(y,—7)|e dr. 7.12

Z n¢ho je ziejmé, ze je-li ;< y po celé trajektorii vzduchové Castice od
jejiho pocate¢niho bodu, jsou oba Cleny na pravé strané rovnice (7.12)
kladné a kinetickd energie vzduchové Castice roste. To tedy znamena, Ze
nerovnost y; < y zajiStuje instabilitu. Naopak predpokladame-li stabilni
situaci, pak musi byt
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(C(il_v:j (- 7)<0 (7.13)

alespont podél casti trajektorie vzduchové cCastice, a proto alesponn nékde
musi byt 3>y Podrobnéj$im rozborem jsme tedy ziskali naprosto identicka
stabilitni kritéria (6.8) jako jednodusSi analyzou. To nebyva piili§ Casta
situace, naopak peclivejsi rozbor, zejména zahrnuti nelinearnich vliva, spise
vede na ponékud modifikovana stabilitni kritéria [4]. To v dal$im textu bude
dobte dokumentovano pii vySetfovani napiiklad iner¢ni instability.
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8 KRITICKE RICHARDSONOVO CiSLO

V piedchozich kapitolach, kde jsme pojednavali o stabilité gravitaéné stiiz-
nych vin, proti sob¢ ptisobily dva faktory: stabilizujici vliv zemské tize (pfi
stabilnim vertikalnim zvrstveni v tekutin€) a destabilizujici vliv stfihu vétru
(gradient rychlosti proudéni).

Vhodnym parametrem, ktery zahrnuje oba faktory, je Richardsonovo
¢islo, nazyvané téz Richardsonovo ¢islo v gradientovém tvaru, definované
jako

@,

Ri=—— - (8.1)
ou) (ov
ou) [V
(=) (3)

Za predpokladu vzajemné rovnosti koeficientll turbulentni difuze pro hyb-
nost a pro teplo toto ¢islo vyjadiuje pomér mezi termickou produkei (nebo
zanikem) kinetické energie a produkci této energie z mechanickych pficin
[18]. V meteorologii se tohoto Cisla proto pouziva k hodnoceni stupné
moznosti rozvoje konvektivnich a turbulentnich pohybt vzduchu v atmos-
fére. Za mezni pfipad bychom mohli mylné oznaclit stav, kdy je veSkera
mechanicky generovana kinetick4 energie pfi stabilnim teplotnim zvrstveni
okamzité spotiebovana. Této situaci by odpovidala hodnota Richardsonova
¢isla Ri=1. Jak ukaZeme v dalSim textu, neni takovato interpretace zcela
spravnd, a hrani¢ni, mohli bychom fici kriticka, hodnota Richardova cisla je
rovna Cislu 1/4.
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8.1 Klasické odvozeni Milesova-Howardova teorému

Nyni odvodime stabilitni kritérium vztazené k tomuto cislu pro model
tekutiny zavedeny v kapitole 2. To znamend, ze uvazujeme nestlacitelnou
tekutinu v roving xz, jejiz vysledny stav je popsan veliinami, #(z)+u', w',
p(2)+p's P(2)+p, T(z)+T'. Pro takovou tekutinu jsme odvodili rovnici
(3.4), do kter¢ pomoci (6.6) zavedeme Brunt-Vaisalovu frekvenci ay,
S =w,/g. Tedy

_ d*y - o dy ) _ dn o du ) . .
(u _0)2(%_1{21//_?0_!//}_(” —c)(dz2 —?‘)E]Q//:—a)gl//.

Posledni rovnici je pro dal§i ivahy mozné prevést na vyhodnéjsi tvar

(LT—c)zé(ﬁ%)—(ﬁ—c)g&é(ﬁ%)+k2 [%—(ﬁ—c}z}ﬁlﬁ 0. (8.22)

Pt upravé jsme pouzili

d(_dy)\ dpdy _dy
—|p— |=———+p—.
dz(pdzj & dz P a2

Predpokladejme dale, Zze tekutina je ohraniCena neprostupnymi hranicemi
rovnobéznymi s osou x ve vzdalenostech z=d, z=—-d. K rovnici (8.2a) je
tteba pridat vhodné okrajové podminky, které by vyjadiovaly, ze normalova
sloZka rychlosti proudéni k zavedenym neprostupnym hranicim je nulova.
To znamena, ze

w(xd)=0. (8.2b)

Definujme novou funkei F(z) vztahem
¥ =NQF(2), Q=(ii-c). (8.3)
Dosadime-li (8.3) do (8.2), obdrzime

_ 2
Qz%l:ﬁ%(\/aF):l_szF%[ﬁz_uj_i_kz (%_QZJ;)@F:O, (8.4a)
z

JOF(£d)=0. (8.4b)

Nyni rovnici (8.4a) vynasobme Q*F", kde F~ zna&i funkci komplexn&
sdruzenou k funkci F:
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@F*%[ﬁi(ﬁﬂ} |F[* ( d“j kp|F| [——sz 0. (85)

dz

Ptitom jsme pouzili |F| =F-F.
Dale integrujme rovnici (8.5) podél z od —d do +d:

e gt e it £ e
+i[%_Q2J%O|F|2dz=o. (8.6)

Prvni integral na levé strané v (8.6) oznaCme / a upravme integraci per
partes:

IEiJﬁF*%{ﬁ%(\/ﬁFﬂ {x/_Fp (\/_F)} _

Td ( )(WF) (8.7)

Integral na pravé stran¢ v (8.7) upravime pomoci

dir
é(\/ﬁF) Jod, |

@ 2JQ dz
na tvar
¢ _d dF 1 (du Y’
[P (vor) (D )i [ 7 [QE o w}dﬂ
14 _du d|F[
+_-[,'OE & dz,

coz po dosazeni do (8.7) dava

[rag@n] - Jalofi

dz. (8.8)
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Posledni sc¢itanec v (8.8) integrujme per partes

-d_ulel [ }_ld zg(-d_ﬁ)
I 2 dz|F| , 2L|F| e\ )

Uvazime-li okrajovou podminku (8.4b), posledni rovnice i vyraz (8.8) se

zjednodusi:
b QLN | dz
40\ dz
Dosazenim tohoto vyjadieni do (8.6) dostaneme

1 ¢ ¢ _| |dF[
-3l ( j|F| jp[g‘g
¢ (|dF[ ) ‘ 1(du \||F[
o) = I _
QUE i J”dz_ Jo {“’ _Z[Eﬂ o P&

—d
—f ( j|F| =0, (89)
Ve druhém integralu v (8.9) j

+

? Dosadime-li do

rovnice (8.9) za fazovou rychlost ¢ = ¢,+ic; a vyClenime-li z této rovnice

imagindrni ¢ast, ziskame
? ou
+k2|F[ |+ a)(f——( j dz=0. (8.10)
4\ oz

Jsou dvé moznosti jak zarucit platnost posledni rovnice:

—\2
a) je-li w] > %(a—uj , pak musi byt ¢; =0 a ndmi uvazovana porucha je
z
tedy stabilni,

—\2
b) je-li ¢;# 0, porucha je tedy instabilni, a pak musi byt @] < l(a—u] pro
néjaké z mezi —d a d. a\az
Moznost a) vlastné vyjadiuje postacujici podminku stability, zatimco vari-
anta b) pfedstavuje nutnou podminku instability nasich poruch. Je-li ou / oz
#0 mizeme s piihlédnutim k definici Richardsonova ¢isla (8.1) uvedené
podminky psat ve tvaru: 1
a) postacujici podminka stability je Ri > 1 pro vSechna z mezi —d a d,

b) nutna podminka instabilita je Ri < 1 n¢kde mezi —d a d.
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Tyto podminky jsou pfedmétem tvrzeni tzv. Milesova-Howardova teorému
[19,20] a hodnoté, kdy je Richardsonovo ¢islo rovné 1/4, mizeme fikat
kriticka, tedy

Na tomto misté je tfeba jeSt¢ poznamenat, ze Milestiv-Howardiv teorém
byva tradicné odvozovdn ze zjednoduseného tvaru rovnice (3.4), a to
z Taylorovy-Goldsteinovy rovnice (3.5). Ukézali jsme, ze je mozné jeho
odvozeni provést i za obecnéjSich podminek.

8.2 Odvozeni Milesova-Howardova teorému na zakladé
energetickych uvah a metody €astic

Ke stejnym zavérim o kritické hodnoté Richardsonova ¢isla mizeme dospét
méné formdlnimi Uivahami zalozenymi na metodé¢ dvou céstic a energe-
tickych vztazich [4]. Uvazujme dvé vzduchové Castice, které se na pocatku
nachazeji v nepftili§ vzdalenych hladindch zy a zp + Az a které jsou v tomto
pocate¢nim stavu v rovnovaze se svym okolim, maji tedy stejnou hustotu p,
potencialni teplotu @ a rychlost proudéni U jako okolni vzduch (viz obrazek
8.1). Je-li Az dostatecné malé, mizeme potencidlni teplotu, hustotu a ry-
chlost proudéni v okoli vzduchové Castice v hladin€ zy + Az vyjadfit pomoci
prvnich ¢lent Taylorova rozvoje

H(ZO+AZ):9(ZO)+(?) Az=6,+6)Az, (8.11)
Z Jo
op '
p(zy+Az) = p(z,) + o Az = p, —|p,|Az, (8.12)
0
oU ,
U(zo+Az)=U(zo)+(a—j Az=U,+UjAz. (8.13)
Z o

Predpokladame-li, ze vymeéna poloh castic je adiabaticka a tlak castic se
ptizptsobuje okolnimu tlaku, vyplyvéa z Bernoulliovy rovnice (viz napiiklad
[21]), ze pii takovém procesu se zachovava soucet kinetické energie, po-
tencialni energie a entalpie soustavy tvofené obéma vzduchovymi ¢asticemi.
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Vypoctéme nejprve, jak se zmeéni vyménou polohy vzduchovych castic
jejich potencidlni energie. Pied vyménou je potencialni energie P rovna

P= g[pozo +p1(2, +AZ)] = g[pozo +(py —|,0(;|(ZO +AZ)AZ] =
=g[2pyz, + Az Az| pj|(z, + A2) . (8.14)

36 oU
1z @ @ 0,5, 0z, U5, Az
Az

@ @ 90, Uo

Obr. 8.1 Schématické znazornéni vzajemné vymény poloh
dvou vzduchovych ¢éstic mezi hladinami z; a z,

Vnimavy Ctenaf si jisté vSiml, Ze index 0 vztahujeme k hladin€ z, zatimco
index 1 k hladiné zy + Az tak, jak je naznaceno na obrazku 8.1. Abychom
vyjadfili potencidlni energie poté, co si Castice vymeni pozice, je nutné znat,
jak se zméni jejich hustoty. Z Poissonovych rovnic napsanych pro vzdu-
chové castice (index p) a okolni vzduch (index e)

R/Cp R/cp
_ Dy _ 4
S

p=ppRTp, pzpeR]—;‘

stavovych rovnic

a platnosti vyse uvedenych piedpokladi vyplyva, ze
0,p,=0,p,. (8.15)

Hustota vzduchové Céstice, ktera se z pivodni hladiny z, pfemisti do hla-
diny zy + Az, je rovna
’ AZ)

0 +0/Az)(p, — )
=00 G BN NAD) 1 2B g
(90 190 90

*

kde jsme zanedbali &len obsahujici (Az)?, protoZe je fadové mensi neZ Eleny
zbyvajici. To je také konzistentni s tim, Ze jsme uvazovali jen prvni ¢leny
Taylorova rozvoje ve vztazich (8.11) az (8.13). Vzduchova castice, ktera
ptejde z hladiny zy + Az do hladiny zy bude mit ve své nové poloze hustotu
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p;:pzeoz PoZg :po(l—%Azj, (8.17)
1 00£1+°Azj ‘

0

kde jsme opét zanedbali nelinearni ¢leny a dale pouzili pravidel pro pocitani
s malymi ¢isly. Kone¢né tedy mizeme pro potencialni energie vzduchovych
¢astic, poté co si vymeéni polohy, psat

P'=g[ pl(z,+A2)+ pyz ] =

, o, o,
=8 [po_po AZ+%AZJ(ZO+AZ)+/)O(1—0—OJZO:|= (8.18)
0 0

, 0,
=¢|2p2, +poAz—|p0|<zo+Az)Az+%<Az)2}.

0

Zména potencialni energie vyvolana zménou polohy vzduchovych ¢astic je
rovna

; 106
AP=P -P=gp, (——j (B2) = p@f(azy. (819
0 oz ),

Jednoduchym zplsobem se miizeme piesvédCit, Ze entalpie soustavy

obou c¢astic se vyménou poloh obou castic nezméni, protoze zavisi jen na
tlaku v okoli obou castic. Entalpie pfed vyménou poloh je totiz rovna

C
H:pocpzz)—i_plcp]—;:f(po_i_pl) (820)

a po vymeéné
* * * * * Cp
H =pc,T +ppe,T =E(po+p1), 8.21)

kde jsme vyuzili stavové rovnice.

Vénujme nyni pozornost kinetické energii soustavy obou vzduchovych
Castic, pripadné jeji zméne. Zaméime se nejprve na kinetickou energii spo-
jenou s horizontalnim pohybem obou ¢astic. Za dodate¢ného piedpokladu,
ze jsou pro kinetickou energii ve vrstvicce o tlouSt’ce Az podstatnéjsi zmény
rychlosti proudéni nez zmény hustoty, je kinetickd energie pfed vyménou
rovna
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K, :%[Uj +(U; +U(;Az)2:| =0, [UOZ +U0U(;Az+%(U(;)2(Az)2}. (8.22)

K vypoctu kinetické energie K, spojené s horizontalnim pohybem vzdu-
chovych castic po vymeéné jejich poloh je nutné znat nové horizontalni
rychlosti obou &astic. Je-li Uy >0, je ziejmé, ze vzduchova ¢astice, ktera
pfejde z niz8i hladiny do vyssi, bude urychlovana, zatimco vzduchové ca-
stice, ktera se premisti z vyssi hladiny do nizsi, bude zpomalovéana. Dutton
[4] zavadi predpoklad, ze vzduchové Céstice neptizptisobuji svoji horizon-
talni rychlost rychlosti okolniho vzduchu okamZit&, nybrZz rychlost vzdu-
chové castice v nové poloze je rovna prumérné rychlosti proudéni okolniho
vzduchu ve vrstvicce, kterou vzduchova ¢astice pii premisténi prosla. Podle
tohoto ptedpokladu tedy bude mit vzduchova castice, ktera ptejde z polohy
zo do pozice zo + Az, horizontalni rychlost

%(UO +U, +UpAz) =U, +%U(;Az

a Castice pfemisténd z polohy zp+ Az do pozice v hlading z, bude mit
stejnou rychlost, nebot’ projde stejnou vrstvou vzduchu. Kinetickd energie
horizontalniho pohybu po vyméné obou vzduchovych Eastic je tedy

» (Az)”

*

S P B

} (8.23)

a zména této energie vyvoland vyménou pozice vzduchovych ¢astic je rovna

(82

AK, =K —K=-p,(U}) J

(8.24)

Z posledniho vztahu je patrné, ze uvedend ¢ast kinetické energie po vyméné
pozice obou ¢astic klesa.

Oznac¢me kinetickou energii spojenou s vertikalnim pohybem obou ¢astic
pred vyménou jejich poloh K, a po vyméné K, . Podle Bernoulliovy rov-
nice, s piithlédnutim k (8.20) a (8.21), musi za vySe uvedenych piedpokladi
platit

. . , 1(oUuY ,
K, =K +AP+AK, =K+ py| @ = —= | (A (829)
Z Jo
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Na tomto misté si uvédomme, co rozumime stabilitou nasi soustavy dvou
vzduchovych Céstic. Za stabilni situaci mizeme oznalit stav, pii kterém
vymeéna vertikalnich poloh obou vzduchovych ¢astic zplsobi pokles jejich
kinetické energie. To vyzaduje, aby K, nepievySovalo K,. Dochazime tak
k postacujici podmince stability

2
K -K,=p, [%(%—IZ]] —wj}(Az)z <0, (8.26)
0

kterou miizeme s ptihlédnutim k definici Richardsonova ¢isla (8.1) psat jako
Ri > 1/4. Naopak, nutnou podminkou instability je nerovnost Ri < 1/4.
Dostali jsme tedy stejné podminky, jaké jsou pfedmétem tvrzeni Milesova-
Howardova teorému, které jsme odvodili v oddile 8.1.

Pied zvetfejnénim uvedeného teorému uvadéEli rizni autofi na zakladé po-
zorovani odliSné hodnoty kritického Richardsonova ¢isla, pii kterych se
v atmosféfe objevuji konvektivni a turbulentni pohyby vzduchu. Citujme
tyto empirické vysledky, tak jak je uvadi Belinskij [24]:

Richardson -1,
Prandtl -1/2,
Taylor —1/4,
Tollmien  —1/24,
Sverdrup  —1/11.
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9 STABILITA RAYLEIGHOVY-BENARDOVY
KONVEKCE

V ptedchozich kapitolach jsme dosud studovali konvektivni vertikalni pohy-
by v prostfedi bez vnitiniho tfeni (vazkosti) tekutiny. Pro rozvoj vertikalnich
pohybll pak byla rozhodujici vzajemna souhra gravitacnich a archimédov-
skych vztlakovych sil. V nasledujici ¢asti textu vezmeme do tivahy rovnéz
viskozitu prosttedi. Do pohybové rovnice ve vektorovém tvaru (2.1a) je pak
tteba za silu tfeni f,. dosadit (viz naptiklad [2] nebo [4]).

f =i{yvzv+(i+ly)V(V~v)] 9.1)
o, 3

Ve slozkovém vyjadieni pak maji pohybové rovnice, kterym pro viskdzni
tekutinu fikdme Navierovy-Stokesovy, tvar

du_ 8—u+ Cu +v8_u+ ou_1[ 00, + 9oy, + 9oy, , (9.2a)
dt ot ox Oy oz p\ Ox oy 0z

dv_ @+ Ov —+ v@+ v _1( 0oy + 00 + 00y , (9.2b)
dd ot oOx Oy 8y p\ Ox oy 0z

W Wy . | 2o OO OO ,(9.2¢)
de ot ox Oy 0z ox oy 0z

kde g, predstavuje gravitacni zrychleni a oy jsou slozky tenzoru napéti
ov, 0v, ..
o, =—0,p+ U ax, +§—§§ divv |+ A0,divv, 1,j=1,23. (9.3)

V uvedeném vyjadieni oznacujeme slozky rychlosti proudéni u = vy, v = vy,
W=v3ao0sy X =X, Yy =X, z =x3. Parametry u a A postupné predstavuji
koeficient dynamické vazkosti a druhou vazkost. Z rovnic (9.2) je patrné, ze
neuvazujeme rotaci Zem¢.
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O tom, zda se ve vrstvé tekutiny, jejiZz spodni vrstvu udrzujeme teplejsi
nez svrchni, a ve které se uplatituje kromé viskozity i vedeni tepla, rozvine
konvekce, rozhoduje velikost takzvaného Rayleighova cisla Ra, ptesnéji
feceno, zda jeho velikost prekroci kritickou hodnotu Ra;. Poté hovoiime
o konvektivni instabilité. Rayleighovo ¢islo je definovano vztahem

Ra =28 (9.4)
KV

a jednad se tedy o bezrozmérny parametr, ktery vyjadiuje vztah mezi
destabilizujicim vlivem vztlakovych sil na jedné strané a stabilizujicim
vlivem viskozity a vedeni tepla v tekutiné na stran¢ druhé. Blizs§i podrob-
nosti o fyzikalni interpretaci Rayleighova ¢isla uvadime v poznamce 2. Ve
vztahu (9.4) predstavuje H tloustku studované vrstvy tekutiny a a, x, v
popisuji jeji fyzikalni vlastnosti. Jmenovité je o koeficient teplotni roztaz-
nosti, x koeficient teplotni vodivosti a vkinematicka vazkost. Parametr 7 je

teplotni gradient ve vrstvé H, tedy 7 =—dT/dz=(T,-T,)/ H , kde T, pted-

stavuje teplotu spodni a 7} horni vrstvy vzduchu (pro konvekci je nutné,
nikoliv postacujici, aby 7o > T).

Uvedené¢ ¢islo nese pojmenovani po lordu Rayleighovi, ktery naznaceny
problém konvekce tesil poprvé kvantitativné v roce 1916, 1 kdyz jesté pred
nim jej z hlediska experimentélniho studoval Bénard v roce 1900”. Z tohoto
historického dlivodu casto misto o konvektivni instabilit¢ hovotime
0 Rayleighoveé-Bénardové instabilite.

Kriticka hodnota Rayleighova ¢isla Ra; zavisi na uspofadani modelu ¢i
experimentu, zejména na okrajovych podminkéch. V nésledujicim textu od-
vodime vztah pro kritické Rayleighovo ¢islo pro tekutinu, jejiz spodni i hor-
ni hranice jsou tvofeny volnou hladinou. Mohlo by se zdat, ze uvaZzovani
spodni hranice tekutiny jako volné hladiny je pon€kud nefyzikalni, ale k ta-
kovému uspofadani nas vedou historické divody (pouzil jej prave
Rayleigh). Navic bylo ukdzano [25], Ze volnou spodni hladinu tekutiny 1ze
modelovat 1 experimentalné pomoci vrstvy tekutiny s mnohem mensi visko-
zitou neZ jakou ma tekutina ve vrstvé H.

V této kapitole také pouzijeme techniky Casto uzivané v geofyzikalni
hydrodynamice, a to postupu, kdy skutecné proménné prevedeme na jejich
bezrozmérné tvary. Z tohoto divodu budeme oznacovat ve zbyvajici ¢asti
této kapitoly skutecné proménné dolnim indexem ,,*“, tedy v., p., atd.

") Konvektivni instabilita byla poprvé popsana Jamesem Thomsonem (bratrem lorda Kelvina) v roce
1882.
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Uvazujme tedy vrstvu tekutiny o tlouSt’ce H, jejiz spodni hladinu umisténou
ve vysce z. =0 udrzujeme pfi stalé teploté T,,, zatimco horni volnou hladi-
nu ve vysce z. = H udrzujeme pfi stalé teploté¢ 7., . Usporadani modelu je
znazornéno na obrazku 9.1. Problematiku Rayleighovy-Bénardovy konvek-
ce v prvnim piibliZeni dobfe popisuji hydrodynamické rovnice v Boussi-
nesquove aproximaci. Ackoliv v odborné literatufe existuje nékolik mirné
odlisSnych verzi této aproximace (viz napiiklad [8,11,26,27]), jejich spo-
lecnym rysem je skuteCnost, ze hustotu tekutinu povazujeme za nepiilis
proménnou kolem jeji referencni hodnoty p.,, kromé €lenu v pohybovych
rovnicich, ve kterém se vyskytuje u gravita¢niho zrychleni. A dale pfedpo-
kladame, Ze rovnici kontinuity uvazujeme ve tvaru platném pro nestlaci-
telnou tekutinu. Vychozi hydrodynamické rovnice v Boussinesquové apro-
ximaci potom maji tvar

Ps = P [1 —a(L. _Eo)] ) (9.5a)
ov, Ds 2
+(v.- Vv, =-V|—+g z |[+ag, (I.-T.,)k+W-v,, (9.5b)
ot, £
V-v,=0, (9.5¢)
oL +V, VT, =xV'T,. (9.5d)

¥

Abychom se vyhnuli dvojznac¢nosti, pfipominame, ze v této kapitole & ozna-
Cuje koeficient teplotni roztaznosti, nikoliv mérny objem. Vektor k pred-
stavuje jednotkovy vertikdln¢ orientovany vektor ve sméru soufadnicové
0SY Z..

z.=H T*]

H|l v,xp.
<z.=0} T.,

Obr. 9.1 Schématické uspotradani modelu
pro studium Rayleighovy-Bénardovy konvekce.

Zakladni stav necht’ odpovida klidovému stavu, to znamena

— _ I _
V.= 0, T. = ]—;0 —VZey, D= DPuy— &P % (Z* —EC(]/Z*ZJ, (96)
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kde primérny teplotni gradient ve vrstvé H v klidové stavu 7 = —dT, / dz,
mizeme vyjadfit jako ¥ = (7., —T.,)/H. Na tento zakladni stav necht’ jsou
dale superponovany poruchy v poli rychlosti proudéni, teploty a tlaku
vi(x.,t.), T/(x,,t.) a p.X.,t). Vysledny stav tedy miZzeme psat ve tvaru

v.=v.(x.,t.), T.=T.(z)+T(x.,t), p.=p.+piX.t). (9.7

Obvyklym postupem, kdy vychozi rovnice (9.5) napiSeme pro zakladni stav,
poté pro vysledny stav, a tyto rovnice linearizujeme vzhledem k perturbacim
(poruchédm), dostaneme pohybovou rovnici, rovnici kontinuity a termody-
namickou rovnici pro poruchové veli¢iny

ov. = —LVp; +agaﬂ'k+VV2V;, (9.82)
Ot. Jom

V.V’: =O, (9.8b)

Sl =V, (9.8¢)

Poznamka 2: zname-li zakonitosti, kterymi se fidi ndS model konvekce, mizeme dat
v tekutin€ limitujicim faktorem viskozita prostiedi, mizeme z rovnovahy mezi vztlakovou
silou —g, p: / P ~ g, AT, a silou viskozniho tieni vo*w, / 0z2 ~vw,/H? , odhadnout
rychlost vertikalnich rychlosti pfi konvekei:

VW, ag AT,

aguAEsz = w, H*.

1%

Tok tepla zprostifedkovany samotnou konvekei priblizné vyjadiime jako wiT.~ w.AT, =
~ag AT'H’ /V, zatimco pro tok tepla vedeni miizeme psat x 07T, /0z. ~ kAT, /H . Pomér
poslednich dvou toki tepla, to znamena pomér mnozstvi tepla pteneseného konvekci ku
mnozstvi tepla zprostfedkovaného vedenim, je Rayleighovo cislo

agaA]lez
-y _agAT ., ag¥ ..,
Ra = L4 =20 [ =2 gt
KAT, VK VK
H

kde jsme vyuzili skutecnosti, ze 7 =AT./H . Ve vysledku jsme tedy dostali stejnou

formuli jako (9.4), kterou jsme Rayleighovo ¢islo definovali. Tim jsme objasnili jeho
fyzikalni vyznam.

Po cimrmanovském kroku stranou se vratme zpét k rovnicim (9.8). Podle
zminéného postupu do nich zaved'me bezrozmérné proménné vztahy
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X. Kt _Hyv,

X

“H O H K
T! H’p!
T=2—"") p= .
7H p Dok (9.9)
Poté rovnice (9.8) pfejdou na tvar
ov 5
a—=—Vp+RaPer+PrV v, (9.10a)
t
V.v=0, (9.10Db)
a—T—W:VT, (9.10c)
Ot
kde
pr=_ 9.11)
K

je Prandtlovo cislo.

Rovnice (9.10) se budeme snazit upravit do takového tvaru, jehoz fesSeni
snaze nalezneme; a timto postupem odvodime rovnici pro vertikalni ry-
chlosti w. Aplikace operatoru rotace (V x ) na rovnici (9.10a) vede na vztah

Z—szaPr(VTxk)+PrV2§, 9-12)

kde § =V xv znaci bezrozmérny vektor vorticity. Opétovna aplikace opera-
toru rotace na posledni rovnici dava

g(vzv)zRaPr virk-v oL Prviv, (9.13)
ot 0z

kde jsme vyuzili rovnice kontinuity (9.10b). Vertikalni slozka rovnice (9.13)
ma tvar

g(vzw) =RaPrv,T+PrViw, (9.14)
t

kde V2 =8/ox* +0%/6y* znati horizontalni laplacian. Eliminace bezroz-
mérné teploty 7' v posledni rovnici a rovnici (9.10c) vede na rovnici pro

vertikdlni rychlost, ve které se nevyskytuji zddné neznamé proménné:
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(ﬁ—vzj(iﬁ—vzjvzwﬂaVHW. (9.15a)
ot Pr ot

Podobné¢ 1ze ukazat [8], Ze bezrozmérna teplota 7 splituje formalné stejnou
rovnici

(E—VZJ(LQ—V2]V2T=R61VHT. (9.15b)
ot Pr ot

Abychom mohli posledni rovnice feSit, je tfeba formulovat okrajové
podminky. Tvofi-li obé hranice tekutiny volné hladiny, které maji nepro-
meénné teploty, nabyvaji okrajové podminky tvaru

o’w
w=—
0z

=T =0, navolnych hladindichz=0,1. (9.16)

Podrobnéjsi pojednani o odvozeni okrajovych podminek uvadime pro zvida-
v¢ Ctenafe v poznamce 3.

Rayleigh hledal feSeni rovnic (9.15) splitujici okrajové podminky (9.16)
ve formé& normalnich moda

w=(z) f(x,y)e",
T=T(z)f(x,y)e", 9.17)

kde s mize byt komplexni ¢islo s =s, +1is;. Pravé podle toho, jaké je
s, usuzujeme na stabilitu. Ze vztahu (9.10c) po dosazeni za w a T pomoci
(9.17) vyplyva, ze

2
(%—VH—sjffz—fw, (9.18)
tedy
d’ -
(g—kf,—szz—w. (9.19)
Pro funkci f'plati
Vuf+kyf=0, (9.20)

kde k; je libovolna separa¢ni konstanta, které miizeme snadno dat nasle-
dujici interpretaci. Posledni rovnice totiz predstavuje redukovanou vinovou
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rovnici, zvanou také Helmholtzova rovnice, a konstantu k,, tedy miZeme

povazovat za horizontalni vlnové ¢islo.
Rovnice (9.15a) po dosazeni feSeni ve tvaru (9.17) piejde do podoby

2 2 2
[%—@J[%—ké —SJ{%—% —%jﬁc—kf,Rafv (9.21)

a okrajové podminky (9.16) nabyvaji tvaru

2/\
dw
- =

T =0, navolnych hladinachz=0,1, (9.22)

W=

kde 7 mizeme dosazenim (9.17) do (9.14) urcit jako

al 1 d2 2 2 2 N A
T:sza' ?—k[_[ @_kH_E w. (924)
H

Nyni jsme postaveni pted problém fesit rovnici (9.21) Sestého tadu s Sesti
okrajovymi podminkami (9.22). Jedna se v podstaté o problém urcit vlastni
Cisla s, a jim odpovidajici vlastni funkce W, n =1, 2, ..., coZ obecné neni
trividlni zalezitost. Zastavme se proto nejprve u nékterych obecnéjSich
postiehti tykajicich se stability. Lze ukézat (viz [8] nebo poznamka 4), ze
vtomto pfipad¢ plati takzvany princip zmény stability. Pro dané Ra je
konvekce instabilni (normalni mody w,, resp. 7, (9.17) zvétSuji s Casem
svou velikost), jestlize s, > 0 pro jakykoliv mod, a stabilni, jestlize s, < 0 pro
vSechny mody. Tedy kritickd hodnota Rayleighovy ¢isla Ray je takova, pro
kterou je s,(k;,, Ra) > 0 pro n&jaké k., kdekoliv je Ra > Ray, a s k,, Ra) <0
pro vSechna k;,, kdekoliv je Ra < Ray. Ptipad s=0 vyty&uje hranici stability.

Vratme se k feSeni rovnice (9.21) s hrani¢nimi podminkami (9.22).
Reseni je predstavovano mnozinou vlastnich funkci

w(z)=w, (z)=sinnzrz, n=12,..., (9.25)
kterym odpovidaji vlastni ¢isla s,. Z (9.25) a (9.21) plyne, ze

s
(W7’ +k, )’ + Kk, +Sn)(l’l272'2 +k; + P’;

j =k;Ra.  (9.26)
Odsud pro s, dostavame

63



k} Ra Pr

9.27
Ao 020

s, = —%(1+PF)(I’127Z'2 %rk[zj,)i\/%(Pr—l)z(nzﬂ2 +k; )+

Z posledniho vztahu je vidét, Ze z nerovnosti Ra < 0 opravdu vyplyva, ze
realnd Cast s, je men$i neZ nula, a Ra > 0 implikuje s, =0. Pro hranici
stability 5,=0 z (9.26) mame

(1127z2 + kf{ )3

Ran (k]-[) = k2
H

: (9.28)

kde jsme jednotlivym Rayleighovym cislim ze zifejmych divoda ptitadili
index n; Ra; < Ra, < ... . Zavislost Ra; na horizontdlnim vlnovém Ccisle je
znazornéna na obrazku 9.2. ProloZenou kiivku mizeme nazvat marginalni
nebo hraniéni, protoze od sebe oddéluje v roviné (k,,, Ra) stabilni a insta-
bilni mody (9.17). Minimum kiivky pfislusi kritické hodnoté Rayleighova
¢isla a jemu odpovida hodnota horizontalniho vinového ¢isla ozna¢me £k, .
Vypoétéme obg kritické hodnoty — hledejme tedy minimum Ra;(k;, ), a pro-
to polozme
dRa, 2k, — )’ +k;,) B

= 0.
di2 K,

Odsud vyplyva, Ze minimum nastava pro

T
ky = 5o kg (9.29)
a této hodnot¢ odpovida kritickd hodnota Rayleighova ¢isla
4
Ra, = min Ra,(k,)= 21" = 657,5; (9.30)

—o0<ky <oo

kriticka hodnota kg vychazi numericky piiblizné 2,221. Poznamenejme, Ze
teoreticky odvozena hodnota Ra; byla pomérné uspokojivé potvrzena i ex-
perimentalné (viz naptiklad [25]). Vypocltéme jeSté pro zajimavost hori-
zontalni vlnovou délku Ly spojenou s kritickym vlnovym cislem. V bez-
rozmérnych proménnych je Ly =27k = 232~ 2,83. Uvédomime-li si, Ze
jsme bezrozmérné proménné zavedli prostfednictvim vztahii (9.9), vychazi
pro skute¢nou vlnovou délku L., =27 H =2,83H .
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Jak ziskané vysledky interpretovat? Z obrazku 9.2 i provedené¢ho odvo-
zeni je ziejmé, ze pro Ra < Ray jsou vSechny mody (9.17) stabilni, zatimco
pfi Ra > Ra; se objevuje instabilita. Jestlize Rayleighovo Cislo nepatrné
prekroc¢i kritickou hodnotu Ra;, objevi se instabilni mod se zvétSujici se
amplitudou a skute¢nou vinovou délkou o velikosti 2**H. Na tomto mist& je
tteba zduraznit, ze prevysuje-li Ra jen nepatrné svou kritickou hodnotu, je
instabilni jen mod s n = 1, zatimco ostatni jsou stabilni.

Ra

| /
8000 \ /

| /
6000 \ /

|

|

4000 -

Obr. 9.2 Zavislost Rayleighova ¢isla Ra=Ra; na horizontalnim vlnovém ¢isle. V grafu je
vyznacena kriticka hodnota Rayleighova ¢isla Ra;.

Popsany typ instability nazyvame konvektivni instabilitou”, poptipadé
Rayleighovou-Bénardovou instabilitou, nékdy téz Rayleighovou-Bénardo-
vou konvekci.

Za povsimnuti jesté stoji, ze kritickd hodnota Rayleighova ¢isla nezavisi
na fyzikalnich vlastnostech tekutiny, konkrétné na v ani na «, a tedy ani na
Prandtlové ¢isle Pr. Teoretické vypocty 1 experimenty vSak ukazuji, Ze zavi-
si na zvolenych okrajovych podminkéch, zda horni, poptipadé dolni hranice

)V meteorologii byva jako konvektivni instabilita oznaovéna také situace, kdy 06,,/0z <0 alespoii

nékde nad tzv. vystupnou kondenzaéni hladinou; 6,, oznacuje adiabatickou vlhkou teplotu. VéEtsi
podrobnosti viz naptiklad [5, 27].
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jsou volné, nebo pevné. Kritické hodnoty Rai a kg jsou pro rizné kon-
figurace okrajovych podminek uvedeny v tabulce 9.1

Tab.9.1 Kritické hodnoty Rayleighova Cisla Ra; a horizontalniho vinového &isla kg v za-
vislosti na riznych okrajovych podminkach.

horni hrani volna volna pevna
: ranice - . .
dolni volna pevna pevna
Ray 657,5 1101 1708
K 2,221 2,682 3,117

Popsanym linearnim postupem miiZzeme dobie nalézt velikost kritické hod-
noty Rayleighova ¢isla a velikost konvektivnich tvarl prostfednictvim kg,
ovSem konkrétni tvar konvektivnich bunék, tj. konkrétni podobu funkce f
jako teSeni Helmholtzovy rovnice (9.20), neni mozné timto piistupem
stanovit. Bénard ve svém plivodnim experimentu v roce 1900 pozoroval
Sestithelnikové bunky podobné medovym plastim (viz obrazek 9.3). Dnes

Obr. 9.3 Konvektivni butiky pozorované pii Bénardové-Marangoniho konvekci.

panuje nazor, ze utvary, které Bénard pozoroval, nebyly vysledkem konvek-
tivnich pohybi, ale gradienti povrchového napéti zplsobené zménami
teploty na volné horni hranici tenké vrstvy tekutiny [8,28]. Jevu, kdy
Rayleighovu-Bénardovu konvekci zobecnime pravé o moznost zminéného
proménlivého povrchového napéti s teplotou horni volné hranice, fikdme
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Marangoniho efekt [16]. Néktefi autofi v tomto piipadé hovoii piimo
0 Marangoniho nebo Bénardove-Marangoniho konvekci [22,23]. Preferova-
nym tvarem konvektivnich utvarli jsou v tomto ptipadé skutecné Sesti-
uhelnikové konvektivni buiiky. Ale vratme se zpét k Rayleihgové-Bé-
nardov€ konvekci. Experimenty i nelinedrni teorie potvrzuji vyskyt celé
fady konvektivnich utvarG. Naptiklad pfi mirné¢ nadkritické hodnoté
Rayleighova ¢isla se ukazuji jako stabilni dvourozmérné konvektivni valec-
ky v ptipad¢ vertikalni asymetrie experimentu, zatimco pii dodrZeni verti-
kalni symetrie experimentu jsou upiednostiiovanym utvarem Sestitthel-
nikové konvektivni buiiky. V zavislosti na velikosti Rayleighova a Prandtlo-
va Cisla byly pozorovany konvektivni Utvary riznych tvarii od jiz zming-
nych konvektivnich valeckli a Sestithelnikovych bunék, pies konvektivni
bubliny odtrhéavajici se od spodni hranice vice ¢i méné pravidelné, az po
casoveé proménné proudéni turbulentniho charakteru. Na obrazku 9.4 je

Obr. 9.4 Druzicovy snimek konvektivni oblacnosti v zemské atmosféte

na druzicovém snimku dobfe zachycena oblacnost vytvorend konvekci
v zemské atmosfére. Uvédomme si, Ze formovani takovéto oblacnosti je
v atmosféfe doprovazeno dalsimi vlivy, které nebyly v nami pouzité teorii
zachyceny. Pfedev§im je to uvoliiovani latentniho tepla pfi kondenzaci
vodni pary. Patrné i tento efekt ma za nasledek, ze pozorované horizontalni
meétitko konvektivnich utvarti lezi v rozmezi deseti az padeséatindsobku
tloustky vrstvy, ve které se konvekce odehrava, coz neni v uplném souladu
se zavery teoretickych uvah. Jisté zajimavym zjiSténim je skuteCnost, ze
kapalina uvniti mnohouhelnikovitych konvektivnich bunék stoupa, zatimco
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plyn klesa [8], coz je vysvétlovano riznou zavislosti viskozity kapalin a ply-
nl na teploté (viskozita typické tekutiny s rostouci teplotou klesa, zatimco
u typického plynu je tomu naopak). Typickd hodnota Rayleighova ¢isla
v planetarni mezni vrstvé atmosféry je fadové 10" [28], mize zde viak
dosahovat hodnot 10" az 10* [29], coz zna&né pievysuje kritickou hodnotu
tohoto ¢isla, a to o tolik, Ze konvekce mé prevazné turbulentni charakter.

Poznamka 3: zastavme se podrobnéji u formulace okrajovych podminek (9.22). Pfedné
podminka 7 =0 vyplyva z ptedpokladu, ze hranice tekutiny jsou dokonalymi vodici tepla.
Okrajové podminky na volnych hladinach jsou dany tim, ze perturbace slozek napéti jsou
zde nulové. Dalsi odvozeni provedeme pro horni volnou hladinu s tim, ze pro spodni
volnou hladinu postupujeme analogicky. Rovnice volné horni hladiny tekutiny mizeme
vyjadtit jako

z, = H+6l(Xe, Vi)

a pro vnéjsi normalu k této plose plati

[_8@' _os! 1]

ox.” oy’

PR (P P
1+(V¢!)?

kde jsme v poslednim vztahu pfi prechodu k vyrazu stojicimu zcela vpravo zanedbali ¢leny
fadu O((V¢g!)®) a mensi. Dale normalova slozka napéti na hlading deformované konvekci

musi byt rovna své hodnoté v neperturbovém tvaru (ve stavu bez konvekce), tzn.
—pw =—p-(H) . Tedy

OoX,. OX,.

J i

— ' aV*i av*j 2 ' ’
=P =0ynn; =—p(z.)-pi+u + nn,; + /1—§,u V-v. proz.=H+g

_ dp. ow; 2
=-p.(H)-——¢l—-pl+2u—+|A-=u |V-v. proz,=H,
p.(H) dz*g pat2p— ( 3/1j p

*

kde jsme v ramci linearniho pfistupu vztahli okrajovou podminku v druhém fadku ptimo k
hladin¢ v neporuseném stavu a provedli linearizaci. Naptiklad

— ' —_ d_*
P(H+¢))=p.(d)+ d”

*

=H

az na veli¢iny fadu O(g!”) a mensi. Déle je ziejmé, 7e

_ dp.
p-(H)=p., a a?gap*

a pro perturbaci volné hladiny mame
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¢l = ! p,ﬁ—2,uaw* —(;L—%ij-v; proz. =H,
8 Px 0z, 3

coz pretransformovano do bezrozmérnych proménnych prostfednictvim vztahi (9.9) dava

>: _H Sk
g:g_zu i_za_w_;,_ g_i Vv proz:l.
H Rap.,, |Pr 0z \3 u

Vezmeme-li v Gvahu, Ze pii Boussinesquové aproximaci je ayH =(p., — pPx)/ P <1,
mizeme posledni rovnici pro perturbaci volné hladiny zjednodusit a polozit

¢c=0.
Zcela presna (nelinearni) kinematicka okrajova podminka je
dg
w=—= proz=1+
Qi p S
a jeji linearizovand verze ma s piihlédnutim k vySe provedenym uvaham tvar
w=0 proz=1. *)

Tim mame dokdzany dvé tfetiny okrajovych podminek (9.16) a zbyva ukéazat, Ze na
volnych hranicich je i azw/ 0z* =0 . Fakt, Ze na volnych hranicich tekutiny je tangencialni

napéti rovno nule, tzn. o.,n,t, =0, k=1, 2, vede na rovnice

J ki
6_”+6_W:0, 5_w+@:0 proz=1,
0z Ox oy Oz

odkud s pfihlédnutim k (*) snadno vyplyva, ze

8_u:@=0 proz=1.

0z 0Oz
Posledni vztah po aplikaci v rovnici kontinuity (9.10b) vede pfimo na dfive uvedenou
okrajovou podminku

Ow a(au avJ (azu azv]
= | =4+ == +——|=0 proz=1.

o7 ozl ox oy Ox0z 0yoz

Naprosto stejnym postupem odvodime, ze okrajové podminky i pro spodni volnou hladinu
z=0. Pro zajimavost si v§imnéme, Ze na volnych hranicich vymizi i vertikalni gradient
vertikalni slozky vorticity &:

% g ov Ou _62\/ o*u
0z Oz

o oy) oxoz oyor
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Poznamka 4: objasnéme princip zmény stability pfi Rayleighové-Bénardové konvekei,
zejmena skutecnost, Ze pro hraniéné (marginalng) stabilni mod s s, =0 je i.s; = 0. Vynasob-
me rovnici (9.19) veli¢inou 7" komplexn& sdruzenou s amplitudou 7 a vysledny vztah
integrujme od z =0 do z =1:

Lo R L

[7 (—2—kf, —s]ldz = [WTdz.

0 dZ 0
Integraci per partes ziskdme

1=

df

) i dT} e
+(k2 +s)‘T‘ { | ‘([wsz

Ovsem na hranicich tekutiny perturbace v poli teploty vymizi, tzn. T=T"=0a proto se
posledni rovnice redukuje na

+(k2 +s)‘T‘ ] jwf"
0

coz mizeme zapsat jako
sl +1, = jfvf"*dz : **)
0
kde
A2
1~ Jlife 1= j{% +k§,‘f"rsz
0 0

Dosad’'me nyni do vertikalni komponenty rovnice vorticity (9.14) feSeni ve tvaru (9.17).
Ziskame rovnici podobnou (9.21):

2 2
((fzz —K J[iz —K} —%Jﬁ/zkﬁ,RaT .

Vynéasobme nyni posledni rovnici komplexné sdruzenou veli¢inou k W, tzn. W', a vysle-

dek integrujme od z = 0 do z = 1. Pak dostavame

d? d?
j Sk || k- | dz = kRa.[wsz
0 dz dz Pr

a integraci per partes mame
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dw

2
+ (Zkf, +ij
Pr)|dz

W

+k;, | k;, +ij
H{ " pr

3A Ax 1D A
o SR ST (4 )i 82

2]dz+

1
= k2 Ra [ WTdz.
Pr 0 " '([

Ale podle okrajovych podminek (9.22) na volnych hranicich tekutiny je W= dzv?// dz* =0
a posledni rovnice se tedy zjednodusi na

1

J, +% = kj Ra [#W'Tdz , (%)
0
kde
1 ~ 12 1 2 A2 A |2
dw 2 d'w dw 2
J = l—| +&2 W |dz, J, =|||— +2k2|— +k} W |dz.
1 ;[(dz H| |J 2 _([[ de H dz H| |J

Vsimnéme si, ze integraly [, I, Ji a J, jsou kladné. Odecteme-li od rovnice (**)

. . 1.2 . y N .,
vynasobené k;; Ra rovnici komplexng sdruzenou s rovnici (***), dostaneme vztah

*
s J,

kyRal —J, +sk,Ral,——1L=0,
Pr
ze kterého vyclenime realnou
2 ‘]l 2
s | kyRal —— |+k,Ral —J, =0 ©)
Pr
a imaginarni Cast
J,
si[kéRaIO +—1j =0. (00)
Pr

Z rovnice (0) je ziejmé, ze pokud je Ra <0, musi byt s, < 0. Tomu koneckoncti odpovida
fyzikalni situace, kdy ve studované vrstvé tekutiny lezi jeji teplejsi vrstvy nad chladnéjs$imi,
coz predstavuje stabilni situaci. Z rovnice (00) vyplyva, zZe je-li Ra > 0, musi byt s;,= 0. Tim
jsme dokazali platnost principu zmény stability pro nas studovany piipad konvekce.
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10 STABILITNI KRITERIA VYPLYVAJICI
Z RAYLEIGHOVY ROVNICE

V této Casti knihy se vratime k rovnicim odvozenym v kapitole 3, konkrétné
k Rayleighov¢ rovnici (3.6), a odvodime z ni nékteré zavéry plynouci pro
stabilitu proudéni dokonalé neviskosni tekutiny splitujici zminénou rovnici.
Ptedné si vS§imnéme, Ze Rayleighova rovnice neobsahuje ¢len s gravitaénim
resp. tlhovym zrychlenlm ani ¢len popisujici archimédovské vztlakové sily.
Proto miizeme v rovnici (3 6) nahradit derivace d’y/dz>, resp. d%u/dz* de-
rivacemi d*y / dy?, resp. d’u / dy” To samoziejmé piedpoklada, Zze bychom
museli uvazovat i proudovou funkci nikoliv ve tvaru podle vztahu (3.1),
ale s amplitudou 7 zavislou na soufadnici y, to znamena w(x,y,t)=
R {‘/7 (y)eik(x_m}. Je tedy Ihostejné, budeme-li pracovat s tekutinou v roving
xz, nebo xy.

Vyberme si prvni z moZnosti a zkoumejme vlastnosti Rayleighovy rov-
nice ve tvaru

2/\
(i - c)(d - Zzpj jzljy} 0 (10.1)

s okrajovymi podminkami
ky =0 pro z=zaz=z,. (10.2)

PovSimnéme si nejprve nckterych obecnéjSich skutecnosti, které se tykaji
Rayleighovy rovnice. Predné si pfipomenme, ze za instabilni situaci
povazujeme piipad, kdy existuje mod, pro ktery je kc; > 0; vzhledem
k tomu, ze k > 0, je i ¢; > 0. Déle je-li pro dané k ¢islo ¢ vlastnim ¢islem
(10 1) a ¥ odpovidajici vlastni funkei, jsou i piislusné komplexné sdruzené
¢"a ¥ vlastnim &islem i vlastni funkcf (10.1) pro stejné k. Z toho vyplyva,
ze kazdy instabilni mod s rostouci amplitudou je doprovazen i modem se
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zmenSujici se amplitudou. Pfitom je jeho pokles amplitudy v absolutni
hodnoté stejny jako rist amplitudy instabilniho modu.
Uved’'me rovnici (10.1) do nasledujiciho tvaru jejim vydé€lenim (& —c),
tedy
2 A
d_‘// - kzl,& -

d’u/dz>
dz? u—c

w=0 (10.3)
a ptfedpokladejme, Ze ¢; > 0 (aby rovnice nebyla singularni). Nyni vynésob-
me rovnici (10.3) veli¢inou 17" komplexné sdruzenou s i a vysledek inte-
grujme podél z od z; do z;:

A

IS

kde jsme prvni ¢len integrovali per partes. Do posledni rovnice dosadime za
fazovou rychlost ¢ = ¢, + i¢; a vy€lenime z ni imaginarni ¢ast

Z; 12— 2
+k21/72sz+J.% *dz =0, (10.4)

v

A

Z 12— 2
cij%y/dz:o. (10.5)

2

T c|
Protoze c; > 0, posledni rovnice je splnéna jen v ptipadg, ze d’i, / dz* zméni
alespon jednou znaménko pro né&jaké z€(zy, z2). Jinymi slovy to znamena, Ze
profil rychlost proudéni #(z)méa nékde v oblasti proudéni inflexni bod”.
Toto tvrzeni piedstavuje nutnou podminku instability studovaného proudéni
a je predmétem Rayleighova teorému z roku 1880. Nanestesti se jedna ,,jen*
o nutnou podminku instability, 1 kdyz bychom radéji disponovali postacujici
podminkou instability. Z elementarni logiky vyplyvéa alespoil postacujici
podminka stability, podle které¢ je pro stabilitu, to znamend c¢;= 0, naseho
proudéni postacujici, aby dzﬁ/ dz* # 0 pro vSechna z mezi z; a z,.

Silnéjsi podoba teorému byla odvozena Fjertoftem v roce 1950, ktery

—

tvrdi, Ze nutnou podminkou instability je platnost nerovnosti ?L;(L_l —-u,)

2—
<0 alespon n¢kde v oblasti proudéni a z; je bod, ve kterém du—(ZZS):O

au, =u(z).

") Proto byva také tento teorém nazyvan Rayleighovym teorémem inflexniho bodu.
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Abychom tento teorém dokdzali, uvazujme redlnou ¢ast rovnice (10.4)

j[|d'/’ s ‘szz. (10.6)

d’i/dz* _
I ~f

Ptredpokladame-li, ze profil rychlosti proudéni #(z) splituje Rayleighovo
kritérium, tedy Ze rychlost proudéni # ma inflexni bod v z,, je

Z

-7 )f dzu/dz

(10.7)

a vyraz (10.7) mizeme pficist k levé strané rovnice (10.6). Tim dostaneme

_j[

th (u —u,)<0 nékde mezi z; a z;. Tim je tedy

+k g

J«du/dz

— 2
q

sz<0, (10.8)

2

takze vidime, ze vyraz

Fjortoftiiv teorém dokazan.

Fjertoftiv vysledek miizeme vyjadiit prihodnéj$im zplisobem pro mono-
tonni profily rychlosti proudéni s jednim inflexnim bodem v z,. V tomto
piipadé mohou jak d’u/dz?, tak i (# —i,) ménit znaménko pouze v bo-
d€ z=z,. Abychom tedy urcili znaménko obou vyrazi v celém rozsahu z,
staci vySetfovat jejich znaménko jen v okoli z,. Provedme tedy Taylortv

2—
rozvoj funkce d ;Z(ZZ) [(z)—1u(z,)] v okoli z

dzﬁ(z) dir(z,) &’ii(z,)

dz dz’

[i(z)-u(z,)] = (z—z,) +. (10.9)

Uvédomime-li si, e druhou mocninu vorticity £2(z) zékladniho proudéni
u(z) mizeme vyjadfit jako (opét v okoli zy)

du(z)
dz

dit(z,) d’u(z,)

= (z=z) +..., (10.10)

5(){ }5()

din(z,) d'a(z,) _ y
Vv va
SR . vyply

z(10.10), ze £%(z) ma v z, své maximum. To tedy znamena, Ze ve

a protoze Fjertoftiv teorém vyzaduje, aby
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specidlnim ptipadé monotonniho profilu rychlosti proudéni #(z) je nutnou
podminkou instability pozadavek, aby absolutni hodnota vorticity zaklad-
du(z)

niho proudéni ‘.f ‘ =

méla maximum v bod¢ z;, kde ma rychlost

proudéni inflexni bod. N¢které ptiklady stabilnich a potencidln€ instabilnich
profila rychlosti proudéni, resp. vorticity vidime na obrazcich 10.1 a 10.2.

Obr. 10.1 Profil rychlosti proudéni a vorticity spliiujici Fjertoftovu nutnou podminku
instability. Upraveno podle [9].

Obr. 10.2 Stabilni profily rychlosti proudéni podle Rayleighova teorému a) b), podle
Fjertoftova teorému c). Upraveno podle [9].

BohuZel ob& dvé kritéria (Rayleightiv 1 Fjertoftiv teorém) jsou nutnymi,
nikoliv postacujicimi podminkami instability. Dobrym pifikladem v tomto
sméru je proudéni s profilem U(z) = sin z, z; < z < z,, které studoval Tollmien
v roce 1935. Inflexni body takového profilu proudéni jsou v z =z, =nrx
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(n=0, 1, £2, ...). Jestlize z4dné z téchto z; nelezi v intervalu (z;, z2), je
proudéni stabilni podle Rayleighova teorému. Naopak, budeme-li ptedpo-
kladat, ze existuje alespoil jedna hodnota z; mezi z; a z; (bez ztraty na obec-
nosti miizeme polozit z; =0, tzn. z; <0 <z), je ¢ = ¢, =0 a Rayleighova
rovnice ma tvar

2 A
sinz{i;z/+(l—k2)g&}=0 (10.11)
s okrajovymi podminkami y =0 pro z=z; a z=z,. Vynechame-li nyni faktor
sin z, ¢imz ignorujeme spojité spektrum, mame pro amplitudy a vinova Cisla

R ) z—z
W, =sin| nr ,
Zy 74

2_2
ko= 1--"% (10.12)

2
’ (z,-2)

pro viechna n<(z,—z)/z. To znamen4, Ze je-li z; — z; < 7, je proudéni
stabilni, ackoliv mé profil rychlosti inflexni bod. Coz je tedy Tollmientiv
protiptiklad, ktery ukazuje, Ze Rayleightiv teorém nepiedstavuje postacujici
podminku instability; pochopitelné je-li z; — z; < 7z, je proudéni instabilni.

Pohled na Rayleighiiv a Fjertoftiv teorém z energetického hlediska je
uveden v [9], my na tomto misté jen konstatujme, Ze zatimco Rayleightiv
teorém je spojen se zachovanim hybnosti, Fjertoftliv teorém je spojen se
zachovanim kinetické energie.

Pon¢kud odliSnym zobecnénim Rayleighova teorému je Kuoiv teorém
[30], ktery bere v tivahu rovnéz rotaci prostiedi pomoci takzvané £ rovinné apro-
ximace. O tomto teorému se zminime v pojednani o barotropni instabilit¢.

Posledni teorém, ktery v této kapitole odvodime z Rayleighovy rovnice
(10.1), je Howarduv polokruhovy teorém, podle kterého musi pro instabilni
mod, to je ¢;> 0, platit

2

2
|:Cr _%(Umax +Umin):| +Ci2 < I:%(Umax _Umin):l 2 (1013)

kde Upin je minimum a Upex maximum #(z) v intervalu z; < z < z.
Ptelozime-li vztah (10.13) z fe¢i matematiky do ¢eStiny, miizeme fici, Ze je-
li ¢; > 0, lezi tazova rychlost ¢ uvnitf horni poloviny polokruhu komplexni
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) a polomérem %(U -U

max min

roviny se sttedem %(U +U

max min

). Za zminku
stoji, ze jiz Rayleigh dokazal, ze je-li ¢;#0, musi realna cast fazové rychlosti
¢ lezet mezi Upin @ Unax. Dokazme nyni Howardiiv polokruhovy teorém. Za

timto ucelem nejprve pievedme jednoduchymi upravami Rayleighovu
rovnici (10.1) na samoadjungovany tvar

%[(ﬁ—c)z %}—kz(ﬁ—c)zlﬁzo, (10.14)

kde 7 = konstxy7 /(it —c) . Rovnici (10.14) vynasobme veli¢inou 7~ kom-
plexné sdruzenou s ¥ a integrujme od z; do z,. Dostaneme

Zf(ﬁ—c){

kde ptedpokladame, Ze c¢; # 0, takZze vySe uvedeny vztah je nesingularni.
Separujeme-li redlnou a imaginarni ¢ast posledniho integralu, ziskdme

v
dz

+k2|1ﬁ|2]dz:0, (10.15)

~ 12

Zf[(a—cf—cf}[‘%

2

+k2|y7|2sz=o, (10.16a)

2cl.f(ﬁ—c,)(%” +k2|1/7|2]dz=0. (10.16b)

Z druhé rovnice (10.16) okamzité vyplyva vysledek, ktery znal jiz Rayleigh:
(Umin < ¢ < Unin). Fyzikaln¢ toto zjiSténi znamena, Ze se instabilni porucha
pohybuje rychlosti, kterd se rovna rychlosti zdkladniho proudéni v urcité
hlading. Reéeno jinymi slovy, mezi z; a z; existuje misto, kde se instabilni
mod nepohybuje vii¢i zdkladnimu proudéni a zvétSuje se jeho amplituda.
Hladina, ve které¢ je u =c,, se nazyva kritickou hladinou (nékdy se pouziva
1 oznaceni 7idici hladina). Tuto hladinu budeme dale charakterizovat in-
dexem ,,k*, to znamena samotnou hladinu jako z; a rychlost proudéni v této
hladiné jako u,. Tato hladina ma velky fyzikdlni vyznam, protoze je to
hladina, ve které se realizuje intenzivni vymeéna energie mezi zdkladnim
proudénim a vinovymi poruchami (vétsi podrobnosti viz [8,10]).

Pokracujme v naSich tivahach dale. Vybaveni znalosti o existenci mezi
redlné ¢asti fazové rychlosti ¢, naleznéme hranice pro jeji imagindrni ¢ést c;.
Je zfejmé, zZe plati nerovnost

e



Z ~ 12
j(ﬁ—Umm)(ﬁ—Umax)(% +k2|¢|2szso. (10.17)

Tuto nerovnost pfictéme k rovnici (10.16a) a od vysledku odectéme rovnici
(10.16b) vynasobenou (U, +U,,.. —2c,). Po naznaéenych Gpravach a vhod-
ném uspoiadani jednotlivych ¢leni ziskdme nerovnost

Umax+Umin ’ 2 Umax_Umin "3 |dlr/‘;|2 2[,~|2
(o -mgtin ] (Yo 48] i s,

(10.18)

kde integral mize nabyvat pouze kladnych hodnot. Proto, aby byla nerov-
nost (10.18) splnéna, musi byt vyraz v hranatych zévorkach stojicich pted
integralem zaporny nebo rovny nule. Tento pozadavek vede pfimo na rovni-
ci (10.13), ¢imz jsme Howardav polokruhovy teorém dokézali. Schématicky
je tvrzeni teorému znazornéno na obrazku 10.3. Z n¢ho i ze vztahu (10.13)
je zreymé, ze imaginarni Cast fdzové rychlosti je shora omezena vyrazem

¢, <(U,,.. —U.,..)/2 a podobné je omezena i rychlost ristu (ristovy faktor)
instabilnich poruch kc;:
k
kciSE(Umax—Umin). (10.19)
A c

U

~ i

2

U

111111

Il t
[']"‘i" = LII“\'I.\‘ LImin Um:lx
2

Obr. 10.3 Schématické znazornéni Howardova polokruhového teorému.

Na zévér pojednani o Howardové teorému poznamenejme, Ze jeho
zobecnéni na piipad rotujici Zemé a tzv. f rovinnou aproximaci (viz dale)
zvetejnil Pedlosky v prvnim vydani své monografie [10].
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Chceme-li teSit Rayleighovu rovnici ve tvaru (10.1) vidime, Ze ma
singularni bod v bod& z =z, kde je w—c=0 a dig, /dz#0. Existuji dvé
nezavisla feseni Rayleighovy rovnice v okoli z; [8,9]. Prvni ma tvar

V,(2)=(z—2)B(2), (10.202)

kde P;(z) ma analytické vyjadieni v hladin€ zx a P1(zx) # 0. Pro jednoduchost
muzeme polozit Pj(zx) = 1. Druhé linedrné nezavislé feSeni Rayleighovy
rovnice ma logaritmickou vétev v bod¢€ z = z; a ma tvar

d’u, /dz*

Wl/}l (2)In(z-z,), (10.20b)

v, =P(z)+

kde P»(z) mé také analytické vyjadieni v zx a Pa(zx) = 1. Reseni rovnice
(10.1) v uvedeném tvaru bylo poprvé ziskano Tollmienem v roce 1929
v souvislosti s diskusi feSeni Orrovy-Sommerfeldovy rovnice a dnes je toto
feSeni znamo pod nazvem Tollmienovo neviskosni reseni. Pro podrobnéjsi
diskusi tohoto a dalSich feSeni Rayleighovy rovnice odkazujeme Ctenafe na
monografii Drazina a Reida [8], kde se Ize seznamit napiiklad s Heisen-
bergovym feSenim, ziskanym jest¢ pied Tollmienem, popiipadé na knihu
Lina [6]. Zde si jen uved'me nékolik prvnich ¢lent rozvoje Pi(z) a Px(z)
v mocninnou fadu:

d*u, /dz’

d’u, /dz*
2du, /dz

1{ 5 )
P(z)=1+ (z—zk)+g[k s ](z Y +..., (10.21a)

3 3 2 25\2
RSN A

2" 2du,/dz (du, /dz)’

:|(Z—Zk)2+.... (10.21b)

Uzavieme stavajici kapitolu spolu s [8] vySetienim tvaru proudnic v bliz-
kosti kritické hladiny, kde u(z, ) =c. Jejich podobu odhalil Kelvin v roce
1880. Polozime rychlost celého systému rovnou fazové rychlosti poruch tak,
abychom mohli pohyb povazovat za ustaleny vii¢i transformovanému syste-
mu. Na proudnice tedy nahlizime z pohledu pozorovatele, ktery se pohybuje
rychlosti ¢. Po takové transformaci jsou proudnice totozné s trajektoriemi
¢astic tekutiny. Proudova funkce ma pro takové ustalené proudéni tvar

W(2)+ AR[ i (2)e™ |, (10.22a)

kde
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P(z)= j[ﬁ(z') ~cldz’ (10.22b)

je proudova funkce zakladniho proudéni v transformovaném systému a A
reprezentuje redlnou konstantu imérnou amplitudé vinové poruchy. V bliz-
kosti kritické hladiny z; mé rovnice proudnic tvar
1 du(z,)
2 dz

kde je y/(z,) realné diky vhodné normalizaci. Proudnice jsou zndzornény na
obrazku 10.4 a maji tvar znamych ,,Kelvinovych kocicich o¢i*.

(z—2z,)> + Ay (z, ) cos kx = konst , (10.23)

=

-— -— -—
-— -— -— -—
—

Obr. 10.4 Tvar proudnic ve tvaru ,,Kelvinovych kocic¢ich o¢i*
v blizkosti kritické hladiny. Upraveno podle [8].
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11 STABILITA FRONTALNICH VLN

V predchozich kapitoldch jsme neuvazovali rotaci Zemé. Proto ziskané
vysledky nelze pfimo aplikovat na vinové pohyby na frontalnich rozhranich,
zvlasté kdyz predmétem naSeho zajmu budou frontalni viny o velmi velké
vlnové délce, pro které nelze vzhledem k jejich horizontalnimu rozsahu vliv
rotace Zem¢ zanedbat. Podle klasickych pfedstav tzv. norské meteoro-
logické Skoly jsou rozvijejici se (tedy instabilni) viny na poldrnich frontach
zodpovédné za vznik mimotropickych cyklon. Nyni se budeme zabyvat
praveé stabilitou Margulesova frontalniho rozhrani, tedy stabilitou plochy
diskontinuity odd¢lujici dvé vzduchové hmoty s odlisnymi vlastnostmi.
Vice méné v této casti budeme reprodukovat Kocinovy tuvahy uvedené
v [24].

Obr. 11.1 Uspotadani modelu pro studium stability frontalnich vin.

Uvazujme situaci zndzornénou na obrazku 11.1. Zaved'me pravotocivou
soufadnicovou soustavu s osou x rovnobéznou s frontalnim rozhranim, osou
vy mifici do studengj$itho vzduchu a osou z orientovanou kolmo vzhtru.
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VeliCiny vztazené k teplejSimu vzduchu ozna¢ime indexem 1, ke stude-
néjSimu indexem 2. Hustoty p; a p; po obou stranach frontalniho rozhrani
ponechme konstantni. Rychlosti proudéni vzduchu #;, a u, necht’ jsou rovnéz
konstantni a rovnobézné s rozhranim. Dale necht’ jsou vzduchové hmoty ve
vyskach z=0 a z=h neprostupnymi horizontadlnimi rovinami. Frontalni
rozhrani tedy sahd do vysky /4 a jeho projekce do roviny xy dosahuje do
vzdalenosti y = [. Zakladni stav necht’ je popséan veli¢inami

u, =konst, p, =konst,v, =w, =0, p,,

u, =konst, p, =konst,v, =w, =0, p,

Pohybové rovnice pro tento zakladni stav piSeme ve tvaru

1Py Ly (11.1a)

Py Ox py Ox
L@Jrzgzgl =0, L@Jrzgzgz =0, (11.1b)

p, Oy P, Oy
i%+g_2gyb71:0, i@+g—2§2}ﬁz:0. (11.1¢)

pl 82 pz aZ

Integraci prvni rovnice (11.1¢) podle z dostaneme
B =2pQ,iz-gpz+f(). (11.2)

Derivaci posledni rovnice podle y a jejim porovnanim s prvni rovnici
(11.1b) mame

' =-2pQ.u,
coZ po integraci podle y dava pro funkci f{y)
f(y) :_2pleL_[ly+C7

kde C je integrani konstanta, kterd méa vyznam tlaku v pocatku sou-
fadnicové soustavy. Dosazenim posledni rovnice do rovnice (11.2) mame

P =-gpz—2p(Qy-Q,2)+C. (11.3)

Zcela analogickym postupem aplikovanym na druhé rovnice (11.1c)
a (11.1b) lze ukazat, ze
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P, ==8Pz=2p,u, (. y-Q z)+C. (11.4)

Dynamicka okrajova podminka na frontalnim rozhrani vyzaduje spojitost
tlaku pti pfechodu pies toto rozhrani. Porovnanim (11.3) a (11.4) tedy
obdrzime

—gpz=2pu (Qy—Q 2) =—gp,z =2y, (Q,y - Q,7),

odkud vyjadiime sklon frontalni plochy jako tg$ =z/y:

tgzg= 2QZ(p1ul_IO2u2) ) (11'5)

g(p,—p)+ 2Qy(p1”_‘1 — Pyit)

Vztah (11.5) je zndma Margulesova formule.
Polozime-li F =y tga — z, miizeme psat kinematickou okrajovou podmin-
ku na rozhrani ve tvaru

a—F+1,718—F:O, (11.6a)
ot Oox
a—F+L728—F:0. (11.6b)
ot Oox

Fyzikalni smysl podminek (11.6) spociva v tom, Ze se rozhrani sklada stale
ze stejnych vzduchovych ¢astic.

Nyni necht’ jsou na zakladni stav superponovany malé poruchy v poli
rychlosti proudéni a tlaku vzduchu. Vysledny (slozeny) stav je pak
nasledujici:

_ ! ’ /! - 1
u +u, Vi, W, py+pys P
—_ 1 ! / —_ 1
Uy Ty, Vyy Wy, Pyt D5 05

Odchylku frontalniho rozhrani od jeho polohy v zakladnim stavu oznacme
¢. V dalsim textu této kapitoly nebudeme pouzivat svislou ¢arku k oznaceni
poruchovych veli¢in. Linearizované perturba¢ni pohybové rovnice a rovnice
kontinuity maji po obvyklych upravach tvar

u, _ou;, 1 0p,

—+u, =———-20Q w.+2Q v, 11.7a
at J ax pj ax yoJ z ] ( )

avj ov, _L%

— J_

—L 4ty L =2Q u.+2Q w,, 11.7b
or 7 ox p,; Oy - Y ( )
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ow, ow, 1 Gpj

Lvu, —L= -2Qv. +2Q u,, 11.7¢c
or 7 ox p; Oz o n ( )
ou. 0oOv, ow,
—L L4190, j=12. (11.7d)
ox oy oz
Rovnice plochy rozhrani je
z=ytg3+ < (x,p,1). (11.8)
Dynamické okrajova podminka ma pro vysledny stav tvar
P =1, =[ (P, = P)E+2piit, — piit,)Q, |, (11.9)
zatimco kinematickou okrajovou podminku je mozné psat ve forme
o _0o¢
— t+u, —=+vtgd-—w =0, 11.10a
ar g TETTH (11102
%+L72%+v2tgz9—w2=0. (11.10b)
ot Ox

V rovnicich (11.9) 1 (11.10) jsme zanedbali Cleny nelinearni vzhledem k
perturbacim. Na neprostupnych hranicich ve vySkdch z=0 a z=/h musi
navic platit okrajové podminky

w,=0 proz=h, (11.11a)
w,=0 proz=0. (11.11b)

Integraci rovnice kontinuity (11.7d) ziskdme pro vertikdlni rychlosti
nasledujici vyjadieni

h _
WIZ_J- %4_% dz':(z—h) %—F% R (11123)
‘lox oy ox 0Oy
0
wy = (%+%jzz(%+%j. (11.12b)
"\ Ox Oy ox Oy

Protoze v readlné atmosféte je 9 ~tgd=0,5° je velikost vertikalnich
pohybti daleko mensi nez pohybti horizontalnich. Kocin (viz napiiklad [24])
proto zanedbava v pohybovych rovnicich (11.7a) a (11.7b) vyrazy obsa-
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hujici vertikalni rychlosti w; a w», tedy ¢leny 242w, a 2£2w;. Soucasné
s tim je tfeba vynechat v rovnicich (11.7¢) i ¢leny —242v; a 2Qu;. K tomu
nas vede nasledujici tivaha. Spocitame-li celkovou zménu perturbaéni kine-
tické energie vztazenou na jednotku hmotnosti bez vynechani jakéhokoliv
¢lenu pomoci soustavy (11.7), dostaneme
dK, :li(u? +v 4w )=
d 2der’ 7

du; dv, dw. 1
u—~++v.—L+w. —~L=—v-Vp.
Tdt T dt T dt p,

Vyjadiime-li tutéz zménu kinetické energie za podminky, Ze vynechame
v rovnicich (11.7) 202,w; a 20w, ale ponechame —2.£2v; a 2£u;, mame

J

1
= = —;jv-Vp —Zwajvj +2Qy”jW; .

Zustavajici Cleny tedy ptlisobi jako ,.faleSny* zdroj poruchové kinetické
energie, a odtud tedy plyne opravnénost jejich zanedbani v rovnicich
(11.7c), spole¢né s opominutim vySe uvedenych clend.

Uvédomme si déle, Ze na redlnych atmosférickych frontach jsou pozo-
rovand vertikéalni zrychleni o dva az tfi fady mensi nez zrychleni horizon-
talni. Proto v (11.7¢) polozme

dw, ow, ow,

0 M Dy, 11.13
& o o (11.13)

Potom vertikalni profil tlaku odpovida barometrické formuli a p; a p, budou
funkcemi pouze x, y, t. Analogicky predpokladejme, Ze i u;, us, vi, v2 jsou
funkcemi x, y, ¢.
Ozna¢me déle 2= .. Diky vySe provedenym zjednoduSenim je mozné
psat rovnice (11.7a), (11.7b), (11.9), (11.10a) a (11.10b) ve tvaru
Ou, _ Ou,

I =—l%+29v1, (11.14a)
ot ox p Ox

%+L—,2%:_l%+2gvz’ (11.14b)
ot Ox p Ox

Mg Mo 1P hq (11.14c)
Ot ox p Oy
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Mz 10p

— = —2Qu,, 11.14d
oa  Toax  p oy ? ( )
g(p,—p)¢=p,—p, (11.14e)
o _o¢ ou, Ov
— +u,—==—vtg8+(h—-ytgd)| —L+—L|, 11.14
5 oy 1t +( yg)(ax 6y] ( f)
o _ o¢ ou, Ov
—Z 4, —=2=—ytgl—yte I —2+—2|. 11.14
5 T ,tg yg(ax 6yj ( g)

V pohybovych rovnicich soustavy (11.14) jsme polozili p = p» = p, aniz
bychom se dopustili vétsi chyby a do kinematickych okrajovych podminek
jsme dosadili pomoci rovnice kontinuity (11.7d). Rovnice (11.14a) az
(11.14g) ptedstavuji soustavu sedmi rovnic pro sedm nezndmych u;, uy, vy,
Va2, P1, P2 @ . Jejich feSeni hledejme ve vinovém tvaru

U u,(y)
u, i, (y)
v v (»)
v, [=]| %, (y) ", (11.15)
p| | 2Ok
P | 2
¢ )

Ptipomenime, Ze fyzikdlni smysl mad pouze redlna cast téchto vyrazl.
Dosadime-li vyjadieni (11.15) pro feSeni do soustavy (11.14) ziskame
nasledujici systém rovnic

ik(ir; — €Y, — 200, =—— p,, (11.16)
P

o . ik,

ik(u, —cyu, —2Qv, =——p,, (11.16b)
o,

ik, — o9, + 200, = -~ P1 (11.16¢)
p oy
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k(i — )9, + 204, =~ P2
p oy
g(p, _pl)éc =D, D>

ik(it — ) =—tg 9%, +(h—y th)(ikﬁl +%),
y

ik (i, — )¢ =—tg 9%, — ytgg(ikﬁz +%} .
y

Pomoci rovnic (11.16a) a (11.16¢) vyjadiime amplitudy %, a v,:

K -o)p -20 P
. oy

“ P49 K@ -0y ]

200, k(@ —c)a;;l

v, =

i :
p[4Q° -k (@ ~c)’ |
Analogicky z rovnic (11.16b) a (11.16d) vyjadtime u, a v,:

K (i, —c)p, L0 P2
. oy

= p[4Q —k (i, —c) ]’

2Qkp, — k(it, - c)aé’;2

A

VZ:Ip[mz—kz(ﬁz—c)z]'

(11.16d)

(11.16e)

(11.16f)

(11.16g)

(11.17a)

(11.17b)

(11.17¢)

(11.17d)

Z rovnice (11.16e) dosadime za 4‘5 do rovnic (11.16f) a (11.16g). Dale deri-

vujme parcialn€ podle y rovnice (11.17b) a (11.17d) a vysledek dosad'me do
vyrazt (11.16f) a (11.16g). Do takto upravenych rovnic dosadime za ,, v,,

i, a v, pomoci (11.17). Po naznacenych tpravach obdrzime
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d dp 20 . p|A4Q°-K@-c)| .
—{(y—l)ﬂ}{kz(y—lﬂ_ } | = [ - ](pl—pz),
dy dy u—c g(p—p2)
(11.18a)
d( dp 20 ). P4 -K@-o?|
—(yﬂ]—(kz)w_ jp2= [ : }(PZ—PJ, (11.18b)
dy\” dy Uy —c g(p, —p)igd

kde jsme zavedli /= h/tg9. Ziskali jsme tedy dvé obycejné diferencialni
rovnice pro amplitudové funkce tlaku p, a p, .

Obr. 11.2 K formulaci okrajovych podminek na frontalnim rozhrani.

PoloZzme si nyni otdzku, jakym okrajovym podminkdm tyto rovnice
podrobime? Uvazujme situaci zndzornénou na obrazku 11.2. Pohybujme se
nejprve v oblasti III, to je v oblasti y < 0. Integraci rovnice kontinuity mame

Ou, 0Ov,
w=—z| —L+—L|,
ox 0Oy

nebot’ pfiz =0 je w; = 0. Pii z = h je vSak také w; = 0. Je tedy mozné psat

%+% =0, proy<O0.
ox Oy

Dosadime-li do posledniho vyrazu pomoci (11.15), dostaneme

ikﬁﬁﬂzo, pro y<0.
dy
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S pouzitim (11.17) odsud ziskame
d’p,

o —-k’p, =0, proy<O0.

Reseni posledni rovnice pti pozadavku konegnosti p, pfi y— —o je
p, = Ce” 0
p,=Ce”, proy<0.

Derivaci posledniho vyrazu podle y mame

L2

=kp,, proy<O0.
dy

Pti piechodu z oblasti III do oblasti I neni diivodu se domnivat, Ze se
nebo v, méni nespojité. Potom vsak zistavaji spojité diky (11.7a) a (11.7b)
i veliGiny p, a dp,/dy . Platnost posledni rovnice je tedy mozné rozsifit i na
y = 0. Zcela analogickym postupem je mozné ziskat vztah

b,

=—kp,, proy=1I,
dy

pii jehoz odvozeni ovSem piechod aplikujeme mezi oblastmi II a IV. K
soustave (11.18) tedy pfidame nasledujici okrajové podminky

P45 proy=o0, (11.19a)
dy
Y.t proy=1. (11.19b)
dy

Zjednoduseni p; = p» = p, kterého jsme se dopustili v rovnicich (11.14a)
az (11.14d), nyni pouzijme i v Margulesové formuli (11.5). Navic ozna¢me

u —-u,

u= 11.20a
5 ( )
Vzorec (11.5) pak piSeme ve zjednoduseném tvaru
tg g2 (11.20b)
g(p,=p)
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Definujme nyni nasledujici veli¢iny

bt

c, (11.20c¢)

c

n=2"" (11.20d)

Zavedenim téchto novych veli¢in piejdou soustava (11.18) a okrajové
podminky (11.19) na rovnice

d dp, ] [#r Q. 1[4 -K-n)]
—| (1+n)—=—% |- 1+n)+ = —P)>
dn{( n)dn_ 2 (I+7) o P SO (P, —py)
(11.21a)
d dp, | [ K1 Q ], 4 -k (+u)|
(1= || === | p = [ - }(pl—pz),
dn dn| | 4 c'+u | 8Qu
(11.21b)
dp, Kl
-l - 1o :—1’ 11.22a
an 2 P ( )
dp, kl
—==——, pron=1. 11.22b
an - 2 pro 7 ( )
Do téchto rovnic je mozné zavést nasledujici parametry:
Q ku c'
a=—, =—1  7=—. 11.23
u p 2Q u ( )

Objasnéme jejich fyzikdlni vyznam. Parametr o je evidentné urcen
zékladnim stavem, £ =ku/2Q = zu/LQ charakterizuje vinovou délku L,
zatimco 7 popisuje frekvenci, resp. fazovou rychlost frontadlnich kmitt.
Vyuzitim téchto novych parametra piejdou rovnice (11.21) a (11.22) na

N PN B R O 20 PN :7 RN PRI PR
dn{(l Digy || &0 Hl_pl—z[l Bz +1) (B - )

(11.24a)
L@ |- e2paem - p =2 [1- 1), ).
dn dn | L T+1 | 2

(11.24b)
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dp,

—=afp,, pron=-1, (11.25a)

dn

%z—aﬂf)z, pron=1. (11.25b)
n

Z hlediska cyklogeneze, tedy moznosti ptipadného rozvoje cyklon z fron-
talnich viln, je dilezité studovat stabilitu frontdlniho rozhrani vzhledem
k dlouhym vIndm, pro které je B malé, nebo-li L je velké ve srovnani
s pomérem #/Q. Kocin studoval limitni ptipad, kdy B — 0. Polozme tedy
L =0 vrovnicich (11.24) a (11.25), kter¢ se pak zjednodusi na

d bl a . a,. .
Aol & 5 5 5y, 11.26a
dn[( n)dn_ P 2(191 P,) ( )
d b, o« . a . .
a2 - L p = - b)), 11.26b
dn[( n)dn_ ——P=5 (P ( )
LN — (11.27a)
dn
L — (11.27b)
dn

Vynésobme rovnice (11.26a) pomoci (7 + 1) a se¢téme s rovnici (11.26b)
vynasobenou (7 — 1) a vysledek poté integrujme podle 7. Po naznacenych
operacich ziskdme rovnici

=D+ L2 4 (=11 = 1)L = konst 0. (11.28)
dn dn

Integracni konstantu v piedchozi rovnici s piihlédnutim k (11.27) volime
rovnu nule. Zaved'me na tomto misté¢ novou proménnou

dp dp
p(m) =(1-7)(1+7) 22 = 1+ )(1-n) 2. (11.29)
dn dn
Poté je mozné rovnice (11.26) a (11.27) uvadét v nové podobe
. d%
(1-7 )OU72 +(r+smp(n)=0, (11.30)
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#(x1)=0. (11.31)
V piedposledni rovnici jsme polozili

1+7° 2ar
r:al_rz, s=—1_T2. (11.32)

Kocin hledal feSeni rovnice (11.30) ve tvaru
¢(1) = aW, (1) + a, W, () + a;W; () + .., (11.33)

kde aj, a, ... jsou konstanty a Wi(7), Wa(n), ... jsou integraly Legende-
rovych polynomt L, stupné 1, 2, ...; viz naptiklad [31]. Plati:

n 2 n
- 1 d"(n 1)’ n=0.12.....
2"n! dn”
COZ znamena, 7e
n—1 2 1\
- 1 d"(y _11)’ n=1,2.3,....
2"n!  dn”"

Polynomy W, jsou vazany rekurentnim vztahem

Cn+DnpW =m-1)W _+(n+2)W _,, n=12,3,... (11.34)
a kazdy z nich fesi rovnici
2
(1—772)%%(“1)%:0, n=1,23,.... (11.35)
n
Uved’me si tvar alesponi prvnich tii polynoma W,:
2 —
w =11,
2
2
W, = nn -1 ’
2

)
W, = St —6n"+1 .
8
Dosadime-li vyjadieni (11.33) do (11.30) a vyuzijeme-li rekurentni formule

(11.34) a rovnice (11.35), ziskame nasledujici vztahy mezi koeficienty a,
v (11.33)
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4 __ 5
a, r-1.2
2
PR S L (11.36)
a, ﬂsﬁ
5 a
2
Al G gty
2k—-1 a, k+2 q
2k+1 a,,
kde
o kkx2) (11.37)
(2k +1)(2k +3)
Pomoci (11.36) a (11.37) lze psat
2 2
51S2:2-3—r— 2 S
a 3.4—p--28
A
7T a,
a provedeme-li totéz pro a,/a, , a,/a, , ..., mame
2 2
51S2:2-3—r— 0, = (11.38)
"= 3 4_po 95
4-5—-r—...
Ze vztaht (11.32) vyplyva, ze
r=— (11.39)
r+o
rr-st=a’. (11.40)

Je-li s =0, pak » = & a s ohledem na (11.38) je r1 =12, =23, ..., coz
znamend a=n(n+ 1). KoCin se zabyval ptfipadem, kdy je hodnota para-
metru « blizka ke dvéma, tedy » =2 a s = 0. Z rovnice (11.38) pak mame
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2
0,8

Fa2— (11.41)

a ze vztahu (11.40) dostavame
PP g ,
coz po dosazeni z ptiblizného vzorce (11.41) dava

o7s*
a’m4-55" +—1——s,
16

kde zanedbame &len obsahujici s*, protoZe je alespoii o fad mensi nez
zbyvajici ¢leny. Mlizeme tedy psat

s z%(4—a2). (11.42)

Kdyz je 4 < o, pak s* <0. To znamena, Ze s je komplexni &islo a diky
(11.39) je 1 7 komplexni ¢islo. Pak ale diky vztahtim (11.23) a (11.20c) ma
fazova rychlost ¢ frontalnich vin nenulovou imaginarni ¢ast a porucha je te-
dy instabilni. Koc¢in dokazal i opak, totiz ze poruchy jsou vzhledem k velmi
dlouhym vIndm stabilni, splituje-li & podminku 0 < o < 2. Tuto podminku
je mozné pomoci vztahti (11.23), (11.20a) a (11.20b) uvadét ve srozu-
mitelnéjSim tvaru

2p 2 |1, 7,

kde jsme vyuzili stavové rovnice. Napiiklad pii teplotach 7 =280 K,
T, =275 K a vySce fronty 4 sahajici do 8 km vychazi z posledni podminky,
ze u,—u, >26 ms™.

Kocin fesil problém stability frontalniho rozhrani i vzhledem k vinam
konecné délky. Jeho vysledek je zndzornén na obrazku 11.3. Vidime, Ze
frontalni rozhrani je instabilni vzhledem k vlnam s kratkou vlnovou délkou
(pfipomindme, ze podle vztahu (11.23) je f Umérné prevracené hodnoté
vinové délky L). Delsi viny jsou pak stabilni, ale u vin s vlnovou délkou
zhruba 500 az 1 000 km se znovu objevuje instabilita. Kromé popsanych
ptipadl studoval Kocin i kmity rozhrani ve sméru kolmém k fronté€ a zjistil,
ze jsou stabilni. Blize se lze s jeho postupem seznamit v [24].
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Poznamenejme, ze vedle ruské Skoly dynamické meteorologie, reprezen-
tované zejména pracemi Kocina a Blinové, se jako prvni zabyvali feSenim
problematiky frontalnich vin ptedstavitelé norské, bergenské, meteorolo-
gické Skoly soustfedéné kolem Vilhelma a Jacoba Bjerknese a Halvora Sol-
berga. Z jejich praci cituyyme naptiklad [32]; Ctenafi by snad mohla byt
v Cesku nejdostupngjsi prace [33]. Solbergtiv piistup k frontalnim vinam je
v Cesky psané odborné literature rekapitulovan v hlavnich rysech v praci [5].

« f
v
: __Stal:)ilitell

1 2 B

Obr. 11.3 Stabilita frontalniho rozhrani vici vinovym poruchdm kone¢né délky.
Sestrojeno podle [24].

S postupnym rozvojem numerickych predpoveédnich metod pocasi a stale
vétsi dostupnosti druzicovych snimkl oblacnosti, ustoupila analyza fron-
talnich vin ponékud do pozadi. Navic podle modernich piedstav dynamické
meteorologie je dominantnim faktorem uplatitujicim se pfi vzniku mimo-
tropickych cyklon takzvand baroklinni instability, o které pojednavame na
jiném misté této publikace.
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12 INERCNI INSTABILITA

Predmétem naSeho z4jmu nyni bude op¢t instabilita, kterd se hojné uplatituje
v zemské atmosféte a pii vysvétleni jejiho zdkladniho mechanismu musime
vzit do uvahy rotaci Zem¢. Jedna se tedy o instabilitu vét§iho métitka nez je
napfiklad Rayleighova-Bénardova konvekce. Inercni instabilita je geofyzi-
kalnim protéjskem tzv. Taylorovy-Couettovy instability [22], nazyvané téz
odstrediva instabilita [8], studované na pocatku 20. stoleti Taylorem
a Rayleighem, pfi které hraje ustfedni roli odstfediva sila. Ve 30. a 40.
letech minulého stoleti se norska bergenskd meteorologicka Skola snazila
vysvétlit cyklogenezi pravé pomoci inercni instability. OvSem s nastupem
teorie baroklinni instability od konce 40. let, kterad se etablovala jako zasadni
mechanismus cyklogeneze, zdjem o inercni instabilitu pon¢kud opadl. Po-
sledni doba vSak pfinesla jistou renesanci z4jmu o iner¢ni instabilitu v geo-
fyzikalni hydrodynamice a lze se s ni setkat pti popisu celé fady jevi, a to
od dynamiky mezoméfitkové konvekce, monzunii, generovani a zaniku vin
ve stratosféfe a mezosféie, az po rovnikovou ocednografii [28].

V dal$im textu nejprve vysvétlime zdkladni mechanismus ineréni instabi-
lity pomoci podobnych uvah, které se provadéji u metody Castice pfi hodno-
ceni stability vertikdlniho zvrstveni atmosféry, a poté ziskana stabilitni
kritéria zobecnime na nelinearni pfipad.

12.1 Zakladni mechanismus ineréni instability

Zakladni mechanismus iner¢ni instability popiSeme metodou ¢éstice, kterou
budeme aplikovat v horizontalni, piesnéji feceno v kvazihorizontéalni roving.
Tyto tvahy jsou spojené zejména se jménem J. Bjerknese [34]. Jako za-
kladni stav budeme uvazovat zonalni geostrofické proudéni. Soucésti tohoto
proudéni necht’ je vzduchova ¢astice, kterd se na pocatku nachéazi v poloze
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Vo a je v rovnovaze s uvedenym zakladnim geostrofickym proudénim. Tuto
vzduchovou castici vychylime do polohy yo + Ay a budeme sledovat, zda se
bude s ¢asem tato Castice od své rovnovazné polohy v y, vzdalovat — pak
budeme hovofit o instabilité, nebo navracet zpét — pak budeme hovofit o sta-
bilit€. Rychlost zonalniho geostrofického proudéni ozna¢me jako ug, zatim-
co slozky rychlosti sledované vzduchové ¢astice budeme znacit u, v. Vhod-
nou soufadnicovou soustavou pro vysSetfovani naseho problému je tzv.
standardni soufadnicova soustava, ve které osa x mifi zonalnim smérem na
vychod, osa y k severu a osa z zbyvajici dvé dopliuje tak, aby zvolena
soustava byla pravotociva.
Budeme predpokladat, ze

1. Vzduchova castice si pfi svém pohybu nevyménuje s okolnim
vzduchem teplo; omezujeme se tedy pouze na adiabatické procesy.

2. Tlak uvnitf vzduchové Ccastice se prizpisobuje tlaku okolniho
vzduchu; k tomu je postacujici, aby rychlost vzduchové ¢astice byla mensi
nez rychlost zvuku.

Rovnice, které popisuji zdkladni geostrofické zonalni proudéni, maji tvar
Lo Lo, (12.1)

- 4 )

> ’ V; -
fopfoy f opfox
kde f =2.2sing predstavuje Coriolisiiv parametr, ¢ je zem&pisna Sitka, p

a p maji obvykly vyznam tlaku a hustoty vzduchu. Pohybové rovnice vzdu-
chové Castice, jejiz pohyb budeme studovat, miizeme psat nasledovné

AT S T SR
dt P Ox dt p Oy

Dosadime-li za (1/p)dp/ox a (1/p)dp/dy z rovnic (12.1) do (12.2),

ziskdme

du dv
Lo =Sl (12.3)

V uvedenych vztazich jsme ptredpokladali, Zze hustota vzduchové Castice je
stejna jako hustota okolniho vzduchu.
Vychylime-li nyni vzduchovou ¢astici z polohy yy, napiiklad v kladné

sméru osy y do polohy y¢ + Ay, znamena to Ze (%) >0 avy>0. Zondlni
t
Yo

rychlost vzduchové Castice v nové poloze y, + Ay ur¢ime integraci prvni
rovnice (12.3):
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u(yy +Ay) =u(yy) + fV At =u, (yy) + [V, AL, (12.4)

kde index ,,0° oznacuje hodnoty veliCin v poloze yy a At predstavuje Cas,
beéhem néhoz dojde k pfemisténi vzduchové castice. Coriolistiv parametr
povazujeme v naSich uvahach za neproménny a jeho hodnotu rovnéz vzta-
hujeme k poloze y.

Geostrofické zondlni proudéni mé v poloze yy + Ay rychlost, kterou urci-
me pomoci prvnich dvou ¢lenti Taylorova rozvoje

Gug
u, (¥, +Av) =u,(y,) + 5 VAL, (12.5)
Yo

kde Ay = voAt. Z tohoto postupu je evidentni, Ze vzdalenost Ay nemuze byt
prilis velkd, abychom se ve vztahu (12.5) nedopustili pfili§ velké chyby
zanedbanim mensSich ¢lent Taylorova rozvoje. Dosazenim (12.4) a (12.5)
do druhé rovnice (12.3) ziskame

dv 8ug
— | =St A —u(+ M) = S| =21y | wAL.(12:6)
dr ), o 0y ,

0 Yo
Vezmeme-li v Gvahu, Ze na severni polokouli je fo >0 a dale, ze At>0, a
protoze jsme volili vy > 0, je ztejmé, Ze

0
HICERET)
dt Yo+Ay ay Yo

Ctenaf sbéhly v problematice dynamické meteorologie okamzité vidi, Ze na
pravé stran¢ (12.7) vystupuje absolutni vorticita zékladniho zondlniho
proudéni 7,:

0. (12.7)

VIIA

_ [ % 12.8
770=f0_ oy }- (12.8)

0]

Ze vztahu (12.7) je patrné, ze je-li (dv/ dr) >0, vzduchova castice
pokracuje ve svém pohybu a s rostoucim ¢asem se vzdaluje od své ptivodni
polohy yy, jedné se tedy o instabilni pfipad. Naopak je-li (dv/ dr), .\ <0, je
vzduchova castice navracena zpét do své puvodni polohy a tento stav

muzeme charakterizovat jako stabilni. V piipadé (dv/ dr) =0 hovotime

Yo +AL

Yo+AL
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o neutralnim stavu. S ptihlédnutim ke vztahu (12.8) pro absolutni vorticitu
muzeme pravé uvedené stabilitni poméry piehledné zapsat takto:

—iner¢ni stabilita;

0
(@j <0 & nozfo—( ugj >0,
dt Yo+Ay ay Yo

—iner¢ni instabilita:

o (12.92)
(gj >0 < %Efo—( ugj <0,
Yot+Ay Yo

dt

—iner¢né neutralni podminky:

0
3.0« wee{3)
dt Yo+AY ay Yo

Stejné podminky bychom obdrzeli, pokud bychom vychylili vzduchovou
Castici v pocateCnim okamziku ¢ = 0 nikoliv v kladném (tedy k severu),
nybrz v zaporném (tedy k jihu) sméru osy y. Stabilitni analyzu pro jizni
polokouli, kde £, < 0, si ¢tenaf jist€ provede bez vétSich obtizi sam.

Pozndmka 5: vezmeme-li v uvahu, Ze relativni vorticita & zdkladniho zonalniho geo-
strofick¢ho proudéni u, () je dana vztahem

gg:_ ga

muzeme kritéria pro inercni stabilitu (12.9a) psat s prihlédnuti k rovnici (12.6) v elegantnim
tvaru, kterému byva v nékterych monografiich davana piednost:

—ineréni stabilita: [ /(f+&)] >0,

Yo

—ineréni instabilita: [ f(f+&,)] <0, (12.9b)

Yo

—iner¢ni neutralita: [ f(f+ @)J =0.

Yo
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12.2 Nelinearni zobecnéni podminek ineréni instability

Uvédomme si, Ze pti odvozeni kriterii pro iner¢ni stabilitu (12.9) jsme brali
v tvahu pouze linearni zménu zonalni rychlosti vzduchové ¢éstice a zonalni
geostrofické rychlosti zakladniho proudéni. Také jsme nebrali zietel na
zmeénu Coriolisova parametru v severojiznim sméru. Ziskana kritéria (12.9)
jsou pak platnd pouze v nevelké vzdalenosti vzduchové Castice od jeji
vychozi polohy yy. Nyni stabilitni kritéria zobecnime, sledujice uvahy publi-
kované v [4], na nelinearni pfipad. Je vyhodné tato kritéria formulovat
vzhledem ke kinetické energii meridionalné vychylené vzduchové Castice.
Jestlize tato energie s Casem poroste, budeme hovofit o inerc¢ni instabilité,
naopak bude-li s casem klesat, ptijde o inercné stabilni piipad.
Derivujme totaln€ podle casu druhou z rovnic (12.3):

d2 df du du,
—u =0, 12.10
dar ( 2 f( de dt ( )
kde celkovou zménu Coriolisova parametru mizeme vyjadrit jako
%:vgizvﬁ(msiw):mzvﬁ. (12.11)
v

V poslednim vztahu pfedstavuje =242 cos@/a takzvany Rossbyho para-
metr, a znaci polomér Zeme a ¢ zemépisnou sitku.

Individualni zména zonalniho geostrofického proudéni, které se neméni
se zemé&pisnou délkou ani s Casem, je v soustavé pevné spojené s pohybujici
se vzduchovou ¢astici rovna

du ou

e, P 12.12
EPRRP (12.12)

Nyni do rovnice (12.10) dosadime za u —ug a du/d¢ z rovnic (12.3), za
df /dt zrovnice (12.11) a za du, /dt (12.12). Tim ziskime vztah

2
ﬂ——COS(DZﬂwLLstingo(

d*  sing a dt

aug
=0. (12.13)
oy

Vypoctéme

df 1 1dv*) df 1 dv 1 d( dvj dv dgo
vV— |=— singp —v—-cos p——
dr s1n¢)2 dr dt sinp dt ) sing|dr\ df dt dt
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Protoze
2 2
dr oy a dt\ dt dr dr
muzeme psat

2 2 2 2
d '1 1dv')_ ‘1 (ﬂj Y d_;/_Cf)S(DV_ﬂ. (12.14)
dt\ sing 2 dt sing \ dt sinp dt” sing a dt

Vynéasobime-li rovnici (12.13) vyrazem v/sing a dosadime-li do ni pro-
sttednictvim (12.14), ziskdme

2 2 o
L L - (ﬂj 2| -2 (2.15)
dt\ sing 2 dt sing \ dt oy

Posledni rovnici integrujme od pocatecniho okamziku #, do né&jakého casu .
Tedy

2 2 t 2 a
D (O W o 1 (gj —oov| - |gr
sing 2 dt sing 2 dt " sing \ dt’ oy

fo
(12.16)

Na levé strané posledni rovnice se objevuje zmeéna mérné kinetické energie

2

d (v

E(_j vychylené Castice v Case ¢. Prava strana obsahuje pocate¢ni zménu
2

. . v ;o . . - v P ICTI

této energie [—(?H , kterd je kladna, protoze jsme piepokladali, Ze

dt

)

vzduchova cCastice je na pocatku v klidu, w(#)) = 0. Pohyb vzduchové Casti-
ce bude stabilni, pokud jeji kinetickd energie bude klesat, to znamena
d (v d (v o .
S <o, Naopak pokud — Y 1so0 , bude kineticka energie vzduchové
de{ 2 de{ 2

Castice s Casem rust, coz odpovida instabilni situaci. Druhy ze jmenovanych
pripadil nastava, je-li

ou
¢ <0, (12.17a)

n=f- 5
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protoze pak jsou vSechny ¢leny v rovnici (12.16) kladné (na severni
polokouli, kde sing> 0). Podminka (12.17a) ptedstavuje postacujici pod-
minku iner¢ni instability v nelinedrnim piipad€. Neni vSak mozné podob-
nym zpusobem formulovat postacujici podminku stability. Je-1i totiz

ou
£50, (12.17b)
oy

n=f-

neni vilbec jasné, zda je integral na pravé stran¢ rovnice (12.16) kladny
2

.. 14 r 1o . 1 , ~
nebo zaporny. Avsak je-1i iy > 0, musi byt tento integral zaporny, coz
t

nastava v ptipad¢, ze plati vztah (12.17b) a navic musi druhy ¢len ve zminé-
ném integralu svoji absolutni hodnotou pfevySovat prvni ¢len v tomto
integralu. Kritérium (12.17b) tedy pfedstavuje nutnou podminku ineréni
stability. JeSté si povSimnéme moznosti, ze je podél celé trajektorie vzdu-
chové cCastice

8ug
0

n=f- =0. (12.17¢)
Pfipomenime, ze v linedrnim pfiblizeni tato situace odpovidala neutralnimu,
chcete-li indiferentnimu, ptipadu. Pohledem na rovnici (12.16) vSak vidime,
ze podrobnéjsi rozbor, obohaceny o nelinearni prvky, neutralni situaci nepfi-
pousti, protoze pii platnosti rovnosti (12.17¢) je integral ve vztahu (12.16)
kladny a v diisledku toho kineticka energie vzduchové ¢astice s Casem roste.
Nelinearni rozbor tedy ,pfevraci® linearn¢ neutralni situaci na instabilni
piipad.

Iner¢ni instabilita byla v geofyzikalnim kontextu, jak jiz bylo castecné
zminéno v uvodu této kapitoly, pozorovana v fad¢ atmosférickych jevi celé
fady méfitek, od boutek a mezoméfitkovych konvektivnich systémt az po
tryskové proudéni. Pro strucny piehled odkazujeme Ctendie naptiklad na
publikaci [28]. Zavérem této kapitoly se zastavme ve strucnosti prave
u iner¢ni instability tryskového proudéni. Ve volné atmosféie bez tryskové-
ho proudéni obvykle meridionalni gradient zonalniho proudéni, v naSem
pojeti u, /Oy, nebyva vetsi nez 10 ms™' na 100 km, tedy du, /dy ~1075".
To je velikost srovnatelna s hodnotou Corilolisova parametru f ve stiednich
zemé&pisnych $itkach (na 45° severni §itky je /=~ 1,04-10*s"). Odtud vy-
plyva, ze oblasti bez tryskového proudéni jsou ineréné stabilni (nebo
,»prinejhorSim* neutralni v intencich linedrniho pfistupu). Obratime-li pozor-
nost k tryskovému proudéni na severni polokouli, a to na severni stranu od
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osy tryskového proudeni, tedy du, / 0y <0, vidime, Ze zde je 7> 0 a je tedy
splnéna nutnd podminka iner¢ni stability. Severni strana od osy tryskového
proudéni mé tedy tendenci byt inercné stabilni (i kdyZ musime mit stale na
paméti, Ze jde o nutnou podminku stability). Naproti tomu na jizni stran¢ od
osy tryskového proudéni je Ou, [0y >0, a tedy pii silném meridiondlnim
gradientu rychlosti proudéni miize byt tato oblast ineréné instabilni. Z toho
vyplyva, ze jizni strany tryskového proudéni na severni polokouli jsou
mistem potencidlni meteorologické aktivity.
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13 SYMETRICKA INSTABILITA

V tomto oddile vylozime problematiku symetrické stability, respektive
instability. Tento mechanismus ma dilezitou tlohu pii formovani oblac¢nosti
a srazek subsynoptického méfitka, a to ve formé& past Sirokych pfiblizné 10 az
50 km a dlouhych 100 az 500 km. Tato obla¢nost, poptipad¢ srazky, byvaji
obvykle pozorovany v siln¢ baroklinnich oblastech v souvislosti s atmosfé-
rickymi frontami, nicmén¢ predstavuji samostatné utvary. Je pro n¢ charak-
teristické, ze se fadi do valeckii rovnobéznych s vektorem primérného
gradientu rychlosti proudéni. Pravdépodobnym zdrojem vzniku uvedenych
utvarl je pravé symetrickad instabilita [3]. Alternativnim ndzvem pro tento
typ instability je Sikma konvekce (slantwise convection, viz naptiklad [35]).
V piedchozich oddilech jsme se zabyvali situaci, kdy vzduchova c¢éstice
byla stabilni pfi ryze vertikdlnim pfemisténi a oscilovala kolem své poca-
tecni polohy s Brunt-Vaisalovou frekvenci; tento stav odpovidal stabilnimu
vertikalnimu zvrstveni atmosféry. Také jsme popsali ptipad, kdy byla vzdu-
chova ¢astice stabilni viici svému Cisté horizontalnimu pfemisténi; pak jsme
hovofili o iner¢ni stabilité. Je vSak mozné také takova situace, kdy je zming-
na Castice stabilni oddélené jak viici ryze vertikalnimu, tak vzhledem k Cisté
horizontadlnimu vychyleni ze své plvodni polohy, ovSem instabilni vici
premisténi v naklonéné (Sikmé) rovin€ — odtud nazev Sikma konvekce.
Mechanismus symetrické instability popiSeme opét prostfednictvim me-
tody castice a vzhledem k charakteru cirkulace ve formé jiz zminénych
valeCkl budeme piedpokladat, ze jak zdkladni stav atmosféry, tak pertur-
bace jsou nezavislé na jedné z horizontdlnich soufadnic, ktera tedy
predstavuje osu symetrie proudéni. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme,

Ze touto osou je osa x, a tedy parciadlni derivace . vSech veli¢in je rovna
X

nule. V takovém piipadé si mizeme vzduchovou ¢astici predstavit ve formée
valecku nebo prstence, ktery se rozprostird ve sméru osy x od —oo do +co.
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Tento valecek necht je vlozen do zdkladniho geostrofického proudéni.
Pokud se bude valecek vracet po vychyleni v Sikmém sméru do své pivodni
polohy, budeme mluvit o symetrické stabilité, bude-li se vzdalovat, situaci
ozna¢ime za symetricky nestabilni. Pfitom budeme ptfedpokladat splnéni
obvyklych podminek pii aplikaci metody Castice, tedy pfizptisobovani tlaku
uvniti vzduchového vélecku okolnimu tlaku a dale, Ze cely proces je
adiabaticky. Protoze je odvozeni podminky symetrické instability do jisté
miry analogické napfiklad s odvozenim podminky iner¢ni instability, dovo-
lime si postupovat ponékud rychleji a nékteré¢ dil¢i kroky pii vypoctech
vynechame s tim, ze podrobnosti odhali jist¢ saim c¢tenaf, nebo je nalezne
v n¢které¢ z publikaci [35, 36, 37]. Zejména na tvahach z prvni ze jmeno-
vanych monografii je zaloZen nas dalsi postup.

Pfi rozboru se zaméime na situaci na severni polokouli, kde je /> 0.
Rovnice zékladniho geostrofického proudéni, do kterého je vzduchovy va-
leek vlozen a s nimz je na pocatku v rovnovaze, maji tvar shodny s rov-
nicemi (12.1), tedy

Lo, _1&_ (13.1)

ug— , Vg—
pf oy pf ox

Pohybové rovnice pro vzduchovy valecek ve sméru soutadnicovych os x a y
muZeme psat ve tvaru

du 1 op dy

de p Ox fr=70 vt% )=pr=1 de (13.22)
dv 1 op
2 4= —u). 13.2b
dt  poy Ju= 1y —u) ( :

Ptemistime-li nyni vzduchovy valecek ve sméru osy y o Ay a ve vertikalni
sméru o Az a budeme pfitom predpokladat, Ze se od své vychozi polohy
pfili§ nevzdalil, mizeme rychlost zakladniho geostrofického proudéni ve
vztahu (13.2b) v nové poloze valeCku aproximovat prvnimi ¢leny Taylorova
rozvoje. Ze vztahu (13.2b) pak dostavame

dv ou Ou
— = flu,(¥5,20) +| =2 Ay +| —=£ Az—u|. (13.3)
dt )y ), . oz ) .

Casovou integraci rovnice (13.2a) dostdvame pro rychlost vzduchové
trubice ve sméru osy x v ¢ase t vyraz
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u(®)=u,(yy,z,)+ fAy. (13.4)

Vzhledem k charakteru trubice rozprostirajici se rovnobézné s osou x od —oo
do +oo by bylo piihodnéjsi nez o pohybu samotné trubice ve sméru osy x
mluvit o pohybu vzduchovych ¢astic uvniti této trubice. Dosadime-li za u
v rovnici (13.3) vyjadieni (13.4), obdrzime

5 5
(QJ e B VI . A (13.5)
dt yoiﬁi’ aZ Yo-Z0 ay Y020

Jak si jisté ¢tenaf vSiml, neuvazujeme zmény Coriolisova parametru f, nebot’
predpokladédme, Ze premisténi vzduchového valecku je dostate¢né malé, a te-
dy 1 zmény Coriolisova parametru jsou zanedbatelné. Vyjadieme nyni
v poslednim vztahu vertikalni gradient geostrofického zondlniho proudéni.
Z poznamky v oddile 17, nebo napiiklad z [3,5] vyplyva, ze pro zminény
vertikalni gradient miizeme psat piiblizny vztah

0
o, __ g 09 (13.6)

Oz 0oy

Vyjadieme sklon izentropickych ploch, tedy ploch o konstantni
potencidlni teploté. Na takové plose evidentné plati

dﬁzﬁdy+%dzzo (13.7)
oy 0z

a pro jeji sklon tedy postupné dostavame

06 ou
—- fig
% :_a_y:i (13.8)
dy), 00 gaod”° '
oz 0 oz

kde jsme vyuzili vztahu (13.6).

Z dalsiho kroku vyplyne, pro¢ jsme vyjadfovali naklon plochy konstantni
potencidlni teploty. Premistime-li nd$ vzduchovy véalecek pravé po této
plose, mizeme vztah (13.5) s ptihlédnutim k (13.8) psat ve tvaru
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[(’%tgj

dv ou, oz ), . ou,

_ 0% (A _ _ g A
(_dt ij+Ay f ( = 1’0’20 f 2 00 (Ay)y—| f P . (Ay),

(13.9)

Neni obtizné nahlédnout, Ze v prvnim ¢lenu ve sloZzené zavorce posledniho
vztahu vystupuje Richardsonovo ¢islo (viz vztahy (8.1) a (5.12)) a ze ¢len v
hranaté¢ zavorce (13.9) ptfedstavuje absolutni vorticitu zakladniho geostro-

Uy

fickeho proudéni 7, =&, + f =- + f . Védomi si téchto skutecnosti,

muzeme dospét k rovnici pro zrychleni vzduchového vélecku, vychyleného
podél izentropické hladiny, ve sméru osy y:

d’ | G+ ) 1
—(Ay), + £ -— [(Ay), =0, 13.10
iz e+t { A (Ay), (13.10)
. Lo . (dv d’ y , ,
kde jsme vyuzili faktu, ze | — =—(Ay),. Oznatme dale druhy Clen
dt J’o:g dt
v rovnici (13.10) jako @, tedy
+
o= 2|t 1] (13.11)
‘ f Ri

Z diferencialniho poctu je dobfe znamo, ze pokud je @’ >0, ma feSeni
rovnice (13.10) tvar harmonickych kmita s kruhovou frekvenci a:

(Ay), = A coswt+ B sinawt, (13.12)

kde 4, a A4, jsou integracni konstanty, které ur¢ime z poc¢atecnich podminek.
To odpovida symetrické stabilité, kterou je mozné s piihlédnutim k (13.11)
charakterizovat nerovnosti

Ri>—] ~1. (13.13)
St /S

Je-li vyraz v hranaté zavorce v rovnici (13.10) zaporny, ma feSeni této
rovnice obecné tvar
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(A), = 4,1 + Be (13.14)

kde A4, a B, jsou opét integracni konstanty. Je ziejmé, ze podle vztahu
(13.14) by se vzduchovy valecek vzdaloval od své pocatecni polohy.
Jednoduchymi algebraickymi upravami se muzeme piesveédCit, Ze tato
symetricky instabilni situace miiZe nastat, je-li

S ~1.
St/

Posledni vztah vyjadiuje nutnou podminku symetrické instability. Pfipome-
neme-li si definici Richardsonova c¢isla (8.1), je patrné, ze pti stabilnim
vertikdlnim zvrstveni atmosféry miZze symetricka instabilita nastat v pfi-
pade, kdyz je vertikalni gradient zakladniho proudéni dostatecné velky,
nebo v oblastech, kde je geostrofickd vorticita & velmi mald popiipadé
anticyklonalni (& <0).

V elegantnim tvaru lze nutnou podminku symetrické instability vyjadrit
prostfednictvim Ertelovy potencidlni vorticity, definované vztahem (viz
napiiklad [3, 10, 38])

Ri< (13.15)

g :WV—W.VQ, (13.16)

Yo,

kde k ptedstavuje jednotkovy vertikalné orientovany vektor. Dosadime-li do
(13.6) za vektor rychlosti proudéni v vyjadieni pro zékladni zonalni
geostrofické proudéni, vypocteme gradient potencidlni teploty € a prove-
deme sérii uprav, dostaneme

b/
Yopoz| f 890 | poz

0 oz

_S20 §g+f—( oz fag(—ég“f—%) (13.17)
1

Z posledni rovnice a z podminky (13.15) vidime, ze pii stabilnim verti-
kalnim zvrstveni atmosféry (06/0z >0) miZeme nutnou podminku ineréni
instability psat jednoduse jako

1, <0. (13.18)
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Vyuzijeme-li navic vztahu mezi absolutni vorticitou v z systému, s nimz
jsme dosud pracovali, a v #systému

g+ f=E+ D+t
Ri
vyplyva ze vztahu (13.17) pro Ertelovu potencidlni vorticitu v € systému, ze
106
I, =——(,+ f), (13.19)
p Oz

a nutnou podminkou symetrické instability ve stabiln¢ vertikaln¢ zvrstvené
atmosféte je pozadavek, aby na izentropické ploSe byla absolutni vorticita
zaporna:

(&, +/)y <0. (13.20)
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14 BAROTROPNI A BAROKLINNi §
INSTABILITA Z HLEDISKA PREMENY
ENERGIE

Barotropni a baroklinni instabilita pfedstavuji mechanismy, které obvykle
zahrnuji procesy synoptického az planetarniho métitka. Tyto mechanismy
jsou primdrnimi zdroji, diky kterym mohou nartistat piivodné¢ malé poruchy
objevujici se v zdkladnim stavu atmosféry, naptiklad v podobé zonalniho
proudéni, a to tak, Ze zminéné poruchy Cerpaji energii pro svij rst pravé na
ukor energie zdkladniho stavu. Z metodického hlediska byvéa vyhodné jak
barotropni, tak baroklinni instabilitu studovat oddélené. V této kapitole vSak
vysetiime oba jevy soucasné pomoci energetickych uvah. Uvidime, Ze
barotropni instabilita je spojena s horizontdlnim gradientem zdkladniho
proudéni, zatimco baroklinni instabilita se realizuje prostfednictvim verti-
kalniho gradientu zadkladniho proudéni. Odpovime na otazku, za jakych
podminek ziskavaji poruchy (perturbace) energii pro svij rist.

V nasich uvahach nebudeme pro jednoduchost uvazovat disipaci energie
tfenim a omezime se na adiabatické procesy. Vztahy budeme linearizovat
vzhledem k perturbacim. Vyjdeme z nasledujici soustavy ,,meteorolo-
gickych® rovnic v p systému:

—tu—+v—+o—=—"+fv, (14.1a)

—tU—+V—+O—=——— fu, (14.1b)
ot ox Oy op oy
o __RT (14.1¢)
ap p
or , aT+va—T+co6—T=ECO, (14.1d)

— u_
ot ox oy dp c,p
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ou oOv Ow
—+—+—=

0. (14.1e)
ox 0Oy Op

Jedna se postupné o dvé pohybové rovnice na izobarické plose, rovnici
hydrostatické rovnovahy, energetickou rovnici (prvni hlavni vétu termo-
dynamickou) a rovnici kontinuity. Jednotlivé proménné maji obvykly vyz-
nam, snad jen pfipomenme, ze veli¢ina, se kterou jsme se dosud v této knize
nesetkali, je zobecnéna vertikalni rychlost @ =dp/dt a ¢ piedstavuje geo-
potencial. Z uvazovaného tvaru pohybovych rovnic je zfejmé, Ze pracujeme
v synoptickém az planetarnim métitku (viz napiiklad [5]). Okrajové pod-
minky platici pro proudéni budou

w=0 pro p=0,p=p,, (14.2a)
v=0 pro y=-d,y=+d. (14.2b)

K proudéni tedy dochazi v ,kanalu®“ s neprostupnymi zonalné orientova-
nymi hranicemi ve vzdalenosti y =+ d od pocatku soufadnicové soustavy.
Tlak na zemském povrchu jsme oznacili jako po. Dale budeme pted-
pokladat, ze vSechny hledané proménné a jejich derivace jsou periodické
podél osy x mifici smérem na vychod s periodou odpovidajici vzdalenosti L,
to znamena, Ze, symbolicky zapsano,

X(x)=X(xtL). (14.2¢)

Zakladni stav naSeho modelu bude charakterizovan veli¢inami u , v, @,
T, ¢ , které spliuji vztahy

u=u(y,p), v=0, @=0, (14.3a)

13§ oF_, o _RT

u=———-—,
f oy Oox op

a predstavuje tak zonalni geostrofické proudéni, které je s piihlédnutim
k (14.1¢) v hydrostatické rovnovaze.

Na zakladni proudéni necht’ jsou superponovany poruchy v poli rychlosti
proudéni (u',v',@"), teploty 7' a geopotencidlu ¢’ zavisici na Case i na
prostorovych soufadnicich. Vysledny stav bude popsan veli¢inami

v, p) (14.3b)

5

u(y,p)+u'(x,y,p,t), v(x,y,p,t), @'(x,y,p,t),

_ , _ , (14.4)
T(y,p)+T'(x,y,p,1), ¢(y,p)+d'(x,y,p,0).
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Pfitom ptfepokladédme, Ze poruchové proménné jsou alespon o fad mensi nez
veli¢iny popisujici zakladni stav.

Vyjadieni (14.4) nyni dosadime do vychozich rovnic (14.1), ve kterych
zanedbame Cleny obsahujici dvé a vice veliCin popisujicich perturbace.
Naznaceny postup predvedeme na pohybové rovnici ve sméru souradnicoveé
osy x, pro kterou dostdvame

ﬁ(ﬁ+u’)+(ﬁ+u’)£(ﬁ+u’)+v’i(ﬁ+u’)+w’i(ﬁﬂt’) =
ot ox oy op

a n ’ '
=——(d+4)+ IV,
ox
coz rozepsano na jednotlivé cleny dava rovnici:

ou ou _ou _ou ,0u ,ou ,0u ,0v ,0u ,ou
—t—tU—FU—FU —+ U —+V —+V —+ O —+ 0 — =
ot Ot Ox ox ox ox oy oy op op
—— — —_—

-0 =0 =0 nelin. nelin. nelin.

Vynechanim nulovych ¢lent a zanedbanim c¢lenti nelinedrnich vzhledem k
perturbacim obdrzime
ou' _ou ,0u ,0u 0¢’
+ + + =——+4

. (14.5a)

—tu—+V—+ow
ot ox oy op ox

Obdobnym zptisobem ziskame 1 zbyvajici rovnice pro perturbace:

N g (14.5b)

ot ox oy
o __RT" (14.5¢)

p p
a—T+L78—T+v’a—T+a)’8—T+a)' or _1RT =0, (14.5d)

ot ox oy op d ¢, p

w00y, (14.5¢)

ox oy Op
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Definujme kinetickou K’ a dostupnou potencialni energii 4’ poruch
takto [39]:

K”slj@/?+w6dV, (14.6)
2V
2
a=1[lR TV, (14.7)
2V0'p

kde J- ..dV znaci integraci ptfes oblast ohrani¢enou izobarickymi hladinami
V

po a p=0, v meridionalnim sméru hranicemi y=d a y=—d, v zondlnim

sméru jednou periodou vinové poruchy o vinové délce L. Symbol o pied-

stavuje parametr statické stability atmosféry definovany pomoci mérné hu-

a 00

stoty « a potencialni teploty #vztahem o = 0
/4

Casova zména kinetické energie poruch je rovna

6£ j( 6u jdV
at at

Vynasobime-li rovnici (14.5a) veli¢inou ', rovnici (14.5b) veli¢inou V'
a takto vzniklé vztahy dosadime do naposledy uvedené rovnice, ziskdme

oK :—I u'v'a—u+u'a)'a—u+u'%+v'%+ﬁu'a—u+ﬁv'a—v dar.
ot y op ox oy ox ox

Integraci per partes se mizeme piesveédcit, Ze integraly poslednich dvou vy-
razl ptredchozi rovnice jsou rovny nule diky okrajovym podminkam (14.2).
Dale integrujme per partes tteti a ¢tvrty ¢len posledni rovnice:

¢' , 0 ou' ov
I D O

,0¢' R
1 90 4y — j pdV !prdV,

kde jsme opét ptihlédli k okrajovym podminkam (14.2), rovnici kontinuity
(14.5¢e) a rovnici hydrostatické rovnovéahy (14.5¢c). To tedy znamend, Ze pro
zménu kinetické energie perturbaci mizeme psat
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ai:_ju'v'a—”dV—j' U gy jﬂa)'r'dV. (14.8)
at v ay 174 ap Vp

KK KoK K'oA'
barotropni baroklinni

Casova zména potencialni energie perturbaci je rovna

o j——T’—dV
op ot

Vynasobme rovnici (14.5d) veli¢inou 7"’ a pouzijeme-li definici parametru
statické stability spolu s definici potencidlni teploty, potom po dosazeni do
posledni rovnice mlizeme psat pro zménu dostupné potencialni energie
perturbaci

‘M j—— Lar 9T T o i lay
ox oy R

Integraci per partes se lze presvédcCit, Ze prvni ¢len v piedchozi rovnici
vymizi diky okrajovym podminkam (14.2). Poté dostdvame

_ le_sz or Tavs j TV, (14.9)

A A' K'e& A
baroklinni

Prvni a druhy ¢len na pravé stran¢ rovnice (14.8) reprezentuje barotropni

a baroklinni pfeménu kinetické energie K zékladniho zonalniho proudéni
na kinetickou energii poruch K’ (nebo opacné). Instabilita, kterd zavisi na
horizontalnim gradientu zékladniho proudéni, se nazyva barotropni instabi-
lita. Tteti Clen na pravé strané rovnice (14.8) se objevuje i ve vztahu (14.9),
ovSem s opa¢nym znaménkem, a reprezentuje transformaci mezi dostupnou
potencidlni energii’ A' akinetickou K’ energii poruch. Prvni &len na pravé
stran¢ rovnice (14.9) popisuje piechod dostupné potencialni energie mezi
zékladnim stavem a poruchami. Tato transformace se realizuje prostred-
nictvim mechanismu baroklinni instability, protoZe gradient teploty 67 / oy
je s vertikdlnim stfihem vétru 0u/dp spojen prostfednictvim rovnice ter-

*) Skutené hovoiime o pfeméng dostupné potencialni energie. Je totiZ dobfe znamo, Ze jen mala E4st
celkové potencialni energie atmosféry se muize transformovat v kinetickou energii. Této Casti
potencialni energie fikame pravé dostupna potencialni energie. Blize viz napiiklad [40].
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malniho vétru (viz naptiklad [5]), v naSem piipade au = _aor . O insta-

o ST oy
bilit¢ zavisejici na vertikdlnim gradientu proudéni hovotime jako o baro-
klinni instabilite. Ta méa podle rovnic (14.8), (14.9) a diky uvaham
o termalnim vétru dva zdroje — jak je ve zminénych rovnicich vyznaceno.
Pedlosky vsak [10] upozoriiuje na to, ze pti kvazigeostrofickych pohybech
velkého méftitka jsou vertikalni Reynoldsova napéti '@’ tak mala, ze jejich
vzajemné pusobeni s vertikalnim gradientem rychlosti proudéni piedstavuje
zanedbatelny zdroj perturbacni kinetick¢é energie a clen obsahujici
u'w'(0u/dp) 1ze v rovnici (14.8) zanedbat ve srovnani s barotropnim ¢&le-
nem u'v'(0u/dy). Tento barotropni &len je navic mensi ve srovnani s po-
slednim clenem v rovnici (14.8), resp. (14.9). Z vySe uvedeného je mozné
ucinit zaver, Zze pro pohyby velkého méfitka ve stfednich zemépisnych
Sitkach je hlavnim zdrojem kinetické energie perturbaci, tedy instabilni
situace, dostupna potencialni energie perturbaci, ktera je ¢erpana z dostupné
potencialni energie zakladniho zonalniho proudéni.

Shrnuto jinymi slovy: v ryze barotropnim piipad¢ je zdrojem kinetické
energie perturbaci kineticka energie zakladniho zonalniho proudéni, zatimco
v baroklinni atmosféfe je timto zdrojem zejména dostupnd potencialni
energie zakladniho stavu, ktera se v kinetickou energii perturbaci pfeméiuje
pfes meziclanek, pfedstavovany dostupnou potencialni energii perturbaci
(posledni ¢len v rovnicich (14.8) a (14.9)).

V dalSich kapitolach této knihy budeme studovat piipady barotropni
a baroklinni atmosféry oddélené, kdy existuje vzdy jen jeden nenulovy
gradient rychlosti proudéni; bud’ horizontalni, nebo vertikdlni. V obecném
piipadé, kdy jsou nenulové oba dva gradienty rychlosti proudéni, je pro
instabilitu pochopitelné nutné, aby soucet zdrojii kinetické energie poruch
byl kladny. Jsou celkem tifi moznosti, jak toto splnit. Jednak v trividlnim
pfipadé¢ mohou byt kladné jak tok dostupné potencidlni, tak i kinetické
energie od zékladniho proudéni k perturbacim. Je mozna 1 konfigurace, kdy
baroklinni instabilni poruchy odebiraji dostupnou potencidlni energii
zékladnimu stavu, ale souCasné generovana horizontalni Reynoldsova napéti
spolu s horizontalnim gradientem rychlosti zonalniho proudéni ,,navraceji‘
kinetickou energii zpét, a tak dochazi k zesilovani gradientu hybnosti
zékladniho proudéni. Tomu odpovida situace, pti kter¢ je jadro baroklinniho
proudéni urychlovano a jeho okraje jsou zpomalovany. V instabilnim pfti-
pad¢ musi energie odebirana zédkladnimu stavu pievySovat energii navrace-
nou zpét. Treti moznost spoc¢iva v tom, Ze dochdzi k rozvoji barotropni
instability, ktera ,,vysvobozuje* kinetickou energii zékladniho stavu, ale
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zaroven tok dostupné potencialni energie smefuje od fluktuaci k zakladnimu
stavu a zvétSuje tak jeho teplotni gradient. K celkové instabilité je pak nut-
né, aby barotropni instabilita, pokud jde o toky energie, pfevysila baroklinni
stabilitu.
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15 FORMULACE ROVNIC PRO STUDIUM
STABILITY KVAZIGEOSTROFICKYCH
ATMOSFERICKYCH POHYBU

Tak jako jsme na pocatku knihy v pojednani o stabilité¢ proudéni mensich
méfitek odvodili vztahy, které byly v dalSich kapitolach naSim vycho-
diskem, odvodime nyni rovnice, které budou zdkladem pfti studiu proudéni
velkych meéfitek ve stiednich zemeépisnych Sitkach. Predmétem naseho
z4jmu bude barotropni a baroklinni instabilita, které jsme z energetického
hlediska prozkoumali v ptedeslé kapitole. Pomérn¢é dobife do naSeho ramce
zapada i vyklad o iner¢ni instabilité, jejiZz mechanismus byl v kapitole 12
vylozen tak, ze jej mizeme povazovat i za vysvétleni zdkladniho mecha-
nismu barotropni instability. Nasim hlavnim zadmérem v nésledujicich
¢astech knihy bude vylozit mechanismus stability a instability pohybt syno-
ptického mefitka ve stfednich zemépisnych Sitkach a ukazat, za jakych
podminek se tyto pohyby mohou stat instabilni, coz by signalizovalo moz-
nost cyklogeneze.

Pohyby zminéného meéfitka mizeme popsat rovnici vorticity v kvazi-
geostrofickém pfiblizeni

0 ow
gvi!”ww'vp(vi%”*f):fog’ (15.1)

kde v, =kxVy je vektor rychlosti nedivergentniho proudéni, a dale
termodynamickou rovnici, ktera ma v adiabatickém pfiblizeni tvar

OIW |y |V 02, (15.2)
ot\ op "\op ) S,

V téchto rovnicich y piredstavuje proudovou funkci a f; je hodnota
Coriolisova parametru f na referen¢ni stiedni zemépisné Sifce ¢y, obvykle
volené jako 45° severni $itky. Z obou rovnic je patrné, ze nadale budeme
pracovat v p systému a standardni soufadnicové soustavé. Ctenafe, ktery
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neni seznamen s odvozenim uvedenych rovnic, odkazujeme na nékterou
z nasledujicich publikaci [3,10,41,42]. Poznamenejme jesté, ze dale bude-
me piedpokladat zjednoduseny vztah mezi geopotencidlem ¢ a proudovou

funkei ¢=fow.
Vynasobme rovnici (15.2) vyrazem f;’ /a a poté derivujme parcialné
podle p. Naznacenym postupem dostaneme vyraz

szala'// vV 22161// fo .
ot op\ o op v oplo op op

Posledni rovnici secteme s rovnici (15.1), ¢imz ziskdme
0| » o 1oy ) oy
—| I Vy+f,—|——||+Vv, -V |[Viy+f+ =0, (15.3a
af{ i J%@p[a ﬂ ’ [ v fo( P (1530

kde mtzeme oznadit

T=Vy+f+f; [;‘Zj (15.3b)

Veli¢inu /7 nazyvame kvazigeostrofickou potencialni vorticitou” a (15.3a)
rovnici kvazigeostrofické potencialni vorticity.

Predpokladejme, ze zakladnim stavem je ryze zondlni proudéni, popsané
geostrofickou proudovou funkci w(y, p), které odpovida rychlost proudéni

U=—%—"7(y,p). (15.4)
y

Na zakladni stav necht’ jsou v poli proudéni superponovany malé poruchy,
|l/7|. Vysledné

popsané perturbacni proudovou funkci w'(x,y, p,t),

pole proudéni je pak charakterizovano proudovou funkci, ktera je souctem
proudové funkce zakladniho stavu a poruchové proudové funkce:

w(x,y, p,0) =y (¥, p)+y'(x, 3, p,1) . (15.5)
Dosadime-li (15.4) a (15.5) do (15.3), ziskdme

ot ox ox Oy

* . ~ 4 ~ : : ~r 7 4 ~ 4 :r 4 L3N]
) Poznamenejme, Ze ve druhé &asti knihy pouZivaime misto oznaeni ,,potencialni vorticita“
potencialovy vir®.
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kde

g=vy 2 LoV (15.7)
i op\ o op

je perturbacni potencidlni vorticita a veli¢ina

7 2
a_H:ﬂ_a_li_ 023 l@_U (15.8)
oy oy dp\ o Op

predstavuje meridionalni gradient potencidlni vorticity zakladniho stavu /7 ,

[la_;;j' (15.9)

_ _ 0
I=Vy+f+f —
A foa >

P

Vzhledem k tomu, ze vSechny poruchové veli€iny povazujeme v abso-
lutni hodnoté za mensi alespoii o fad nez jim odpovidajici veli¢iny zéklad-
niho stavu, miizeme v prvnim ptiblizeni v rovnici (15.6) zanedbat vSechny
Cleny, které jsou nelinearni vzhledem k porucham. Takovym clenem je

jakobian J(y',q"). Linearizovana forma rovnice potencialni vorticity po-
ruch je

(ﬁwﬁjqwa—‘/’aﬂ:o. (15.10)
ot ox ox Oy

V souladu s metodou normalnich moda polozme opét,

y' =y (y, p)e" (15.11)

a dosad'me toto vyjadieni do rovnice (15.10), kterou je pak mozno psat
nasledovné:

. ) _
U -c) a'/z’—kzynf(f Lov |, 0T 5 . (15.12)
oy o Op oy

Analogicky upravime i termodynamickou rovnici. Do vztahu (15.2)
dosadime pomoci (15.4) a (15.5):

(Q+UEJG_W_5_WG_U+J w2109 o (15.13)
ot ox) dp Ox Op op fo
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Posledni rovnici linearizujeme opét zanedbanim jakobianu J (;//',aa—wj.

Tzn., ze

5 ox

op ox op f,

kde perturbacni proudovou funkci ' vyjadiime vztahem (15.11) a obdobné
polozime

(6+U‘3ja‘/’ v oU o0 _y), (15.14)

o =ad(p)e* . (15.15)
Pomoci vztahti (15.4), (15.11) a (15.15) ptejde rovnice (15.14) na tvar
kU -0 _ix Y 192 . (15.16)
g

Rovnice (15.12) a (15.16) tvoii vztahy, které v dal$im textu pouzijeme pfi
zkoumani stability kvazigeostrofickych pohybti.
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16 NUTNA PODMINKA BAROTROPNI
INSTABILITY

V této kapitole odvodime nutnou podminku barotropni instability v rotujici
atmosfére, ktera je jistym zobecnénim Rayleighova teorému. Jako vycho-
disko nam poslouzi rovnice potencialni vorticity (15.12), ovSem v baro-
tropnim pfiblizeni. Budeme tedy uvazovat ryze barotropni zakladni stav se
zonalni rychlosti proudéni zavisici pouze na meridiondlni soufadnici
U = U(y) a amplitudovou funkci poruch ¥ (y), ktera bude funkci rovnéz jen
soufadnice y. Za téchto predpokladli piejde rovnice potencidlni vorticity
(15.12) na tvar

(U—c)(dzyz}—kzy?J+(ﬂ—d2[{Jl/7. (16.1)
dy dy

Necht je proudéni omezeno neprostupnymi hranicemi rovnobéznymi s osou
x, kterd je orientovand smérem k vychodu rovnobézné se zakladnim
zonalnim proudénim. Neprostupné hranice situujme do vzdalenosti y =—d
ay=d rovnobézné s osou x. Na zminénych neprostupnych hranicich plati
nasledujici okrajové podminky

w(y=2d)=0. (16.2)
Rovnici (16.1) vynasobme komplexné sdruzenou funkci 17 k v :

/\*dz’\ A AK dzU A A K
U=0)|§' Bk’ |+ B——— | =0.  (163)
dy dy

Prvni ¢len ve druhé zévorce levé strany posledni rovnice upravime pomoci
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2 A
+A*d1€
dy

df-dv)_|dgf
dy v dy dy

a po vyd¢leni rovnice (16.3) pomoci (U — ¢) dostaneme

dy v dy dy

Integrujeme-li posledni rovnici od —d do +d a ptihlédneme-li k okrajovym
podminkam (16.2), obdrzime

|t

“\ld

J Jo-jeripee

kde jsme na pravé stran& vynasobili &itatele i jmenovatele funkci (U—c)’,
tedy komplexné sdruzenou veli¢inou k (U — ¢). Rozlozime-li dale fazovou
rychlost ¢ na redlnou a imagindrni slozku, c=c, +ic;, miZeme rovnici
(16.5) uvadet ve tvaru

74

“(ld 2
(16.6)

d2
-J o] B

Porovnanim realné a imaginarni ¢asti v této rovnici zjistime, Ze

2

A

2_

(16.4)

U -

2
+ iy

A

74

y,  (16.5)

2
+ k2w

-

2
cl

7" dy=0. (16.7)

Ly

Z posledniho vztahu je evidentni, ze pokud existuje silici instabilni porucha
s ¢;> 0, musi platit pro n&jaké y, lezici mezi—d ad , Ze

2
(ig—ﬂj =0, pro —-d<y <d. (16.8a)
Ly

Vi

Tato podminka pfedstavuje nutnou podminku barotropni instability. Na-
opak, je-li
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2
(((11(2]—,6']7&0, pro viechnay: —d <y<d, pakmusibytc,=0. (16.8b)
y

Podminka (16.8b) je postacujici podminkou barotropni stability. Tyto
stabilitni podminky odvodil Kuo [30] a je mozné je povazovat za zobecnéni
Rayleighova teorému inflexniho bodu z kapitoly 10.

Vezmeme-li v uvahu, Ze Rossbyho parametr S je definovan jako
meridionalni gradient Coriolisova parametru £, f=df/dy, a ze relativni
vorticita & zékladniho zonalniho proudéni je rovna & =—(dU /dy),
muzeme podminky (16.8) psat vzhledem k absolutni vorticité 77 zakladniho

dU

stavu 7 = f ——:
dy

— postacujici podminka barotropni stability
d7
dy Yk

— nutnd podminka barotropni instability

=0 proné&jaké y, lezicimezi —d ad,
(16.9)

a7 #(0 pro vSechna y lezicimezi —d ad.

dy

Slovné je mozné napiiklad formulovat nutnou podminku barotropni instabi-
lity tak, Ze pokud je zondlni barotropni proudéni barotropné instabilni,
potom ma absolutni vorticita zakladniho proudéni mezi — d a +d inflexni
bod. Analogicky lze formulovat 1 opac¢né tvrzeni vyjadiujici postacujici pod-
minku barotropni stability.

Tak jako pii analyze Rayleighovy rovnice (3.6) jsme ziskali opét ,,jen*
nutnou podminku barotropni instability. NemtUzeme tedy fici, ze proudéni
majici urcité vlastnosti je barotropné instabilni. Nicméné numericka feSeni
rovnice (16.1) pro rizné profily rychlosti proudéni U(y) ukazuji, ze vySe
odvozena nutna podminka barotropni instability je v fad¢ ptipadi i pod-
minkou postacujici [43]. Tato podminka je splnéna v nékterych tlakovych
hladinach v blizkosti intertropické zony konvergence*) (ITCZ) atypicka
vlnova délka poruch o nejsilnéjsi instabilité nabyva zhruba 2 000 kilometrt.
To dobfe odpovidd vlnové délce skutecné pozorovanych synoptickych

") Intertropick4 zona konvergence je oblast nizkého tlaku v rovnikové oblasti, kde dochazi k vyrazné
konfluenci pasati obou polokouli, coz je doprovazeno tvorbou konvektivnich oblakd a vypa-
davanim srazek. Podrobnéji viz napiiklad [44].
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poruch podél jiz zminované ITCZ [43]. Barotropni instabilita se tedy zda
byt vhodnym mechanismem rozvoje slabych poruch podél ITCZ. Jak jsme
ovSem zjistili z energetického rozboru mechanismu barotropni instability
v kapitole 14, dalsi rozvoj poruch prostiednictvim mechanismu barotropni
instability vyzaduje pfitomnost horizontalniho gradientu zonalniho prou-
déni, ktery zprostiedkovava pfeménu kinetické energie zakladniho zonal-
niho proudéni v kinetickou energii poruch. OvSem poruchy synoptického
méfitka v tropické oblasti mohou existovat i pfi absenci silnéjSiho horizon-
talniho gradientu rychlosti proudéni. To nas vede k tvrzeni, Ze po mozném
pocatecnim rozvoji poruch v tropické oblasti diky barotropni instabilité,
neni tento typ instability jiz dominantnim mechanismem pro jejich dalsi
rozvoj. Barotropni instabilita vSak neni jevem, se kterym bychom se setka-
vali jen v tropické oblasti. Mizeme jej zaznamenat i ve stfednich zemé-
pisnych Sitkach, zejména v oblasti tryskového proudéni.

16.1 Priklady moznych barotropné instabilnich profilt
proudéni

Pro ilustraci prostudujme barotropni instabilitu n¢kolika profilii rychlosti
zonalniho proudéni. Uvazujme nejprve ,.kosinovy* profil definovany vzta-
hem [10]:

U=U, cosz(%yj, (16.10)

kde U, ptedstavuje rychlost proudéni v misté y=yy=0 (viz obrazek 16.1).
Nutnou podminku instability (16.8a) je v tomto piipadé, po provedeni
patficnych derivaci, mozné psat nasledovné

1 T
bh=—— ad , 16.11
2COS(dykj ( )
kde
2
b= ﬂzd . (16.12)
U,

Vzhledem k symetrii tlohy je postacujici hledat y; pouze v intervalu (—d, 0).
Je-li f=0, je y, =—d/2. Pii f+0 se yy méni od y=-d/2 po y=—d . Ze
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vztahu (16.11) také plyne, Ze pro instabilitu je nutné, aby b<1/2, coz je
s ptihlédnutim k (16.12) ekvivalentni s pozadavkem

2
Mpﬁ.
T

(16.13)

0,5+

y/d

0,0 4

-0,5

-1,0 . | . r . | . : : |
00 0.2 04 06 08 1,0

un,

Obr. 16.1 Kosinovy profil rychlosti proudéni dany vztahem (16.10).

Nyni zaméfme pozornost na dva profily rychlosti proudéni, které jsou
neohrani¢ené, pokud jde o jejich meridionalni rozsah. Nejprve formulujme
nutnou podminku instability tryskového proudéni s Bickleyho profilem
rychlosti [45]

U =U,sech’ (lj (16.14)
Yo

Zapadni proudéni (Uy> 0) s takovymto profilem muzeme najit ve vysSich
hladinach atmosféry ve stiednich zemépisnych Sitkdch, nebo v ptipadé
vychodniho proudéni (Uy < 0) v tropickych oblastech béhem urcitého
ro¢niho obdobi [42]. Pfi =0 toto proudéni splituje Rayleighovu nutnou
podminku instability, protoze profil rychlosti mé v bod¢ y, inflexni bod.
V obecném piipadé f+# 0 mizeme nutnou podminku barotropni instabity
(16.8a) nahradit pozadavkem
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2
(iygj > 8, (16.15)

kde levé strana reprezentuje maximum druhé derivace U podle y. Polozme
tedy
d’U
dy’

—0 (16.16)

a tuto rovnici vyfeme vzhledem k (d°U/dy?), . Proved'me tedy vypodty

max

podle nazna¢eného postupu. Neni obtizné postupné se presvédcit, ze

dU _ 2Usech’(y/yo)tgh(y/¥,)

dy Yo
d’U U
- =—2[ —2sech* (y/ ) +dsech® (/) tgh* (v/3,) ]
dy™
d’U U,
= :y_g[msech‘*(y/yo)tgh(y/yo)—8sech2(y/y0)tgh3(y/yo)].
0

Reseni rovnice (16.16) pak vede na nasledujici kofeny

Y0 =0,

1
@ _
y =—y,argsech| —— |,
’ [ ﬁj
y? =y, argsech (—Lj,
3

(

1
4)
y =—y, argsech| — |,
' [ﬁj

1

) _

y =y, argsech| — |.
' (ﬁj

2
0

hodnoty _2 5

Yo

Pro koten y'") nabyva 1 , zatimco pro zbyvajici kofeny

2

YOO @ 40 5 - rovno 0

2

3y,

. Z toho tedy plyne, Ze pro splnéni
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podminky barotropni instability (16.15) pfi Bickleyho profilu proudéni musi
byt

2
—2<@<§. (16.17)

0

yly,
o
1

T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

u/y

0

Obr. 16.2 Bickleyho profil rychlosti proudéni definovany vztahem (16.14).

Jako posledni piiklad mozného barotropné instabilniho proudéni uved-
me profil rychlosti ve tvaru

UzUotgh(lJ, (16.18)

Yo

se kterym se mizeme setkat v oblasti intertropické zény konvergence [42].
Analogickym zptisobem, jakym jsme odvodili nutnou podminku barotropni
instability Bickleyho tryskového proudéni (16.17), dospéjeme k této nutné
podmince i pro profil (16.18). Postupné totiz dostaneme

dU U,sech®(y/y,)

dy Yo
d*U _ 2U,sech’(y/y,) tgh(y/y,)
dy2 Yo
U U
o y—é)[—%ech“ (v/30) + 4sech®(y/y,) tgh* (v/ ) ]
0
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Resenim rovnice (16.16) pro tento piipad ziskame kofeny

y =y, arg sech(—\/g}
y® =y, argsech (—\/gj,
¥ =y, argsech (\/%]’
y =y, argsech(\/%].

Pro koteny y" a y® je d*U/dy* rovno 4U, /33y, a pro koteny y® a y@

nabyva uvedend druha derivace hodnoty —4U, / 33 Y, - Z uvedeného a ze
vztahu (16.15) vyplyva nutnd podminka barotropni instability profilu
(16.18):

yly,
o
1

T iy T Y T T T Y
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

U/y

0

Obr. 16.3 Tangencialni profil rychlosti proudéni dany vztahem (16.18).

By,
UO

Ll (16.19)

W3
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16.2 Zobecnéni Kuovy nutné podminky barotropni
instability

Kuovu nutnou podminku barotropni instability (16.8a) lze jeSté zostfit,
podobné jako jsme v kapitole 10 Rayleighiiv teorém zptesnili teorémem
Fjertoftovym. Ptredpokladdejme, ze c; # 0 a z rovnice (16.6) vyc€lefime reél-
nou Cast:

2
+k°

iy

4 euY |l 4 1dy
U- S B
.[ ( Cr)(/g dy2 J|U—c|2 y J-( dy

—d -d

v

szy. (16.20)

V piipadé barotropni instability musi byt integral v (16.7) nulovy. Vyndaso-
bime-li tedy rovnici (16.7) vyrazem (c,— U;), kde U; je redlna konstanta,
a vysledek pfi¢teme k rovnici (16.20) vidime, Ze

j(U—U»[ﬁ—‘;(fj
3

2

A

74
U=

Vsimnéme si, ze druha zavorka v integralu (16.21) pfedstavuje meridionalni

dy>0. (16.21)

gradient absolutni vorticity zakladniho proudéni 77 = f —(;—U a dale, ze
platnost posledni nerovnice vyzaduje, aby 4
dn
U-U,)—>0, (16.22)
4y

alespon pro n¢jaké y mezi —d a d. Nerovnost (16.22) musi platit pro kazdou
realnou konstantu U, tedy i pro ptipad, kdy U; = U(ys), kde y; je misto mezi
—d a d, ve kterém je meridiondlni gradient absolutni vorticity zékladniho
proudéni roven nule. Zostfena nutnd podminka barotropni instability tedy
nabyva tvaru:

1) ((11—77()/3) =0 alesponi pron¢jakéy :—d <y, <d
Y
a zaroven

- (16.23)
2) (U —Us)d—” >0 pron&jaké y e (~d, d),
y

kde U, je rychlost proudéni v bodé&, kde plati podminka 1).
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Ctenai se mize opravnéné ptat, zda z rovnice (16.1) vyplyvaji n&jaka
omezeni pro velikost realné, popiipadé imaginarni casti fdzové rychlosti c,
tedy zda lze odvodit jakousi analogii Howardova polokruhového teorému
(10.13). Odpoved’ je kladna. Po ponekud zdlouhavéjsich vypoctech, nazna-
¢enych v [46] a podrobnéji provedenych Pedloskym v [10], 1ze ukazat, Ze
pro fazovou rychlost instabilnich poruch plati:

2
min _%<cr <Umax’ (16243)
1 S o 2Bd?
c.—WU_ +U_. +c <|=U__ . -U_. +———. (16.24b
[ r 2( max mm):| i |:2( max mln):| 7Z'2+4k2d2 ( )

Na rozdil od Howardova polokruhového teorému vidime, Ze nyni meze pro
redlnou a imaginarni ¢ast fazové rychlosti poruch zévisi na jejich vinovém
Cisle £ a na velikosti proudové oblasti (rovné 2d). Pii =0 se vSak vztahy
(16.24) logicky redukuji na zminény Howarduv polokruhovy teorém.
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17 BAROKLINNI INSTABILITA

V této kapitole prostudujeme baroklinni instabilitu atmosféry, ktera je podle
soucasnych piredstav moderni dynamické meteorologie hlavnim mecha-
nismem zodpovédnym za vznik a vyvoj poruch synoptického méftitka ve
sttednich zemépisnych Sitkach. Jde o instabilitu spojenou s vertikalnim
gradientem rychlosti zékladniho (obvykle zondlniho) proudéni, ktery je
prostiednictvim rovnice termalniho vétru svazan s meridiondlnim gra-
dientem teploty. V ¢asti 14 jsme uvedli, Ze z energetického hlediska baro-
klinni instabilita ptfedstavuje proces, pii kterém poruchy ziskéavaji kinetickou
energii na ukor dostupné potencidlni energie zdkladniho stavu. Z pohledu
teorie vin v atmosféfe reprezentuje baroklinni instabilita urcité zobecnéni
klasickych barotropnich Rossbyho vin o baroklinni efekty.

Prvni modely baroklinni instability byly v odborné literature publikovany
tésné po druhé svétové valce Charneym [13] a Eadym [47]. Ackoliv oba
modely obsahovaly fadu zjednodusujicich ptedpokladi, z nichZ nékteré jsou
dosti vzdalené pomérim ve skutecné atmosféte, dokazaly popsat nékteré
vlastnosti synoptickych utvari pomérné dobie. Modely, které popisuji
baroklinni instabilitu, lze velmi pfiblizn¢ rozdé€lit na dvé skupiny, na
skupinu vertikaln€ spojitych modell a na skupinu diskrétnich modelt. Prvni
skupina modeld, kam patii jak Charneyho, tak Eadyho model, obvykle
podrobné&ji popisuji vertikalni strukturu poruch, ovSem na tkor realnosti
zjednodusujicich predpokladii, které musime udélat, abychom mohli
problém fesit pokud mozno analyticky. Vertikalné diskrétni modely byvaji
snaze fesitelné, za coz platime dain v podobé méné podrobného popisu
vertikalni struktury poruch. Rozhodneme-li se ovSem feSit problematiku
baroklinni instability prostfedky numerické matematiky, rozdil mezi verti-
kaln¢ spojitymi a diskrétnimi modely se piirozen¢ stira.

V této knize uvadime zastupce obou modeli. Jednak prostudujeme
modifikovany model Eadyho typu a dale pak popiSeme Holtontv [3,43]
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dvojvrstevny model. Obéma modelim bude ale piedchazet vyklad
zéakladniho mechanismu baroklinni instability prostfednictvim metody
castice.

17.1 Zakladni mechanismus baroklinni instability

Podobné jako jsme vylozili princip iner¢ni instability, 1ze 1 mechanismus
baroklinni instability popsat metodou Castice. Uvazujme situaci, kterd je
schématicky zachycena na obrazku 17.1. U vzduchové ¢astice predpoklada-
me vlastnosti, které byly zminény v poznamce pod carou v kapitole 6.
Z obrazku 17.1 je patrné, Ze plochy konstantni potencialni teploty & jsou
sklonény pod thlem « vzhledem k horizontélni roviné a vzduchovou ¢astici
pfemistujeme z polohy A do bodu B pod thlem ¢ k horizontalni roviné. V
bod¢ A necht’ ma vzduchova Castice stejnou hustotu p,4 a potencialni teplotu
6y jako okolni vzduch. Dale predpokladejme, Zze se vzduchova castice
pfemistuje adiabaticky a ptizpisobuje svijj tlak tlaku okolniho vzduchu.

z
0+ AO
0 = konst. \
B «
Y Az o7
Y Ay T A

Obr. 17.1 K vykladu zékladniho mechanismu baroklinni instability.

Kombinaci Poissonovy rovnice

R/cp
0= T(&j (17.1)
p
a stavoveé rovnice
p=pRT (17.2)
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vyplyva pro hustotu, ze

Iy
Dy P S
S L ) =_£ 17.3
p HR(poj 4 (17.3)

v

Pti presunu vzduchové ¢astice z polohy A do polohy B se zméni jeji hustota o

Ap=Ba (a_pj Az+(a—pj Ayl (17.4)
yP4|\0z ), ),

Posledni vztah jsme ziskali logaritmickym diferencovanim (17.3) a uplat-
nénim predpokladu, Ze se neméni potencialni teplota Castice. Takze v nové
poloze mit bude vzduchové ¢astice hustotu

P +AP=p, + P Ka—pj Az+(a—pj Ay] (17.5)
ypal\0z), ),
Hustota okolniho vzduchu v bodé B je rovna
Pﬂ'(a—pj Az + % Ay . (17.6)
0z ), ),

Vyse jsme piedpokladali, Ze vzdalenost poloh A a B neni pfili§ velka, takze
jsme mohli bez vétsi Gjmy na pfesnost vyjadiit zménu hustoty pomoci prv-
nich derivaci v Taylorové rozvoji. Rozdil hustoty vzduchové Castice a hu-
stoty okolniho vzduchu v bodé B je

APB:&HQPJ AH[@_PJ AyHa_pj AZ+[6_IOJ Ay =
ypa|\0z ), ), 0z ), ),
_,, [L(a_pj (%) }AZ{L(@J _L(ﬁ_/?j }Ay _
yp,\0z ) p,\0z), o\ ), P.\),
=FPa (%j az+| 22 Ayl
0, | oz ), o ),

Ve tretim fadku posledniho vztahu jsme vyuzili vztahu (17.3). Nyni miize-
me vyjadfit silu F plisobici proti (nebo ve) sméru pohybu vzduchové ¢astice

(17.7)
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na jednotku hmoty, ve sméru spojnice bodi A a B. Podle Archimédova
zékona je

F=2Ps gging. (17.8)
Py
kde g pfedstavuje tihové zrychleni. Je-li F'>0, bude vzduchova Castice

navracena zpet do své pivodni polohy A, pii F < 0 se od ni bude vzdalovat.
Dosazenim vztahu (17.7) do (17.8) a vynechéanim indexu A mame

F=89G4 Az 20)%y Ay. (17.9)
6 oz Ay 06/oz
Uvazime-li, ze
tgp=22 | (17.10)
Ay
tga = &% :—M, (17.11)
ay O=konst 86/ aZ

muzeme pro silu F psat

g oo .
F==—-smd(tggp—tea)Ay. 17.12
s é(tgp—tga) Ay (17.12)

Je-li atmosféra vertikdlné stabilné zvrstvena, to znamena 06/0z > 0, tak jak
je tomu na obrazku 17.1, bude se vzduchova ¢astice vzdalovat od své poca-
te¢ni polohy, je-li

tga>tggp a sing>0. (17.13)

Jinymi slovy to znamend, ze Castice se od své pivodni polohy vzdaluje,
lezi-li jeji trajektorie uvniti klinu tvofeného horizontalni rovinou a plochou
konstantni potencialni teploty. Tento klin bychom mohli nazvat klinem
baroklinni instability [10]. VySe provedené tivahy byly publikovany v [10],
1 kdyz jejich koteny sahaji az k ptivodni praci Eadyho [47].

Poznamka 6: dfive jsme uvadéli, Ze baroklinni instabilita souvisi s vertikalnim gradientem
rychlosti proudéni. Jak se ovSem tento vztah zrcadli v bezprostiedné provedenych tivahach
o zékladnim mechanismu baroklinni instability? Odpovéd’ je nasnad€, uvédomime-li si, Ze
vertikalni gradient rychlosti proudéni ma souvislost s horizontdlnim gradientem teploty,

respektive potencialni teploty. Omezime-li se pro jednoduchost na geostrofické proudéni,
ma rovnice termalniho vétru tvar [5]

134



ov v
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. o wa1 w1 Y s , . 0 0
ve které ma druhy ¢len faddové mensi velikost nez €len prvni a operator V,, = (8_’_’()) .

Druhy ¢len tedy zanedbejme a dale polozme Z—T =0. Potom

X
6Vg__£a_Ti
oz /T oy

kde i predstavuje jednotkovy vektor orientovany ve sméru soufadnicové osy x.
Z definice potencialni teploty (17.1) ovSem vyplyva, ze

1or_100 R
T oy 6oy cppa)/’

tedy pro vertikalni gradient rychlosti geostrofického proudéni mame

ov, _ g(iaaia_p}-

z  flowy cpoy

odkud je uz zfejma souvislost meridionalniho gradientu potencialni teploty, ktery vystupuje
ve vztahu (17.3) prostiednictvim tg «, a vertikalniho gradientu rychlosti proudéni.

Poznamka 7: v§imnéme si, Zze pokud vzduchovou ¢astici pfemistujeme pouze ve vertikal-
nim sméru, to znamena, ze sin ¢=1 a Ay =1, pro silu pusobici na castici dostaneme ze
vztahu (17.9), ze

g o6

0 oz

>

a vzduchova Castice je navracena zpét do své pocateéni polohy, pokud je atmosféra ve stavu
statické stability, to znamena 06/0z >0. To dobfe souhlasi s Gtvahami provedenymi na
zacatku knihy v oddile o stabilité vnitinich gravitacnich vin.

17.2 Baroklinni instabilita spojitého modelu na f roviné

Nyni prostudujme baroklinni instabilitu pomoci modelu Eadyho typu,
ovSem s nékterymi modifikacemi oproti ptivodni praci [47]. Hlavni zménou
je, ze budeme pracovat v p systému, ¢imz se elegantné vyhneme nutnosti
zavadét ponékud nepiirozenou okrajovou podminku na neprostupné horni
hranici atmosféry, tak jako tomu bylo v ptivodni préci [47].
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Vhodnymi vychozimi rovnicemi, které popisuji na$§ model, budou ty,
které¢ jsme odvodili v kapitole 15. Konkrétné¢ vyjdeme z rovnic (15.12)
a (15.16). Pfipomenime, ze termodynamickou rovnici (15.16) jsme formulo-
vali pro pfipad adiabati¢nosti popisovanych procest. Tento piedpoklad tedy
musime pfevzit i nyni. Budeme dale piedpokladat, Ze parametr statické sta-
bility atmosféry se s vySkou neméni, o# o(p), a ze atmosféra je vertikalné
stabiln¢ zvrstvena. Pro parametr statické stability, ktery budeme dale ozna-
covat o, tak plati o = = konst > 0. Necht’ rychlost zakladniho zonalniho
proudéni U je pouze linearni funkci vertikalni soufadnice, a feSeni rovnic
(15.12) a (15.16) nezéavisi na soufadnici y mifici od jihu k severu, tedy
amplituda poruch ¥ # ¥/(¥). A kone¢né zanedbame sféricky tvar Zemé tim,
ze polozime =0, a proto Coriolistiv parametr f bude konstantni a roven f;.
K zavedeni uvedeného vyctu pfedpokladii nas vede snaha cely model
zjednodusit natolik, abychom nasli jeho analytické feseni, ale na druhou
stranu ne tolik, aby ziskané feSeni ztratilo podstatnou souvislost s redlnou
atmosférou. Jak uvidime pozdé&ji, pro stabilitu poruch mé nejvétsi vyznam
predpoklad o konstantni hodnoté Coriolisova parametru.

Diky ucinénym piedpokladiim je meridiondlni gradient potencidlni
vorticity zakladniho stavu (15.8) roven nule, 577 /ay =(, a rovnice poten-
cidlni vorticity (15.12) ptejde na tvar

2 2.A
(U—c)(%ﬂ%—k%pj:o. (17.14)

V této rovnici, v souladu s ptedpoklady, polozme
U=S(p,—p), S=konst>0, p,=1000hPa. (17.15)
Nesingularni feseni rovnice (17.14) ma tvar
w = Acosh(ap)+ Bsinh(ap), (17.16a)

kde 4 a B jsou konstanty a

a=r 7. (17.16b)
fo
Termodynamickou rovnici (15.16) vyuzijeme k zahrnuti okrajovych pod-
minek pro zobecnénou vertikalni rychlost @ , respektive jeji amplitudu @.
Konkrétné pro @ =0 pti p=po a p=0 z termodynamické rovnice (15.16)
dostavame
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U-0Y_ Y56 pro p=p,ap=0. (17.17)
dp dp

Dosazenim (17.15) a (17.16) do posledni rovnice (17.17) ziskame soustavu
dvou homogennich algebraickych rovnic

SA+a(Sp, —¢)B=0, (17.18a)
[S cosh(ap,) — casinh(ap,)] A+[ S sinh(ap,) — ca cosh(ap,)| B=0, (17.18b)

ktera ma netrivialni feSeni pravé tehdy, kdyz determinant jejich koeficientt
je roven nule:

\) a(Sp, —¢)
=0. (17.19)
S cosh(ap,) —casinh(ap,) Ssinh(ap,)—cacosh(ap,)

Vypocet tohoto determinantu vede na kvadratickou rovnici pro fazovou
rychlost ¢

a’c® —a’Spc+S° [apocotgh(apo)—l] =0, (17.20)

jejimz feSenim ziskame vyjadieni

Spo . S, 4
c= + 1- ap,cotgh(ap,)—1]. 17.21
2 2 péaZ[ pO g ( pO) ] ( )

Posledni vzorec je mozné uvést pomoci identity
1 X X
cotgh x =—| tgh—+cotgh—
8 2 ( 8 2 8 2)
na prehledné&jsi tvar

c:%iﬁ\/(poa igh poaj(pga _Cotgh%j . (1722

2 a 2 2

N a .
ProtoZe pro vSechna uvazovana a je % > tgh% , je vyraz pod odmoc-

ninou v (17.22) kladny, je-li splnéna nerovnost %> cotgh%. V tako-

vém piipad¢ by byla fazova rychlost ¢ redlna a poruchy v naSem modelu by

137



nebyly instabilni. NaSemu zajmu se vSak bude zejména téSit piipad prave
opacny. Vyraz pod odmocninou ve vztahu (17.22) je roven nule, je-1i

Pl _ cotghM, (17.23a)
2 2
coz je splnéno pro
% ~1,1997. (17.23b)

Tento vysledek byl ziskan numerickym vypoctem. Dosazenim (17.16b) do
(17.23b) a pouzitim vztahu mezi vinovym cislem k£ a vlnovou délkou L,
k= 27/L , obdrzime vyraz pro kritickou vinovou délku

_mlep,

- £2,542-10°NG  [m], 17.24
110071 [m] (17.24)

kde jsme polozili po=10° Pa a f;=1,03-10* s™'. Interpretace kritické vinové
délky Ly je evidentni z toho, jak jsme ziskali vztah pro jeji vypocet. Pro
vSechny poruchy s vlnovou délkou kratsi nez L;, L<L;, je vyraz pod
odmocninou v (17.22) kladny a fazova rychlost ¢ je redlné cislo —
dostavame tak dvé poruchy s casoveé neproménnou amplitudou. Naopak je-li
L > Ly, je vyraz pod odmocninou v (17.22) zéporny, a tedy fdzova rychlost ¢
ma nenulovou imaginarni ¢ast — mame tak dvé poruchy s proménnou
amplitudou, z nichZ jedna se s rostoucim ¢asem zvétSuje a druhd zmensuje
(viz vztah 3.3). Polozime-li & =2-10"m’s*Pa”, vychazi L;=3 595 km.
Zvolena hodnota & je stfedni hodnota parametru statické stability mezi
hladinami 1 000 a 350 hPa pfi poklesu teploty 0,65 K na 100 m a teploté
288 K v hladiné 1 000 hPa. Blizsi podrobnosti k této volbé hodnoty para-
metru statické stability atmosféry uvadime v pozndmce 8. Ze vztahu (17.24)
vyplyva zajimavé zjisténi, Ze pro pevné zadanou zemeépisnou Sitku ¢y
(f, =20sing,) zavisi velikost kritické vlnové délky pravé pouze na
stabilit¢ vertikdlniho zvrstveni atmosféry, a to tak, ze se vzristajici stabi-
litou vertikdlniho zvrstveni se hodnota L; posouvd k delSim vinovym
délkam. Pti pevné zadané hodnoté & a se vzrustajici vzdalenosti od rovniku
( fo také roste) se Ly zkracuje.

Translacni rychlost poruch (je rovna realné ¢asti fazové rychlosti c) je zna-
zornéna na obrazku 17.2. Pro jeho ziskani jsme polozili §=2,5-10"* ms'Pa’
a o jsme zvolili stejn¢ jako v pfedchozim odstavci. Stejnych hodnot obou
parametri pouzivame i v dalSim textu, neni-li vyslovné uvedeno jinak.
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Z obrazku 17.2 vidime, ze ob& poruchy se s neproménnou amplitudou
pohybuji riiznymi rychlostmi, které se vzajemné sblizuji, blizi-li se vlnova
délka obou poruch ke kritick¢é vlnové délce L;. Poruchy s proménnou
amplitudou se pak pohybuji stejnou rychlosti, kterd zavisi na vertikalnim
gradientu rychlosti proudéni S a je rovna ¢, =Sp,/2. S piihlédnutim ke
vztahtim (17.15) zjistime, ze je to také rychlost zékladniho proudéni Usg
v hladin€ 500 hPa. Tato hladina je tedy kritickou (nebo také tidici) hladinou
naseho modelu, tak jak jsme tuto hladinu definovali v kapitole 10.

25
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c [ms'1]

r

10 S

1
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Obr. 17.2 Zavislost translacni rychlosti poruch na vinové délce.

Ze vztahu (17.22) také ur¢ime rychlost ristu (ristovy faktor) kc; insta-
bilinich zesilujicich poruch

kcl.zk—S M—‘[ghM cotghM—M. (17.25)
a 2 2 2 2

Stejné hodnoty, ovSem s opacnym znaménkem, dosahuje kc; perturbaci,
jejichz amplituda se s casem zmensuje; v takovém piipadé bychom mohli
mluvit spiSe o utlumovém faktoru misto o ristovém faktoru. Pribéh kc;
v zé&vislosti na vinové délce je zachycen na obrazku 17.3. Je z n¢ho dobie
patrna poloha kritické vinové délky L; a také to, ze kratké vlnové poruchy
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jsou stabilni, zatimco pro L >L; existuji perturbace se zvétSujici se
amplitudou.

Vsimnéme si, Ze existuje vlnova délka, oznacena jako Lp, pro kterou
nabyva ristovy faktor maximum. To znamend, Ze existuje porucha, kterd
v ramci naseho linearniho pfistupu roste nejrychleji a v poli poruch tak zac-
ne po urcitém ¢ase dominovat. Této poruse s vinovou délkou L proto bude-

6,0x10°

5,0x10°

4,0x10°

ke, [s7]

3,0x10° 4

2,0x10°

1,0x10°®

0,0

T T T T T T T
0 5000 10 000 15000 20 000
L [km]

Obr. 17.3 Zavislost rastového faktoru kc; na vinové délce.

me ftikat dominantni porucha. Vypoctéme hodnotu Lp. Za timto ucelem
musime fesit rovnici

d%(kci) =0, (17.26)

ktera po dosazeni pomoci (17.25) a provedeni derivace vede na rovnici

cotgh 2ol Pod  yop Py PS -0, (17.27)

2sinh? 224 2 cosh? Pt
2 2
Numerické feseni posledni rovnice dava
%:0,8031, (17.28)
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odkud po dosazeni z (17.16b) a pouzitim k =27/L obdrzime pro vinovou
délku dominantni poruchy vyjadieni

_mGp,

= =3,798-10°/5 [m], 17.29
?0,80317, ] ( )

kde jsme pii vyc€isleni pfiblizného vztahu pouzili stejnych hodnot pg a fp
jako pfi vypoctu kritické vinové délky L;. Porovnani vztaht (17.29) a (17.24)
ukazuje, Ze vlnova délka dominantni poruchy ma podobné vlastnosti jako
Ly, to znamena, Ze se zvétSuje s rostouci stabilitou vertikalniho zvrstveni
atmosféry a klesa se zvétSujici se vzdalenosti od rovniku. Koneckoncii, jak
vyplyva ze vzorci pro Lp a L, jsou obé vinové délky propojeny jedno-
znanym vztahem L, =1,49384L. Zvolime-li opéto = 2-10°m’s”Pa7 vy-
chazi Lp =5 300 km. Jak uz bylo feceno dfive, perturbace s touto vinovou
délku bude podle zvoleného linearniho piistupu ve spektru silicich poruch
po uplynuti urc¢itého ¢asu dominovat. Uvédomime-li si, ze ¢tvrtina vlnové
délky poruchy odpovidad vzdalenosti hiebene vysokého tlaku od brazdy
nizkého tlaku, vychazi L, /4 ~1000 km. To velmi dobte souhlasi s charak-
teristickou velikosti synoptickych poruch ve stiednich zemépisnych Sitkach.
N4&s model baroklinni instability tedy pomérné dobie vystihuje vznik téchto
synoptickych poruch, a to i v rdmci linedrniho pfiblizeni a s celou fadou
zjednodusujicich predpokladii u¢inénych, na pocatku vykladu.

V dalsi ¢asti textu zaméfime pozornost na urceni struktury instabilnich
(silicich) poruch, zejména pak dominantni poruchy. Z rovnice (17.8a) vy-
jadtime konstantu B a dosazenim do (17.16a) ziskame vyraz pro amplitudy
poruchové proudové funkce

w = Acosh(ap) —Lsinh(ap). (17.30a)
(Spo —¢)

Konstantu 4 vSak nejsme schopni urcit v rdmci linearni teorie, a proto ji

v dal$im textu polozme rovnu jedné. Méjme na paméti, ze ziskané ampli-

tudy je mozné vynasobit redlnou nenulovou konstantou, tedy misto posled-

niho vztahu budeme psat

w = cosh(ap) —Lsinh(ap) . (17.30b)
Sp, —

Proudovou funkci perturbaci mizeme diky (15.11) vyjadfit jako

w'= {cosh(ap) —L)sinh(ap) et (17.31a)
—c

a(Sp,
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Protoze jsme pii odvozeni rovnice potencialni vorticity (15.12), kterd se
stala vychodiskem pro pravé provadéné uvahy, uvazovali zjednoduseny
vztah mezi geopotencidlem a proudovou funkci ¢=fyy, predstavuji vztahy
(17.30) zaroven i vztahy pro amplitudu, piipadné perturbace v poli geopo-
tencialu, a to az na multiplikator fo:

d= 1, {cosh(ap)— sinh(ap)}, (17.30c)

5
a(Sp, —c)

¢ =/ {cosh(ap) - Sinh(ap)} e (17.31b)

5
a(Sp, —¢)

Rozlozime-li fAzovou rychlost instabilnich poruch na realnou a imaginarni
cast

c=c, +ic, =

1

%ﬂc. (17.32)

a dosadime-li tento rozklad do (17.30c), ziskame
~ S .
¢ = f,| cosh(ap) —S—smh(ap) . (17.33)
a( 0 —iclj
Druhy ¢len v hranaté zavorce posledniho vyrazu upravime nasledovné:

[
1 2 Sp, . ¢

Sp Sp - S22 +1 S22 :
o e, || Eltic, | 2| 2P0 2Py 2
2 2 4 i 4 i

Pro amplitudu perturbaci geopotencialu tak méame

Szpo

A . . c, .
¢ = f,| cosh(ap) - 57, s1nh(ap)—1Sz—2’smh(ap)
2a(°+cfj a(o—i-ch
(17.34)
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a pii volbé ¢ = ‘é‘ ¢, kde ayje fazovy thel, mizeme psat

¢r — ekc,-t

é‘ei(kxmfkc,t) ’ (17.35)

kde ¢, = Sp,/2 adale

2 2

S p, sinh(ap) | Se sinh(ap)

2_2 2_2 ’
2a Sy +cl,2 a Py +cl,2
4 4

—2S8c, sinh(ap)

9= 7, || cosh(ap)~ (17.36)

tga, = T (17.37)
2a (fo +c j cosh(ap) — S° p, sinh(ap)

Opét piipominame, Ze fyzikdlni vyznam ma pouze redlnd Cast vztahu
(17.35). Vertikélni pribéh absolutni hodnoty amplitudy | ¢ | perturbaci v po-
li geopotencidlu pro dominantni poruchu je znadzornén na obrazku 17.4a.
Vidime, Ze maximélnich hodnot dosahuje amplituda u zemského povrchu
au horni hranice atmosféry, naopak je minimalni v hladin¢ 500 hPa. Ze

a) 0 b) ©
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& 500 & 500
=, =
o o
750 750
1000 100Q
05 0,6 0,7 08 0,9 1,0 0,0 0,2 0,4 06 08 1,0
16,1/11000] ITHIT g0l
C) 0 L L d) 0 " L
250 250
& 500 & 500
= =
o o
750 750
1000 1000 T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0,0 02 0,4 0,6 0,8 1,0
[div |/|div, | [, /ogeo|

Obr. 17.4 Vertikalni pribéh amplitudy dominantni poruchy v poli geopotencialu a), teploty
b), izobarické divergence c) a zobecnéné vertikalni rychlosti d).
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vztahu (17.37) je patrné, ze pro instabilni poruchu se fazovy uhel méni
s vertikdlni soufadnici — pro silici poruchu se s vySkou zvétSuje, coz zna-
mena, ze se silici porucha v poli geopotencidlu s rostouci vysSkou naklani
smérem k zapadu, tedy proti sméru zakladniho proudéni U smeétujiciho na
vychod (viz vztahy (17.15)). Vyjadieno jinymi slovy to znamend, Ze silici
porucha v poli geopotencialu u zemského povrchu piedbiha poruchu ve vys-
Sich hladindch atmosféry. Tento piedstih zévisi na vinové délce L > L.
Podrobnéjsim vypoctem, viz [48], l1ze ukazat, ze pro silici vinou poruchu
o vinové délce 4000 km tento piedstih mezi hladinami 1000 a 500 hPa
mirné pfevysuje 20°, zatimco pro poruchu o vinové délce 7000 km ¢ini vice
nez 50°. IzoCary konstantni faze splnuji v kazdém okamziku vztah

kx = —a,(p)+ konst . (17.38)

Pribéh fazového uhlu a4 s vertikalni soufadnici pro dominantni poruchu je
uveden na obrazku 17.5a. Ze vztahu (17.37) je také patrné, ze sldbnouci
poruchy se v poli geopotencidlu s rostouci vySkou nakldni smérem na
vychod, tedy opacnym smérem nez poruchy silici.

a) © by ©
250 250
© ©
o [
£ 5004 £ 500
o o
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o O . . . 4 ©
2504 250
© ©
o o
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o o
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1000 1000
0 45 90 135 180 225 0 10 20 30 40 50 60
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Obr. 17.5 Vertikalni prabeh fazového uhlu v poli geopotencialu a), teploty b), izobarické
divergence c) a zobecnéné vertikalni rychlosti d) dominantni poruchy.
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Perturbace v teplotnim poli ur¢ime prosttednictvim rovnice hydrostatické
rovnovahy
o' RT'
¢ =—q'=— , (17.39)
op p

tedy

=29 (17.40)
R Op

Dosazenim (17.31b) do posledniho vztahu a vyuzitim ¢”=-1 miZeme
proT’ psat

T':%{asinh(ap)_ S - cosh(ap) |7, (17.41)

Py — €

Odtud s ptihlédnutim k (17.31b) vyplyva, Ze poruchy s Casové nepromén-
nou amplitudou jsou v poli geopotencidlu a teploty vzajemné posunuty
o 180°. Budeme-li se vénovat silicim porucham a fdzovou rychlost ¢ rozepi-
Seme pomoci (13.32), dostaneme pro perturbace v teplotnim poli

p_Sor| _ S’p,
2.2
K 2(S4p°+ci2]

cosh(ap)—asinh(ap) +

S (17.42)
+ i—S - zc" cosh(ap) "
4
Pouzitim obdobného postupu jako pfi vyjadieni ¢’ ziskame
T' = ekc,t fv‘ ei(kx+ar—kc‘,t) : (1743)
kde
2 2
2
‘ f‘ _ Jop || S"p,cosh(ap) asinh(ap) Sc, cosh(ap) (17.44)

R 2.2
{Sf]

(SZP(? + cl.2 j
4
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a plati
28c, cosh(ap)

tgaT = (1745)

2 . S2p02 2
S” p, cosh(ap) —2asinh(ap) 0 +c;

Vzhledem k poklesu tlaku a hustoty vzduchu s vySkou vyplyva ze vztahu
(17.44) ocekavana skute¢nost, ze amplituda |7 | s vySkou klesa — viz obra-
zek 17.4b. Poruchy v poli teploty jsou tedy nejvyraznéji vyjadieny u zem-
ského povrchu. Pokud jde o fazovy uhel a7, pro zvétSujici se poruchy se
tento uhel s rostouci vySkou zmensuje a izoCary konstantni faze v poli
teplotnich perturbaci se sklani smérem k vychodu, tedy v opacném sméru
nez u geopotencidlu. Vertikalni pribéh o7 pro dominantni poruchu je
znazornén na obrazku 17.5b.

Perturbace v poli divergence v p systému, V-V ur¢ime pomoci rovnice
vorticity (15.1), ktera pro poruchy za uvedenych piedpokladt prechazi na tvar

282W7+U382l//!_ aa)

=f—. 17.46
ot ox’ ox o U op ( )
Pro rovnici kontinuity dostavame
v, v+22 . (17.47)
p

Kombinaci poslednich dvou rovnic s ptihlédnutim k (15.11) po tprave ziskame

.73
V,V'= %(U — oW (p)ee. (17.48)
0

Pouzitim (17.32) a analogickymi upravami jako pfi odvozeni vztahti (17.35)
a (17.43) po zdlouhavych vypoctech dospéjeme k vyjadreni

1 ket
Vp-v =e

D‘ ei(kx+aD—kc‘,t) , (1 749)
kde

\b\ - fio{{/és (% - p} D, sinh(ap) + k¢, (cosh(ap) - D, sinh(ap))} T

12

+ {k3S (% — pj (cosh(ap)— D, sinh(ap))—k’c,D, sinh(ap)} } , (17.50)
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S ( Po _ pj [cosh(ap) — D, sinh(ap)] - ¢,D, sinh(ap)

|

tga, = ., (17.51)
S(ZO— pJDl sinh(ap) + ¢, [cosh(ap) — D, sinh(ap)]
2
D=— % p-__ 5P (17.52)

1 2.2 > 2.2 ’
4 4

Vertikalni priibéh amplitudy | D |pro dominantni poruchu je zndzornén na
obrazkul7.4c. Z n¢ho je ziejmé, ze minimalni, ne vSak nulovou, divergenci
zaznamenavame v hladiné€ 500 hPa. To pomérné¢ dobie souhlasi s poméry ve
skutecné atmosféte. Zavislost fazového thlu ap na vertikalni soutradnici pro
uvedenou poruchu je zachycena na obrazku 17.5c. Izo¢ary konstantni faze
se s vyskou kloni k zapadu, maji tedy stejny smér, jako tomu bylo u per-
turbaci v poli geopotencidlu s tim rozdilem, Ze ap nabyva vétsiho rozsahu
nez ay. Sklon poruch v poli divergence V  -v'je tedy veétsi neZ v poli geo-
potencialu ¢' (ostatné je také veétsi nez pro perturbace v poli teploty
a zobecnéné vertikalni rychlosti o, jak vzapéti uvidime).

PopiSme nyni v naSem modelu strukturu vertikdlnich rychlosti.
Dosadime-li do rovnice (15.15) za @ pomoci termodynamické rovnice
(15.16), v niz vyjadiime oU/op=-S, mizeme zobecnénou vertikalni
rychlost uvadét ve tvaru

=

—@{(U—c)d—’ﬁsv)}i““”. (17.53)
o dp

S vyuzitim vztahu pro perturba¢ni proudovou funkei (17.30b), vyjadienim
(17.15) a provedenim obdobnych uprav jako pfi odvozeni (17.35), (17.43)
nebo (17.49), po unavnych tpravach dospéjeme k nésledujicimu vyjadieni
zobecnéné vertikalni rychlosti

A

ol ei(kx+a,,,—kC,t) , (1754)

ke;t

w=¢C

kde
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o] =2 { {acl. (D, cosh(ap) —sinh(ap)) — aSD, (% -~ pj cosh(ap) —
—SD, sinh(ap)} + {aS (% — pj (D, cosh(ap) —sinh(ap)) -

2 1/2
—aDc, cosh(ap) + S (D, sinh(ap) — cosh(ap))} } ,
(17.55)
tga, =

aS ([;0— pj[D2 cosh(ap)—sinh(ap)]—aD,c, cosh(ap)+S[ D, sinh(ap)—cosh(ap)]

ac,[D, cosh(ap)—sinh(ap)]|-aSD, (1;0— pjcosh(ap)—SD1 sinh(ap)
(17.56)

Parametry D; a D, jsou dany vztahy (17.52). Vertikalni pribéh amplitudy
|@| pro dominantni poruchu je zndzornén na obrazku 17.4d. Z ného je
patrné, ze nejintenzivnéjsi vertikdlni pohyby registrujeme v hladiné
500 hPa, na coz jsme koneckonct mohli usuzovat jiz ze znalosti rozlozeni
pole divergence V , -V'. Vertikalni pribeh fazového uhlu e, pro dominantni
poruchu je opét vidét na obrazku 17.5d, ze kterého vyplyva, ze se s rostouci
vyskou zvétSuje, tedy izocary konstantni faze v poli zobecnéné vertikalni
rychlosti se sklani smérem k zapadu, tedy proti sméru zédkladniho zonalniho
proudéni. Dochédzime ke stejné situaci, jakou jsme zaznamenali i u pertur-
baci v poli geopotencialu a divergence.

Nazorny pohled na vzajemné usporadani jednotlivych poli geopotencidlu,
teploty, izobarické divergence a zobecnéné vertikalni rychlosti perturbaci,
pro které jsme vyse odvodili analytické vztahy, poskytuje informace o polo-
ze extrému téchto poli v kazdé tlakové hladin€. Extrémy v poli geopoten-
cialu a teploty ur¢ime pomoci nasledujicich podminek

maxima:
kx+a,=0+27n,

(17.57a)
kx+a, =0+27zn, n=...,-1,0,1,...
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minima:

kx+a¢ =7+27n,
(17.57Db)
kx+oa, =n+27n, n=...,-10,1...

Usporadani téchto extrémii je pro dominantni poruchu znazornéno na
obrazku 17.6a. Uvédmme si, Ze @'max predstavuje osu hiebene vysokého
tlaku (poptipad¢ anticyklony) a Zze ¢'nin odpovida ose brazdy nizkého tlaku
(poptipadé€ cyklony). Je tedy patrné, Ze piizemni oblast nizkého tlaku pied-
stavuje teply utvar s nejteplejsSi zonou v jeji predni Casti, zatimco oblast
vysokého tlaku pfi zemském povrchu je utvar chladny s nejchladnéjSim
vzduchem opét pied jeho ptizemni osou. S rostouci vyskou se teply vzduch
piimyka k hiebenu vysokého tlaku a chladny vzduch k brazdé¢ nizkého
tlaku, vyskova brézda je tedy chladnym, zatimco vyskovy hieben teplym
utvarem. Z uvedenych skute¢nosti 1 z obrazku 17.6a je tedy zifejmé, Ze pole
perturbaci geopotencidlu a teploty nejsou ve fazi, naopak geopotencialni
vlna piedstihuje teplotni vinu. V kritické (fidici) hladin¢ 500 hPa tento
ptedstih ¢ini 90°, tedy 1/4 vinové délky.

p [hPa]

- 250

- 500

(dIVpV ) Ormin | 750

min

n L L L I | | 1000
-90 -45 0 45 90 135 180 225 270 315 360

kx [deg]

Obr. 17.6 Poloha maxim a minim dominantni poruchy v poli geopotencialu, teploty a)
izobarické divergence a zobecnéné vertikalni rychlosti b).
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Podobnym zplisobem ur¢ime i pribéh extrému v poli izobarické diver-
gence V -v' a vertikalnich pohybi :

maxima;
kx+a, =0+27n,
(17.57¢)
kx+a,=0+27n, n=...—-10,1,...
minima:
kx+a,=mr+2rn,
(17.57d)

kx+a,=n+27zn, n=...,-10,1,...

Konfigurace téchto extrémil je zndzornéna na obrazku 17.6b. Vidime, Ze
u zemského povrchu je oblast minimalni izobarické divergence, tedy vlastné
maximalni konvergence vV, v'<0, doprovazena maximalnimi vystupnymi
pohyby vzduchu @i, zatimco v oblasti horni hranice atmosféry je tomu
naopak — tedy oblast maximalni izobarické konvergence rychlosti proudéni
odpovidd maximu sestupnych pohybii u horni hranice atmosféry. Analo-
gicky, maximum izobarické divergence u zemského povrchu je spojeno
s maximem sestupnych pohybli vzduchu, u horni hranice atmosféry je
situace opét opacnd, kdy maximum izobarické divergence rychlosti prou-
déni souhlasi s oblasti maximalnich vystupnych pohybti vzduchu. Porovna-
nim obrazka 17.6a a 17.6b zjistujeme, ze v piizemni oblasti nizkého tlaku
dominuje izobarickd konvergence proudéni spolu s vystupnymi pohyby
vzduchu. PovS§imnéme si déle, Ze nejintenzivnéjsi vystupné pohyby vzduchu
jsou situovany do hladiny 500 hPa (viz obrazek 17.4d) a v této hladin¢
pfedstihuje maximum vystupnych pohybii pfizemni osu oblasti nizkého
tlaku o 45°, coz odpovida 1/8 vinové délky poruchy. Kdybychom tedy
uvazovali moznost kondenzace vodni pary a vypadavani srazek, podle naSe-
ho modelu bychom mohli o¢ekavat polohu nejintenzivnéjSich srazek prave
ve vzdalenosti Lp/8 pted piizemni osou tlakové brazdy, coz pro dominantni
poruchy odpovida vzdélenosti ptiblizn¢ 660 km. Pro uplnost vykladu dodej-
me, Ze v piizemni oblasti vysokého tlaku ptevlada izobaricka divergence
proudéni a sestupné pohyby vzduchu.

Komplexni pohled na strukturu nejrychleji silici poruchy poskytuji
obrazky 17.7, 17.8, 17.9 a 17.10, na kterych jsou postupné pro jednu a Ctvrt
vlnové délky Lp nakresleny perturbace v poli geopotencidlu (obr. 17.7),
teploty (obr. 17.8), izobarické divergence (obr. 17.9) a zobecnéné vertikalni
rychlosti (obr. 17.10). VSechny ¢Etyfi obrazky v podstaté potvrzuji diive uve-
dené vysledky. Na tomto misté je ovSem nutno zdiraznit, Ze nami ziskany
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obrazek 17.8 pro teplotni perturbace se liSi od izocar teplotnich perturbaci
publikovanych Holtonem [3] (obr. 8.10 str. 259), ktery se také zabyval
rozborem modelu Eadyho typu. Holtonovy teplotni perturbace maji ampli-
tudu stejnou na spodni i horni hranici modelu. Holton se vSak vice pfidrzo-
val ptivodni Eadyho prace [47] v tom smyslu, Ze model omezil ve vertikal-
nim sméru dvéma neprostupnymi hranicemi ve vyskach z=0az=H <o
a pracoval s vySkou z jako s vertikalni soutadnici. Podle naSeho soudu nami
predstavend modifikace Eadyho modelu a pouziti p systému lépe odpovida
pomeériim ve skutecné atmostéte.

Vidéli jsme, ze ackoliv jsme pouzili relativné jednoduchy model, byli
jsme schopni popsat nckteré vlastnosti skutecnych poruch synoptického
méfitka ve stfednich zemépisnych §itkach, pochopitelné v rannych stadiich
jejich vyvoje vzhledem k tomu, ze jsme fidici rovnice linearizovali. Mame
na mysli zejména velikost (vinovou délku) dominantni poruchy a jeji verti-
kalni strukturu. Pomérné dobie jsme rovnéz identifikovali hladinu mini-
malni divergence v oblasti 500 hPa, stejné tak i polohu fidici hladiny.
Jednozna¢nou nevyhodou tohoto modelu Eadyho typu je pouziti f roviny,
tedy zanedbani sféricnosti Zemé. To se projevuje zejména Vv instabilité
velmi dlouhych vin. V dalsi ¢asti knihy uvidime, Ze uz zahrnuti kulatosti
Zem¢ prostfednictvim S rovinné aproximace stabilizuje velmi dlouhé viny.

Od publikovani ptivodni prace [47] byl Eadyho model podroben tadé
analyz se zahrnutim tady realisti¢téjSich prvki. Naptiklad zahrnuti neadia-
batického ¢lenu do termodynamické rovnice, ktery popisuje piikon tepla od
spodni hranice, pfedstavované kupiikladu teplejSim ocednem, ma za nasle-
dek objeveni se sekundarniho maxima rastového faktoru kc; v oblasti velmi
dlouhych vin [49].

Protoze stavajici ¢ast zakon¢ime pozndmkou o volbé stfedni hodnoty
parametru statické stability, zastavme se podrobnéji u problematiky vlivu
stability vertikalniho zvrstveni atmosféry na rastovy faktor rizné dlouhych
vlnovych poruch. Podle [39] zmény zvrstveni ve spodnich vrstvach atmo-
sféry mezi 925 a 855 hPa nejvice ovliviiuje stabilitu poruch s vinovou dél-
kou kolem 1 000 km. Zmény zvrstveni ve stiedni troposféte vyrazné piisobi
na rychlost riistu (ristovy faktor) kc; poruch o vlnové délce 2 000 az 3 000
veni atmosféry v jejich nejvyssich hladinach maji pouze velmi slaby vliv na
rustovy faktor poruch vSech vinovych délek.
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Obr. 17.7 Pole geopotencidlu dominantni poruchy. Tlakova vySe je znadzornéna Zlutou
barvou, zatimco oblast nizkého tlaku hnédou barvou.

250

P 500

750

1000

kx [degl

Obr. 17.8 Pole teploty dominantni poruchy. Oblast nejstudenéjsiho vzduchu je vykreslena
modfe, zatimco oblast teplého vzduchu Cervené.

152



kx [degl

Obr. 17.9 Pole izobarické divergence dominantni poruchy. Oblast izobarické divergence je
vykreslena modfe, zatimco oblast izobarické konvergence zelené.

kx [degl

Obr. 17.10 Pole zobecnéné vertikalni rychlosti dominantni poruchy. Oblast sestupnych
pohybti je podchycena hnédou barvou, zatimco oblast vystupnych pohybi zelenou barvou.

Poznamka 8: zastavme se jeSt€ u volby stfedni hodnoty parametru statické stability
atmosféry & . Pfedpokladame-li v troposféfe teplotni gradient 07/0z = —0,0065 K/m a do-

sadime-li do definice parametru statické stability
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pomoci Poissonovy rovnice (definice potencialni teploty), stavové rovnice a rovnice hydro-

statické rovnovahy, dostavame
2
02(5} P *)
p cp g

coz po dosazeni do rovnice (*) vede na vztah

— a
o=aTp",

R*[ 10,0065
a =—7|—- T,
Py \ C, g

a,=K-2

kde

a T, je teplota v tlakové hladin¢ p, =1000 hPa. Stfedni hodnotu o v jisté oblasti tropo-
sféry mezi tlakovymi hladinami p, a p, ziskdme nasledovné
a,T, t a a,T, ay +1

G=—1"— | ptdp=————(p"" — p").
b= Dy, (P, —p)a, +1) 1 ’

Pomoci posledniho vztahu se snadno pfesvédéime, ze nami pouzivana hodnota
& =2:10°m’s *Pa* piedstavuje stiedni hodnotu parametru statické stability atmosféry
mezi tlakovymi hladinami 1000 a 350 hPa pii teploté 288 K v hladin€ 1000 hPa.

17.3 Baroklinni instabilita v diskrétnim
dvojvrstevnatém modelu

Za zastupce vertikalné diskrétnich modeld baroklinni instability jsme zvolili
dvojvrstevnaty model na £ rovin€. Zakladni vlastnosti modelu byly popsany
Holtonem [3,43,42] a v ¢eské odborné literatute pak v publikaci [5], acko-
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liv kofeny tohoto modelu sahaji az k Phillipsovi [50]. V nésledujici ¢asti
rozbor modelu provedeny jak v [3,43], tak i v [5], podstatnym zplisobem
rozSifujeme a vSimame si souvislosti tohoto modelu s dal§imi modely ba-
roklinni instability, zejména s Eadyho modelem a advekénim modelem
Sutcliffovym.

Geometrie modelu je znazornéna na obrazku 17.11, ze kterého je patrné,
ze se model sklada ze dvou vrstev o tloust’ce Ap = 500 hPa; pracujeme tedy
opét v p systému. Zakladni stav budeme uvazovat jako zondlni proudéni
o rychlosti U zavislé pouze na vertikalni soutadnici:

U(p), v=0, ©=0. (17.58a)
Na zakladni stav necht’ jsou superponovany poruchy v poli proudéni
Vi(x, p,t), @'(x,p,t). (17.58b)
Vysledné pole proudéni ma tedy tvar
U(p), V'(x,p,t), o(x,p,t), (17.58¢)

kterému odpovida proudova funkce

v =y(y,p)+v'(x,p,t), (17.59a)
kde
-
Up)=—L(p). (17.59b)
oy
(hPa)
Wy = 0
p=0 0
Wi
I 1
(02
p =500 2
Vs
P=750 ============--------- 3
(04
p = 1000 4

Obr. 17.11 Uspotadani dvojvrstevnatého modelu baroklinni instability.
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Perturba¢ni proudovou funkci y' a zobecnénou vertikalni rychlost @’
budeme uvazovat ve tvaru normalnich modi

l//l — l,&(p)eik(x_a), C()' — d\)(p)eik(x—cz) ) (1760)
Jak je na schématu modelu (obr. 17.11) naznaceno, rychlost zékladniho
proudéni a odpovidajici proudovou funkci zaddvame uprostied horni a spod-
ni vrstvy atmosféry o tloust’ce Ap, tedy v hladinach oznacenych 1 a 3, za-
timco zobecnénou vertikalni rychlost explicitné udavame na rozhrani obou
vrstev, tedy v hladiné 2. Pfitom na horni a spodni hranici atmosféry zave-
deme piirozené okrajové podminky @ = @, =0. Misto (17.59) a vztahu pro
zobecnénou vertikalni rychlost miizeme tedy psat

v, =-Uy+y(x.t), v,=-Uy+y;, o,=d, (17.61)

kde perturbacni veliiny vyjadiime ve tvaru (17.60).

Vychozimi rovnicemi pro fyzikalni popis modelu bude rovnice vorticity
(15.1), kterou budeme aplikovat v hladindch 1 a 3, a termodynamicka
rovnice (15.16), kterou pouzijeme na rozhrani obou vrstev, tedy v hladiné 2.
Vénujme se nejprve upravé rovnice vorticity a dosadme do ni vyjadieni
(17.61) a (17.60), ¢imz dostaneme

ik[ B—k*(U, - <) |9, —ff’z =0, (17.62a)
B i2(U ] 470 _
ik[ B—k*(Uy—c) |7, + . 0. (17.62b)

V poslednich vztazich jsme aproximovali vertikdlni gradient zobecnéné
vertikalni rychlosti v hladinach 1 a 3 nasledovné:

=2 =2,
(6_”} om0y o, (8_”} 00 @ (76
op ), Ap Ap op ), Ap Ap

Termodynamicka rovnice (15.16) ma v hlading€ 2 tvar

ik(U, — e, —ik(U, — ), — A’]’p %24, =0, (17.63a)

0

kde jsme vyuzili podobnych pfibliznych vztahl jako pro gradient dw/dp
v hladinach 1 a 3, konkrétné
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(al/}j _ V}3 _V}l , (a_Uj _ U3 _Ul , l/}z _ l/}l +V}3 ) (1763b)
op ), Ap ap ), Ap 2

Rovnice (17.62a), (17.62b) a (17.63a) tvoii homogenni soustavu tii
algebraickych rovnic pro nezndmé y/,, ¥/, a @,. Z elementarni algebry je
dobie znamo, ze takova soustava ma netrividlni feSeni pravé tehdy, kdyz
determinant jejich koeficienti je roven nule, tedy

ik[ B-k*(U,-0)] 0 —Z—;
0 ik[ B—k*(Uy—0)] AL; =0. (17.64)
ik(U, - c) —ik(U, - c) —%

Rozvoj tohoto determinantu vede na kvadratickou rovnici pro fazovou
rychlost ¢

(k' +2k°27)C +[ 267 B~ k" (U, + Uy) + 2827 = 26> (U, + Uy A” |c +
+B° kKU, +U)+ KU U, - BU,+UHA* +kK* (U] +UHA* =0 ’
(17.65)
kam jsme zavedli parametr A vztahem
PRI
o,(Ap)

ktery je tedy nepiimo imérny parametru statické stability atmosféry a pro
obvyklé poméry ve stfedni troposféfe stfednich zemeépisnych Sitek je
A*=2-10""% m™? [3]. ReSenim rovnice (17.65) ziskame pro fazovou rychlost
vyjadreni

(17.66)

c:U1+U3_ﬂ(k2+/12)+\/ A U-U)QY-K) (17.67)

2 k*+2k°2° \ (K +2K° A7) A(k* +24%)

Je-li v poslednim vztahu vyraz pod odmocninou kladny, §ifi se modelem
dvé poruchy s neproménnou amplitudou. Jedna z poruch se pohybuje
rychleji, druha pomaleji. Je-li vSak vyraz pod odmocninou v (17.67) zapor-
ny, obdrzime dvé poruchy s casové proménnou amplitudou, z nichz jedna je
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s ¢asem silici a druha sldbnouci. Transla¢ni rychlost, tedy realna ¢ast fazové
rychlosti ¢, je zndzornéna na obrazku 17.12. Je z n¢ho patrné, Ze obé
poruchy s proménnou amplitudou se pohybuji stejnou rychlosti (na obrazku
je pfislusna zavislost oznacena jako ,,instabilni poruchy*), zatimco pertur-
bace s konstantni amplitudou maji kazda jinou rychlost, pficemz jedna
zvelmi dlouhych stabilnich poruch je siln€ retrogradni. Na rozdil od
spojitého modelu na f roving (oddil 17.2) je vidét, ze se rychlost silici 1 slab-
nouci perturbace méni v zavislosti na vinové délce (srovnej obrazky 17.12 a
17.2), coz nebylo pozorovano pii = 0. Rovnéz je evidentni, ze dostatecné
dlouhé viny jsou opét stabilizovany.
To je jesté patrnéjsi, vyjadiime-li ze vztahu (17.67) rastovy faktor kc;

ke, :k\/(Ul U@ k) px (17.68)

A4(k* +247%) (k* +2K2%)°

20

sty
Iab//n,' por,
Chy

c [ms‘1]

r

-20 4
(max)
Lk

T I T T T T I T
0 2000 4000 6 000 8 000 10 000
L [km]

-30

Obr. 17.12 Transla¢ni rychlost poruch v zavislosti na vlnové délce.

jehoz zavislost na vinové délce L je zndzornéna na obrazku 17.13. Je vidét,
ze rychlost rastu (ristovy faktor) zavisi na rozdilu rychlosti zonélniho
proudéni mezi hladinami AU =U, —U,. VSimnéme si, Ze pro rizné hodnoty
AU nabyva kc; maxima pro rizné vlnové délky. Prislusna vinova Lp délka
odpovidd dominantni poruSe, tak jak jsme o ni jiz psali v oddile 17.2. Pti
zadaném rozdilu rychlosti AU dominantni porucha spliiuje rovnici
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d%(kci)zo. (17.69)

Dosazenim vztahu (17.68) do posledniho vyrazu a provedenim pfislusné
derivace ziskame rovnici

(AUY K (K> + 22072 (424° —k* —4°K%) + 4822 3k +8°K> +44%) =0,
(17.70)

kterou je tfeba fesit numericky. Vysledek je pro nékolik hodnot parametru
A? znézornén na obrazku 17.14. Z n&ho je dobie vidét, 7e s rostoucim
rozdilem rychlosti proudéni AU, tedy gradientem rychlosti proudéni mezi
hladinami 750 a 250 hPa, se vlnova délka dominantni poruchy posouva
k vétSim hodnotdm. Tato zéavislost je nejpatrnéjsi pro mensi hodnoty AU,
zatimco pro vétsi hodnoty rozdilu rychlosti proudéni je tato zavislost
ponékud potlacena. Neni bez zajimavosti, Ze pro velmi velké hodnoty AU se
vlnova délka dominantni poruchy blizi hodnoté, kterou by méla pii f=0.
Z obrazku 17.14 také jednoznacné vyplyva, Ze vinova délka L, dominantni
poruchy roste se zvétSujici se stabilitou vertikdlniho zvrstveni atmosféry
(mensi A7).

1,0x10°

AU=25 ms™

8,0x10°

6,0x10°

ke, s

4,0x10°

AU=10 ms”
2,0x10°

0,0

T T T T T T T T T
0 2000 4000 6 000 8 000 10 000

L [km]

Obr. 17.13 Ristovy faktor poruch v zavislosti na vinové délce pro riizné rozdily rychlosti
proudéni mezi hladinami 250 a 750 hPa.
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Obr. 17.14 Zavislost dominantni vlnové délky na rozdilu rychlosti proudéni mezi hladinami
250 a 750 hPa a na mife stability vertikalniho zvrstveni atmosféry.
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Obr. 17.15 Izoc¢ary rastového faktoru poruch v zavislosti na vinové délce a rozdilu rychlosti
proudéni mezi hladinami 250 a 750 hPa.
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Na obrazku 17.15 je zachycena informace obsazena v jiné¢ formé v obra-
zku 17.13, totiz prubeh rastového faktoru kc; pro rizné hodnoty vertikalniho
gradientu zondlniho proudéni a vinové délky poruch. Ze strany kratkych vin
je nestabilni oblast (charakterizovana nerovnosti kc; > 0) omezena hranici
danou rovnosti 24% = ¥*. Tomu odpovida vlnova délka

L =%\/§, (17.71)

ktera je pro A% =2-10""2 m™ rovna pfiblizn& 3 140 km. Pro dostate¢n& dlou-
hé viny, k—0, se vyraz pod odmocninou ve vztahu (17.68) redukuje na
rovnost AU = f3/k*, ktera vymezuje dlouhovlnnou hranici nestabilni obla-
sti. Odpovidaji ji vinové délky

L™ =21 /% . (17.72)

Z obrazku 17.15 a rozboru vztahu (17.68) mizeme dovodit, ze se insta-
bilni (s casem rostouci) poruchy objevuji az pfi jisté minimalni hodnoté roz-
dilu rychlosti proudéni (AU),,, mezi hladinami 1 a 3. Polozime-li v (17.68)
ristovy faktor roven nule a vyjadiime AU =U, —-U,, ziskdme

2607 [ 1
AU =+ fz /414_]{4. (17.73)

Dosazenim posledniho vyrazu do rovnice

d
—(AU)=0,
% AY)

tedy urCenim minima AU v zévislosti na vinovém disle £, zjistime, Ze toto
minimum nastava pro vlnové &islo k= 2"*1. Po dosazeni této hodnoty vino-
vého Cisla do vztahu (17.73) tomu odpovidd minimalni hodnota rozdilu
rychlosti proudéni

_F
(AU), i = PER (17.74)

Pii diive pouzivanych hodnotich 22=2-10"> m? a f=1,62-10" m's™! vy-
chézi (AU)min =8 ms .

Vénujme nyni pozornost nékterym specidlnim jednodussim piipadim.
Uvazujme zékladni stav za ryze barotropni bez pfitomnosti vertikdlniho
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gradientu rychlosti proudéni, to znamena, ze U, =U, =U . Z (17.67) ziska-
me pro fazovou rychlost poruch dvé hodnoty, a to

+ p
Crosspy = U — JENTYER (17.75a)
Crosspy = U—é. (17.75b)

Druhy vztah, pro cp,py»> predstavuje znamy vyraz pro fdzovou rychlost
klasickych barotropnich Rossbyho vin, zatimco prvni formule, pro ¢, ey >
vyjadfuje fdzovou rychlost vnitini baroklinni Rossbyho viny [3]. Neni
obtizné se presvédCit, ze v pripadé fazové rychlosti vin dané vztahem
(17.75a), jsou perturbace v poli proudové funkce ¥, a 3, a tedy i geo-
potencialu ¢ a ¢;, v hladinach 250 a 750 hPa vz4jemné posunuty o 180°.
Prichdzime tak k zajimavému zjisténi: Ackoliv zakladni stav je pfedstavo-
van barotropni atmosférou, perturbace maji baroklinni charakter [3]. Fazova
rychlost obou stabilnich Rossbyho vin pii nulovém dopplerovském posuvu
(U =0) je znazornéna na obrazku 17.16. Vidime, ze barotropni vlna je velmi
retrogradni s rostouci rychlosti a zvétSujici se vlnovou délkou, zatimco
baroklinni vykazuje pomérné slabou zavislost fazové rychlosti na vinové
délce, navic ma tato vlna jen velmi slabou tendenci k retrogresi — pomérné
slabé zapadni proudéni postacuje k tomu, aby byla baroklinni vlna unasena
od zapadu smérem na vychod.
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Obr. 17.16 Translacni rychlost Rossbyho vin v dvojvrstevnatém modelu pii U = 0.
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Polozime-li nyni = 0, redukuje se vztah (17.67) na

2 2
c:U1;U3iU1;U3,/ZZ_§j2, (17.76)
+

coz je dvouvrstevna analogie vztahu (17.22), ktery jsme ziskali v piedcho-
zim oddile pro model Eadyho typu na f roviné. Je patrné, Ze v tomto
zjednoduseném piipad€ jsou vSechny poruchy s vinovou délkou vétsi nez
kritickd vlnova délka L  instabilni v tom smyslu, Ze jedna z dvojice vin
svoji amplitudu s Casem zvétSuje a druhd zmenSuje. Hodnota L je dadna
nulovou hodnotou vyrazu pod odmocninou v (17.76) a zéroven tvofi
kratkovlnnou hranici mezi stabilni a instabilni oblasti spektra vinovych
poruch v obecném piipadé (viz obrazek 17.15). Tato hranice je dana
vztahem (17.71), ktery je mozné s piihlédnutim k (17.66) prevést na tvar

L, = gni'ﬂ:%‘/zaz =2,157-10°\Jo, [m]. (17.77)

0

Rastovy faktor kc; je pti f= 0 roven

kU, -U,) 222 -k?

ke, . 17.78
l 2 227+ Kk (17.78)
Polozime-li d(kc,)/dk =0, ziskame po vypodtu rovnici
k*+42°k* 41" =0, (17.79)

jejimz feSenim a pouZitim & = 27/L mame pro dominantni poruchu

L, =%\/2+2\/5 =3,251-10°\Jo, [m]. (17.80)

Tento vztah pfedstavuje dvouvrstevnou analogii vztahu (17.29) z kapitoly
17.2. PHi A*=2-10 " m* vychazi Ly~ 4 880 km.

Jako posledni specialni pfipad uvazujme situaci, kdy 4 — oo. Neni obtiz-
né ukazat, ze to odpovida situaci, kdy jsou teplotni zmény v modelu zpiso-
beny pouze horizontalni (izobarickou) advekci teploty [12]. Tento advek¢ni
model je zejména spojen se jménem Sutcliffa [51]. V takovém modelu ze
vztahu (17.67) ziskdme pro fazovou rychlost poruch vyraz

Uu+U, P 1\/6’2 X
- 2+ (U -U,)*, 17.81
c 2 2k2 2 k4 ( 1 3) ( )
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ze kterého je patrné, ze poruchy s vlnovou délkou kratsi nez kriticka vinova
délka, urc¢end nulovou hodnotou vyrazu pod odmocninou v (17.81), jsou
instabilni (jedna se zvétSujici a druhé se zmensujici se amplitudou). Kriticka
vlnova délka v advekénim modelu je déna vztahem

L, =2m ﬂ,
\ 8

ktery je tedy shodny s vyrazem (17.72) pro dlouhovinnou hranici mezi
stabilni a instabilni oblasti v obecném pfipad¢. VSimnéme si, Ze u advek-
¢niho modelu médme opacnou situaci nez v piipadé modelu s = 0; dosta-
te¢né kratké viny jsou instabilni (musi byt samoziejmé U, # Us), zatimco
dostate¢n¢ dlouhé vlnové poruchy jsou stabilni. Pro Uplnost jesté uvedme
vztah pro ristovy faktor instabilnich vin v advekénim modelu

_ 2 2_ﬂ_2
ke, = \[(AU Yk et

Pro pevné zadany rozdil rychlosti proudéni AU se rastovy faktor zvétSuje s
klesajici vinovou délkou. To je dobie patrné z obrazku 17.17, na kterém je v
rovingé AU, L vykresleno nékolik izocar ristového faktoru. Srovnejte tento
obrazek s obrazkem 17.15.

(17.82)

(17.83)

50

40

30 / T
A 71 ke=10.10"s kc=0
E
2 : S
< 0l instabilni oblast

10

0 T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000
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Obr. 17.17 Stabiltni diagram pro dvojvrstevnatou analogii Sutcliffova advekéniho modelu.
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Po nékolika specialnich ptipadech se vratme k situaci obecné a vénujme
nejprve pozornost poruchdm s neproménnou amplitudou, které budeme
oznacovat jako stabilni. Secteme-li rovnice (17.62a) a (17.62b), ziskdme po
uprave

5 _w,-o
. k .
0=V (17.84)
P (U, =)
a pro perturbacni proudové funkce pak miizeme psat
w = _ﬁ—%’el (e (17.85a)
P (U, ~¢)
Wi =y,e e, (17.85b)

Dosazenim za fazovou rychlost pomoci (17.67) do poslednich vztaht
snadno zjistime, Ze rychlejsi (pro pevné zadanou vlnovou délku; viz obrazek
17.12) stabilni vlnové poruchy v poli proudové funkce (a tedy i geopoten-
cidlu) maji vétsi amplitudu v hladin¢ 250 hPa nez v hladin¢ 750 hPa. Avsak
pomalejsi stabilni viny s krat$i vinovou délkou (na obrazcich 17.12 a 17.13
lezi nalevo od instabilni oblasti) maji amplitudu vétsi v hladin€ 750 hPa nez
v hladin¢ 250 hPa. Ale dlouhé (lezi napravo od instabilni oblasti v napo-
sledy zminénych obrazcich) pomalejsi stabilni poruchy jsou vyraznéjsi opét
v hladin€ 250 hPa nez v hladin¢ 750 hPa. Opét neni obtizné nahlédnout, ze
v hladinach 750 a 250 hPa jsou kratsi rychlejsi stabilni poruchy a vSechny
pomalejsi stabilni vlnové poruchy ve fazi, zatimco dlouhé rychlejsi stabilni
viny jsou ve zminénych hladinach v opacné fazi (jsou vzajemné posunuty
o 180°).

Vyraz pro perturbace v poli teploty v hladin¢ 2 (500 hPa) ziskdme inte-
graci rovnice (17.40) mezi hladinami 1 a 3:

' A A ik (x—ct 1 In 7 ik (x—ct
1 =—Io (e G —g)e" . (17.86)
Rln& Rln&
2 12

kde jsme vyuzili piiblizného vztahu mezi proudovou funkci a geo-
potencidlem ¢' = fy'. Rozdil amplitud y7, a 7, ve vyrazu (17.86) je mozn¢
upravit pomoci (17.84) takto:
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U1+U3—2(lf’:+cj

Wi—ys = V. (17.87)
P +c-U,

K

Dosazenim za fazovou rychlost ¢ z (17.67) do (17.84) a (17.87) ziskame
informace o vzdjemném vztahu poli perturbaci v poli geopotencialu (prou-
dové funkce) a teploty. Podrobny rozbor uvedenych vztahti Ize shrnout na-
sledovné: Rychlejsi stabilni poruchy s krat$i vinovou délkou piedstavuji
teply hieben a studenou brazdu s nejvétsi amplitudou ve vyssich hladinach
atmosféry (250 hPa). Dlouh¢é rychleji se pohybujici stabilni perturbace re-
prezentuji v hladiné 250 hPa opét teply hieben a studenou brazdu, zatimco
v hladiné¢ 750 hPa je jejich uspoiadani opacné. Krat$i pomalejsi stabilni
poruchy piedstavuji analogické uspofadani jako rychlejsi dlouhé stabilni poru-
chy s tim rozdilem, Ze jsou vyraznéji vyjadieny v hladin¢ 750 hPa nez 250 hPa.
Dlouhé pomalejsi stabilni perturbace reprezentuji studenou brazdu a teply
hieben, které jsou nejvyraznéjsi ve vyssich hladinach atmosféry (250 hPa).

Nase nejvétsi pozornost pochopitelné soustfedéna na poruchy instabilni,
zejména ty, jejichz amplituda se s ¢asem zvétSuje. RozepiSeme-li fazovou
rychlost instabilnich poruch na redlnou a imagindrni ¢ast ¢ = ¢, +ic; a toto
vyjadieni zavedeme do vztahu (17.84), mizeme misto (17.85) uvést tyto
vztahy pro perturbace v poli proudové funkce:

! =, |elre! (17.88a)
w; =|;|e"rel e, (17.88b)

kde

\/|:(Ul _lﬁ_crj(lé+cr _U3j_ci2j|+[ci(U1 _U3)]2
| = g w,| (17.88c)
(l'f;Jrcr—Ulj +cf
a

tea = W, ~U,) (17.88d)
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Opét ptipomenime, ze vztahem (17.88¢) jsou provazany i amplitudy pertur-
baci v poli geopotencialu || a | ¢; |, a dale, ze pro fazovy uhel perturbaci
geopotencialu je ¢ ,=Q,-

90
804 U,=30ms"
704 Uz=10ms"
60
S 50
k=) )
3% 404
30
20 - /
10 p=1,62.10"'m"s"”
0 T T T T T T T T !
0 2000 4000 6 000 8000 10 000
L [km]
Obr. 17.18 Fazovy predstih silicich poruch v poli geopotencialu v hladiné 750 hPa pied
vinou v hladin€ 250 hPa.
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Obr. 17.19 Pomér amplitud instabilnich poruch v poli geopotencidlu mezi hladinami 250
hPa (1) a 750 hPa (3).
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Rozborem zapisu (17.88d) se mlizeme presvédcit, ze pro silici poruchu
(¢; > 0) predstihuje vlna v poli geopotencialu (proudové funkce) v hlading
750 hPa vInu v hladiné 250 hPa. U slabnouci poruchy (¢; < 0) je tomu
naopak. Zminény piedstih pro silici poruchy a uvedené rychlosti zakladniho
zonalniho proudéni je v zavislosti na vinové délce zndzornén na obrazku
17.18. Vidime, Ze tento pfedstih mize dosahovat pfiblizn€¢ az 65°. Pro
porovnani je na zminéném obrazku uveden tento ptedstih 1 pro piipad f=0,
kdy se s rostouci vlnou délkou blizi az k 90°. Odpoveéd’ na otdzku, zda je
instabilni porucha vyraznégjsi v hladiné 750 nebo 250 hPa, mizeme nalézt na
obrazku 17.19. Vidime, Ze v poli geopotencialu jsou silici poruchy vyraznégji
vyjadieny v hladin€¢ 250 nez 750 hPa. V pocatecnich stadiich vyvoje jsou
tedy popsané poruchy spiSe vySkovymi utvary. Pfitom se pomér| ¢ |/|d; |
zvetSuje témei exponencidlné s rostouci vinovou délkou. Pro zajimavost je
na zminéném obrdzku zndzornéna i situace pro £ = 0; je patrné, Ze v tomto
pfipadé jsou poruchy symetrické, coz koneckoncli také dobie odpovida
1 zjiSténim z oddilu 17.2.

Perturbace v teplotnim poli pro silici poruchy ziskame podobné, a to do-
sazenim ¢ = ¢, + ic; do (17.87). Po Gpravach misto vztahu (17.86) dostaneme

Tz! — ‘j\;‘ekc,tei(kx—ar—kcrt) : (17893)

A

2
\/{(U1+U3—2cr—2]§j(l’g+cr—U1j—2c,.2} LU, U,
X

2 Vs
(l§+cr—Ulj +c
(17.89b)
a
tga, = W, =, (17.89¢)
(Ul +U, —2c, _2]§)(llg+c’ —Ulj—2c,.2

Zobecnénou vertikalni rychlost @, v hladiné 500 hPa uréime pomoci
vztahu (17.60), do kterého dosadime (17.62a) nebo (17.62b). Po analo-
gickych upravach jako v pfedchazejicich ptipadech mizeme psat
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(0; — |032|€kcitei(bc+a“_kc't) , (17903)
kde
Apk® p ?

@,| = F {cr —(U3 _Fﬂ +c |y (17.90b)

a také

U3 _cr _EZ
tgo, =— K (17.90c)
c

Schématické usporadani perturbaci v poli geopotencialu, teploty a zobec-
néné vertikalni rychlosti pro silici poruchu s vlnovou délkou 4 000 km
a AU=20 ms™' je zndzornéno na obrazku 17.20. Maxima (minima) v poli
geopotencialu, kterd tedy odpovidaji ose hiebenu (brazd€) vysokého
(nizkého) tlaku, byla v jinych hladinach nez 250 a 750 hPa ziskéna linearni
interpolaci a extrapolaci. Osa hiebene vysokého tlaku je oznacena jako R,
osa brazdy nizkého tlaku jako T. Podobnym zpiisobem byla ziskana i osa
oblasti nejteplejSiho vzduchu (oznacena jako W) a osa nejchladnéjsi oblasti
(oznacena jako C). Na obrazku jsou dale vyznaCeny Sipkami maxima se-
stupnych a vystupnych pohybi. Srafované jsou vyznaleny oblasti izoba-
rické konvergence, zatimco Casti bez Srafovani predstavuji oblasti izobaric-
ké divergence rychlosti proudéni”.
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Obr. 17.20 Schématické uspotadani silici poruchy o vinové délce L =4 000 km
ve dvouvrstevném modelu. Upraveno podle [42].

*) Perturbace izobarické divergence jsme sice pro dvouvrstevny model explicitng neuvedli, nicméné
vypocet V'V 'je pomémé piimocary z rovnice kontinuity (17.47).
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Porovname-li obrazek 17.20, sestrojeny pro dvouvrstevny model, s obraz-
kem 17.6, popiipad€ obrazky 17.7 az 17.10 ziskanymi pro vertikalné spojity
model, je patrnd jejich vzajemnd kvalitativni shoda. Pochopiteln€¢ dvou-
vrstevny model nemuze principialné popsat strukturu poruch tak podrobné
jako model spojity. Pomoci dvouvrstevného modelu nemtzeme naptiklad
usuzovat na sklon perturbaci v poli teploty nebo zobecnéné vertikalni
rychlosti. Pfesto maji oba modely pii popisu silicich baroklinnich
instabilnich poruch fadu spole¢nych rysii — naptiklad situovani maxima
vystupnych pohybti (a tedy piipadnych srdzek) pied ptizemni osu tlakové
brazdy, nebo prevladajici izobarickou konvergenci v oblasti piizemni
brazdy nizkého tlaku a opacné pievazujici izobarickou divergenci v pii-
zemnim tlakovém hiebenu. Dalsi spolecnou vlastnosti je sklon osy oblasti
nizkého tlaku spolu s rostouci vyskou do oblasti studené¢ho vzduchu
a oblasti vysokého tlaku do oblasti teplého vzduchu, coz zaroven znamena,
ze se osy silicich (rodicich se) tlakovych utvarG naklani proti sméru
zéakladniho zonalniho zdpadniho proudéni. Uvedené skutecnosti pievazné
souhlasi s pozorovanim ve skutecné atmosfére. To tedy podporuje teorii,
podle které mohou synoptické utvary ve stfednich zemépisnych Sitkach
vznikat v podstaté¢ z infinitezimalnich perturbaci baroklinné instabilniho
zéakladniho proudéni. Na paméti je tieba stale mit, ze oba modely baroklinni
instability byly zalozeny na linearizovanych rovnicich a popisuji tedy pouze
ranna stadia vyvoje skutecnych atmosférickych poruch.

V dvojvrstevnatém modelu na S roviné jsme se setkali i s nékterymi
odli$nostmi od modelu na f roving. Je to pfedev§im stabilizace velmi dlou-
hych vinovych poruch pravé zahrnutim sféri¢nosti Zemé, alespon v podobé
p rovinné aproximace. DalSi fundamentalni odliSnosti je skutecnost, Ze se
v modelu na S roviné objevuji baroklinné instabilni poruchy az po ptekro-
¢eni ur¢ité minimalni hodnoty vertikalniho gradientu zakladniho zonalniho
proudéni. Ze vztahu (17.74) je patrné, Ze tato minimalni hodnota zavisi opé&t
na Rossbyho parametru £.
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UvoD

Dnes jsme svédky stale bouflivéjSiho rozvoje matematického modelovani
jak v pfirodnich védach, tak v inzenyrské praxi. Zde vSude jsou aplikovany
metody soudobé nelinearni mechaniky k feSeni cetnych uloh riizného
charakteru, formulovanych pro Sirokou paletu méfitek az k velkopros-
torovym procesum vcetné geofyzikdlni hydrodynamiky. Je ptfiznacné, Ze
v nelinearni mechanice se setkdvame s fadou novych jevl, nevyskytujicich
se u linearnich systémii. Nelinedrni systémy maji Casto vice nez jedno
stacionarni feSeni (staciondrni feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic
odpovidaji rovnovaznym stavim piifazené obycejné diferencidlni rovnice
v Banachové prostoru, resp. pevnym bodi jejiho semitoku), a mozna je
1 existence oscilacnich fesSeni typu limitnich cykli. Také se zde setkdvame
s vyskytem chaotickych fesSeni a velmi casto s kritickym chovanim systémi
v zavislosti na jejich parametrech.

Nelinearni analyza reprezentuje jeden z perspektivnich oborti matematiky
s kofeny v matematické analyze, i kdyz zasahuje také do jinych matema-
tickych smért a je v Gzké interakci s fyzikalnimi disciplinami zahrnujicimi
i geofyziku a geofyzikélni hydrodynamiku. V soucasné dob¢ se zamétujeme
na studium nelinearnich jevii vznikajicich pouze nelinedrnimi interakcemi.
Jako priklad Ize uvést deterministicky chaos.

Dokladem typickych ryst feSeni nelinedrnich problémi s mnoZinou
riznych typt chovani mize byt chovani atmosféry. Jeji rizné stavy byvaji
simulovany vysledky fyzikalnich experimentl s redlnymi tekutinami v rotu-
jicich nadobach, vystavenych vnéjsimu ohtevu. Pfi jistych kombinacich
rychlosti rotace a teplotniho kontrastu se objevuji postupné vilny s kon-
stantni amplitudou, poté viny s periodicky se ménici amplitudou i formou
a nakonec neregularni vlny s charakterem turbulence. Dochézi k bifurkacim,
v SirSim vyznamu k riznym kvalitativnim zménam ¢i metamorfozam
objektll pii zméné parametrli, na nichZ tyto objekty zavisi. Je relevantni
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poznamenat, ze vétSina teoretickych fyzikd chova znaény respekt ke svym
experimentalnim protéjSkiim.

Nelinedrni analyza za¢ina chéapat, Ze jisté matematické potize pii praci
s dynamickymi systémy jsou principidlni a souvisi s exponencialni nestabi-
litou nékterych dynamickych tloh. Tato vlastnost je pro existenci determini-
stického chaosu kli¢ové dulezita. Abychom popsali bohaté spektrum
riznych typt chovani dynamickych systéml a poznali specifi¢nost rysu
chovani v rozmezi hodnot parametru, je tfeba pouzit numerickych postupt.
Vedle nezbytného analytického pfistupu je zdkladnim pilifem uziti matema-
tiky v praxi pocita¢. Jestlize extrapolujeme na zdkladé prekotné rychlosti
jeho soucasného vyvoje, podle Hawkinga je docela dobie mozné, ze ¢asem
praci v teoretické fyzice zcela pfevezme. Je obtizné urcit, kdy k tomu dojde,
jisté vSak je, ze v soucasnosti je jednim z hlavnich smért nelineérni analyzy
stale pretrvavajici potfeba jeji geometrizace. O dalSich smérech se zminime
v zaveru prace, kde nezapominame na vyznamné ulohy teorie singularit (teo-
rii bifurkace v sob¢ v jistém smyslu zahrnuje teorie katastrof a singularit).

Bezpochyby to je soudoba diferencidlni geometrie, ktera rozpracovava
a exploatuje z tésné vazby mezi geometrickymi a analytickymi pojmy i ide-
jemi a stava se dilezitym matematickym ndéstrojem teoretické fyziky.
Zjednodusuje matematicky formalismus a prohlubuje nase fyzikalni chapa-
ni. Vysledky, jez diferencialni geometrie pfinasi, jsou relevantni jak pro
matematiku, tak i fyziku s disledky etablujicimi vztahy mezi Lieovymi gru-
pami, jejich reprezentaci a hydrodynamikou. Ptiklad takového vztahu zahr-
nuje problém feSeni Eulerovy rovnice, popisujici pohyb idedlni homogenni
tekutiny v trojdimenzionalni oblasti D. Toto feSeni lze interpretovat jako
casovou zavislost te¢ného vektoru geodetiky pravoinvariantni Riemannovy
metriky (zadané kinetickou energii tekutiny) na grupé SDiff D zachovava-
jicich objemy vzajemné jednoznacnych zobrazeni D — D, hladkych spolu
s inverznim zobrazenim.

K renesanci geometrie vedle fyziky a fyzikalnich prostorii dochéazi také
v pohledu na podstatné abstraktnéjsi prostory, s nimiz pracujeme napi. v ter-
modynamice, v Hamiltonové formalismu a rovnéz v hydrodynamice. Zlsta-
neme-li u Hamiltonovy dynamiky, nejdilezitéj$§im Cinitelem geometrického
pristupu je diferencialni 2-forma ve fazovém prostoru systému, majici
stejnou ulohu jako metrika na Riemannovych varietdch. Touto formou je
vytvofen reverzibilni 1-1 vztah mezi vektory a diferencidlnimi 1-formami.
V pfipadé¢ systému s n stupni volnosti ma fazovy prostor 2n dimenzi
a pfislusnd 2-forma je simplektickou formou a fazovy prostor s touto for-
mou je simplektickou varietou.
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Snahy studovat kvalitativni zmény v chovani dynamickych systému pii
riznych hodnotach jejich parametrii na kone¢nédimenzionalnich modelech
(hovotime o redukci dimenze zkoumaného problému) v hydrodynamice nas
privedly k jist¢ tfidé regularnich dynamickych systémi, nazyvanych
systémy hydrodynamického typu (systems of the fluid mechanical type).
Tim ptechdzime do problematiky parcidlnich diferencialnich rovnic, tzce
spjaté se studiem kapalin. Ziskané modely ptedstavuji kvadraticky neline-
arni systémy obycejnych diferencidlnich rovnic pro kone¢ny soubor
parametrl definujicich stav systémi, které jsou linearnimi funkcionély pole
rychlosti tekutiny. Samotné systémy zachovavaji integraly pohybu vycho-
zich prognostickych rovnic hydrodynamiky. Regularnost znamena, ze diver-
gence fazového toku téchto systémi je nulova.

Tyto systémy do hydrodynamiky zavedl Obuchov, blizky spolupracovnik
Kolmogorova, pfedstavitele ruské matematické Skoly, majici rozsahlou
tradici teoretické prace. Jeden z mnohych moznych piikladi se tyka poru-
chové teorie integrabilnich hamiltonovskych systémi, jejichz fazovy prostor
se rozvrstvuje na invariantni anuloidy (tory). Pro analyticky pfipad a pro
systémy, jez jsou pouze hladké, se torus s nerezonanéni frekvenci pod
vlivem poruchy zachovava. Toto tvrzeni neni v rozporu s Peixotovym teoré-
mem z topologické dynamiky, podle né¢hoz nelze povazovat kvaziperiodic-
ky pohyb na kompaktni dvojdimenzionalni varieté za siln¢ typickou vlast-
nost dynamickych systémtl. Hamiltonovy systémy jako celek jsou v jistém
smyslu netypickymi systémy v mnozin¢ dynamickych systémi a na né
pusobici malé poruchy nemohou byt libovolné. Pfi jejich ptisobeni musi byt
zachovan statut hamiltonovskych systémti.

Druhy ptiklad zahrnuje problém turbulence, v némz se oba autofi osobné
angazovali a podileli se na metodickych zakladech teorie homogenni a lo-
kaln¢ izotropni turbulence.

Nejjednodussim netrividlnim systémem hydrodynamického typu je kano-
nicky triplet, jehoz pohybové rovnice zavisi obecné na péti parametrech.
Tento triplet je vzorem tzv. symetrizované¢ho systému, ktery je ze ttidy
rovnic, jez jsou zobecnénim rovnic Hamiltonovy dynamiky. Zaroven je
kanonicky triplet ukazkou objektu, ktery je ekvivalentni Eulerovym ro-
vnicim rotujicitho tuhého télesa. Miizeme postoupit jest¢ dal a fici, Ze
zajimavou tfidou systémi hydrodynamického typu jsou Eulerovy rovnice
popisujici pohyb n-dimenziondlniho télesa. Jeho pohybové rovnice vytvareji
podsystémy (invariantni) konkrétnich symetrizovanych systémii.

Vzpomenme zde jes$té¢ jednoho aspektu, ktery nemusi byt dosti silné
vniman: komplexni analogie pohybovych rovnic n-dimenzionalniho tuhé¢ho
télesa a stacionarni Kortewegova de Vriesova rovnice (zapsand v matico-
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vém tvaru) ndlezeji stejné tifidé. Tato rovnice se prvné objevila v teorii
mélké vody a je prikladem tzv. skryté symetrie. Za jistych podminek se pfi
t — too feSeni této rovnice ,,rozpada®™ na solitony. Jinymi slovy, feSeni této
rovnice vykazuje chovéani solitonu. Jde o vysoce neobvyklou rovnici,
protoze solitony jsou v urcitém ohledu jako linearni viny a v jiném jako
nelinearni viny. Poznamenejme, Ze tento jev vyvolal hore¢nou aktivitu,
ktera podle Griffihse (v roce 1991 se stal 7. feditelem Institutu pokrocilych
studii v Princetonu) dokonale pfedvedla jednotu matematiky. Jako ptiklad
této aktivity Ize zde uvést problém nalezeni kuzelu o daném objemu, ale
nejmensim povrchu mezi vSemi kuzely. Na prvni pohled neni zfejmé, Ze to
ma néco spolecného s vinami v mélké vod¢. Ukazuje se, ze diferencidlni
rovnice, které popisuji feSeni, se chovaji stejn¢ jako solitony a rovnice
popisyjici viny v melké vodé. Oba problémy, jeden z matematické fyziky
adruhy z diferenciadlni geometrie, se vyznacuji stejnym, vysoce vzacnym
a zajimavym chovanim solitont.

V aplikacich geometrie na problémy hydrodynamiky ptisuzujeme dilezi-
tou ulohu zobecnénému tuhému télesu. Jeho konfiguratnim prostorem je
Lieova grupa, potenciilni energie tclesa je nulova a kinetickd energie
zadava levo (i pravo) invariantni metriku na Lieovée algebie Lieovy grupy.

Zajima nas vazba zobecnéného tuhého télesa s mechanikou tekutin. Je
zde tfeba postupovat obezietn€. S rovnicemi hydrodynamiky jsou spojeny
nekone¢nédimenzionalni grupy a ne vSechny vlastnosti kone¢nédimen-
zionalnich zobecnénych téles maji hydrodynamické rovnice. Vysledky teo-
retickych studii ukazuji, Ze na kone¢nédimenzionalnich Lieovych grupach
s jednostrann¢ invariantni metrikou lze geodetiky této metriky prodlouzit
v ¢ase na ob¢ strany. Naproti tomu pro typické hladké pocateéni pole
rychlosti v oblasti D klasické feSeni Eulerovy hydrodynamické rovnice
existuje jen v konecném case, zavisejicim na pocatecnich datech. Odtud lze
ucinit zaver: témet vSechny geodetiky na grupé SDiff D (grupé difeo-
morfisml proudové oblasti D) nelze neomezené prodluzovat (tj. mnozina
téch geodetik, které nemaji tuto vlastnost, je mnozina nulova).

Mnohym zde naznadenym otazkdm, vSak 1 vlastnostmi a obsahem
ptibuznym otazkdm, a také moznym souvislostem dotvafejicim ramec
pojednani o nelinedrnich systémech hydrodynamiky, vénujeme pozornost
v druhé ¢asti knihy (kapitolach 2 az 13). Velkou mérou pfitom vychdzime
z vysledki teoretické Skoly soustiedéné kolem Obuchova, zaka Kolmogoro-
va. Zéavery, k nimz tato Skola ve spolupraci s matematiky v riznych tdobich
dospéla, jsou relevantni jak pro fyziku, tak i matematiku a ptedstavujic
dlouhodoby zajem.
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2 O SYSTEMECH HYDRODYNAMICKEHO
TYPU

2.1 K definici systémi hydrodynamického typu

V mechanice tekutin se s kvadratickymi nelinedrnimi systémy, nazyvanymi
systémy hydrodynamického typu, mizeme setkat tam, kde aplikujeme Ga-
lerkinovu metodu na vychozi kvadraticky nelinedrni rovnice dynamiky te-
kutin, na rovnice Navierovy-Stokesovy [1]. Tato metoda je zaloZena na
redukci pavodné nekone¢nédimenzionalniho systému na kone¢nédimenzio-
nalni podprostor fazového prostoru pohybujici se tekutiny, nikoliv na
redukci vztazenou na inercialni varietu. Jsou to vSak vysledky o existenci
a hladkosti inercidlnich variet, které ¢ini smysluplnymi snahy siln¢ redu-
kovat dimenzi zkoumaného problému, ptfevést tak otazky o atraktoru evo-
luénich parcidlnich diferencialnich rovnic na kone¢nédimenzionalni dy-
namicky systém”. Je to soutasna moéda fraktald, ktera se postupné stava
fundamentalni charakteristikou atraktorti t€chto rovnic (citujeme podle [2]).
V tomto ohledu jsou to problémy rozvétveni feseni pro rovnice i nerovnice,
které v soucasné dob¢ se stale vice zviditeliluji pifi studiu asymptotického
chovani feSeni dynamickych systémt, kdy postupnou bifurkaci ptes zdvo-
jovani frekvence (period doubling bifurcation) dochdzi k chaotickému cho-
vani. Navaznost na stale zdsadni problém turbulence je zfejma (odklanime
se od chapani turbulence jako od statistického jevu a ptiklanime se k
deterministickému pojeti tohoto fenoménu). Jednou z pficin stalych obtizi
zde je velikost Reynoldsova cisla, nebot’ pro velka tato cisla (velké

*) Se zfetelem na textovou souvislost a také proto, ze $irSi fyzikalni vefejnosti pojem inercidlni
variety nemusi byt znam, pfipomeiime si zde jeji definici. Méjme dan dynamicky systém, kterym
budeme rozumét jisty metricky prostor H a mnozinu operatort {S(#)} t > 0 tvofici semigrupu
operatorti. Dale méjme konecnédimenzionalni lipschitzovskou varietu M. Tuto varietu nazvéme
inercialni varietou dynamického systému (struéné inercialni varietou), jestlize plati: 1. M je
pozitivné invariantni mnozina, tj. pro mnozinu 4 < H je S(f)4 < A pro vsechna t > 0; 2. M
exponencialné pfitahuje vSechny trajektorie dynamického systému. To znamena, Ze pro kazdé
ug € H existuji kladna Cisla a, b takova, ze o(S(¥)uy, M) < aexp(-bt) pro vSechna ¢ > 0; p(. , .) je
metrika na H.
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rychlosti, malé vazkosti) jsou kontinudlni modely citlivé na typ interakce
mezi ¢asticemi tekutiny.

Galerkinova metoda je jednou z nejuniverzalngjSich metod praktického
feSeni ruznych tloh matematické fyziky. Nazna¢me zékladni myslenku této
metody. Uvazujme separabilni Hilbertliv prostor H a mnoZzinu M jeho prvki
hustou v H. Plati-li pro n¢ktery prvek u

(u,v)=0 pro kazdé¢ ve M ,
pak odtud plyne u = 0 v H. BudiZ nyni
O, Py, ...

néjaka baze v H. Jestlize (u, @) =0 pro k=1, 2, ..., pak opét u =0 v H.
Podle ptredpokladu je totiz ¢, @,,... baze v H, takZe mnoZina N vSech n
prvki tvaru

n
Z ak ¢k s
k=1

kde n je libovolné piirozené Cislo a a; jsou libovolna realna cisla, je husta
v H. Protoze plati (1, ¢) = 0 pro kazdé¢ k, plati také pro kazdy prvek uvede-
ného tvaru mnoziny N

o Fam )0
k=1

odkud plyne, ze (u, ) =0prok=1,2, ...,atedyu=0v H.
Necht’' v H je ddna rovnice

Au=f,

kde A4 je operator (mize byt velmi obecny) a fe H. Najdeme-li takové
uo € Dy (D4 je defini¢ni obor operatoru A), ze plati (Auo—f, @) =0 pro

kazdé¢ k=1, 2, ..., pak je Aup—f=0 v H, takze uy € D, je feSenim rovnice
Au=fvH.
Jesté predpokladejme, Ze baze ¢, ¢, ..., a defini¢ni obor D, operatoru A

n

jsou takové, ze kazdé linearni kombinace Za @, prvki této baze patii do
k=1

D, a hledejme pfiblizné feSeni u; rovnice Au = f* ve tvaru
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n

U, =2 4%
t

kde n je libovolné, ale pevné zvolené piirozené Cislo a a; jsou zatim
neznamé konstanty, které ur¢ime z podminky

(Au,—f, ) =0, k=1,2, ..., n,

analogické podmince (Auo—f, @) =0 pro kazdé¢ k =1, 2, ... . Pfedesla
podminka predstavuje n rovnic pro n neznamych konstant a,, ay, ..., a,.

Jesté si uved'me, ze v piipad¢, kdy operator 4 je linearni, tato
podminka nabude tvaru

(aAp+ axAprt...Fa Ao —f, o) =0, k=1,2,..., n.

Posloupnost  u, = Z:ak(p,c s konstantnimi ay, az, ..., a,, jednoznacné
k=1
uréenymi podminkou (Au,—f, o) =0, k=1, 2, ..., n, konverguje v Hy
(také v H) k zobecnénému feseni u rovnice Au = f.

Aplikujme Galerkinovu metodu na ulohu o pohybu nestlacitelné
homogenni tekutiny v ohrani¢ené oblasti D trojdimenzionalniho Euklidova
prostoru:

ov

ov r
—+L(V)=—+(V,V)V-1VAV = p Vp+F,
Py (V) Py (v,V) p Vp+f,,

divv =0, v| =0, v(0,x)=a(x).

Zde je v(x, t) pole rychlosti, v je kinematicka vazkost, p hustota tekutiny, p

tlak uréeny, jako obvykle, z podminky nestlacitelnosti, f vnéjsi sila s S okraj
(hranice) proudove oblasti D.
Reseni této ulohy ve tvaru

v,(x.0=a,()9,(x).

kde je {@i(x)} Gplny systém ortonormalnich vlastnich vektorovych funkci
linedrni okrajové tlohy

VAQ, = 1,9, +Vp,,
divp, =0, @], =0,

vyhovujici normovaci podmince
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I¢§d3x:1.
D

Po dosazeni vyrazu pro v, do vySe uvedenych pohybovych rovnic,
skalarnim vynéasobenim ¢,, a integraci dospivame ke vztahu

dk +J.(L(Zi:a,(t)(pl(x)),(pk(x)jd3x =J-(f,(pk)dx.

Clen odpovidajici tlakovym silam zde nevystupuje, nebot’

[(Vp.0)d x= P p(n.g)do=0,

D

kde je n jednotkovy vektor ve sméru normaly k okraji S oblasti D a do je
element integracni kiivky S.

Ziskany systém rovnic pro neznamé ay je ekvivalentni galerkinovskému
systému obycejnych diferencidlnich rovnic

n
a, = _z Vi@ — VI F [

[,m=1

k=12,...,n,
kde
7klm = I(¢k’(¢/’v)¢m )d3 X
D
a dale

fi=[E.@)d x.
D
K systému téchto rovnic pfipojime pocatecni podminky

a,(0)=a} = [ (a(x),9,(x))d’ x.

PovSimnéme si, ze Z Vimdiaya, =0. Tento zapis vyjadiuje zikon
k,,m
zachovani kinetické energie nevazké tekutiny (v = 0) pii f= 0, tj.

d 2 13 d - 2
—|povidx=p— > a =0.
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Zdiraziiujeme, ze Galerkinova metoda se zaklada na redukci systému na
kone¢nédimenzionalni podprostor. Muize poskytnou principidlné spravné
vysledky (pro velké ¢asy), pokud je inercialni varieta v tomto podprostoru
obsazena. Tento predpoklad vSak obecné splnén neni a v takovém piipade
jsme urcitou Cast inercialni variety ,,ztratili“. Mize byt ovSem pravda, Ze ta-
to ztracena cast inercidlni variety je v urcitém smyslu mald, a Ze vétSina
tazovych trajektorii vySetfovaného systému skon¢i v té casti inercidlni
variety, kterou mame obsazenou v uvazovaném podprostoru a ze se z tohoto
prostoru jiz nikdy nedostanou, nebo nanejvys na ,kratkou* dobu. Muze tedy
nastat situace, Ze pro vétSinu fazovych trajektorii (nebo trajektorie, které nas
zajimaji) jsme neztratili nic a potom davd Galerkinova metoda dobré
vysledky.

Vratme se k redukcim nekone¢nédimenzionalnich systémi na systémy
kone¢nédimenzionalni. Lee [3] ukézal, Zze pfi aproximaci rovnic hydro-
dynamiky Fourierovymi fadami je splnén Liouvilleiv teorém, podle néhoz
pravé mikrokanonické rozdé€leni zistava v cCase konstantni, nechame-li
vSechny systémy (rovnomérné rozlozené po tenké slupce mezi dvéma plo-
chami konstantni energie ve fazovém prostoru) vyvijet se podle Hamiltono-
vych kanonickych rovnic. V podstaté tato podminka vede k jisté tiidé dyna-
mickych systémil a to invariantnim zpiisobem., tj. nezavisle na volbé
soufadnicového systému. Pfesnéji, nové rovnice s transformovanymi pro-
ménnymi jsou téhoz tvaru jako rovnice pivodni s ptivodnimi proménnymi
a proto jsou kovariantni. Kovariance rovnic umoziiuje zapisovat je bez
explicitniho vyjadieni soufadnicové soustavy. Pozadavek, aby rovnice byly
kovariantni, ma krom¢ toho velky vyznam heuristicky, nebot omezuje
rozmanitost tvarti a ponechava tak zvolit jejich spravné tvary.

V mechanice tekutin redukce dimenze zkoumaného problému vyusti do
tiidy galerkinovskych rovnic, obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic, spliujicich
nasledujici podminky:

1. Fazovym prostorem téchto systému je linearni n-dimenzionalni
vektorovy prostor (existuje » linedrn€ nezavislych vektord, tj. existu-
je baze);

2. Pohybové rovnice téchto systémi jsou kvadraticky nelinearni, stejné
jako Navierova-Stokesova rovnice;

3. Existuje alespoil jeden (az na konstantu) kvadraticky pozitivné defi-
nitni integral pohybu, pozitivné definitni kvadratickd forma (ener-
gie), v dané bazi vyjadiena vzorcem (pouzivame Einsteinovo sumac-
ni pravidlo) A(x, x)=az&;& > 0, kde awn=aw, i, k=1, 2, ..., n,
zéavisi na volbé baze a &, &, ...,&, jsou souradnice vektoru X v této
bazi.
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Poznamka 1: integraly pohybu (prvni integraly, jednoduse integraly) systémi diferen-
cidlnich rovnic jsou funkce, které zistdvaji konstantni podél libovolného daného feSeni
systému, pricemz konstanta zavisi na feSeni. Jinymi slovy, integraly svazuji proménné
systému, takze kazdy skalarni integral by umoznil snizeni dimenze o jednicku. Takovato
redukce miize pfirozené nastat pouze tehdy, je-li integral algebraickou, nepfilis kompliko-
vanou funkci vzhledem ke svym proménnym, takze jedna z nich miize byt vyjadiena jako
funkce zbyvajicich. Pokud je integrél transcendentni, je jakykoliv pokus ziskat takovyto
vyraz beznad&jny. Pro pouéeni uvedme, ze problém n téles ma 10 nezavislych
algebraickych prvnich integrall a ze neexistuji zadné integraly — zavislé na Case, poloze
a rychlostech pouze algebraicky — kromé téchto znamych 10. Odtud plyne dulezity zavér,
ze je nemozné fesit pohybové rovnice problému 7 téles redukci dimenze systému pomoci
prvnich integralt.

Jestlize nyni oznacime W i=1,2,...,n, slozky vektoru charakterizujiciho
stav systému hydrodynamického typu, pak Ize jeho pohybové rovnice zapsat
ve tvaru

i :%Q;ufuk, 2.1)

jsou-li splnény pozadavky zachovani energie 2E = ggu'u* (E=0) a zacho-
vani fazového objemu (regularity) ou’/ou'=0. V (2.1) jsou[l”, ,koe-
ficienty interakce®, tvofici tenzor 3. fadu symetricky v dolnich indexech
a gy soufadnice dvakrat kovariantniho tenzoru 2. fadu, tj. kovariantniho
metrického tenzoru. Z pozadavku £ =0 a platnosti du'/ou’ =1"u" = 0, do-
spivame ke vztahlim

T = Ty, 2.2)
kde 77, =g, adale

Ly +1,+1,=0;1,=0. (2.3)

Jki iij

Pro regularni systémy kovariantni vektor y, =77, =0 . Podminka regula-
rity je uzce spojena s dilezitou statistickou vlastnosti, s invarianci kano-
nického rozd¢leni

Au) = Cexp(=E/6),

kde je C konstanta a @ analogie teploty. Pro regularni systémy se toto roz-
déleni, popisujici ,,bily Sum®, v Case zachovava. Plati 1 opacné tvrzeni.
Necht’ v po&ateénim ¢asovém okamziku <u'> = 0, <u'u®> = 05", kde je <>
Casova stfedni hodnota. Na zakladé pohybové rovnice (2.1) a cyklického
vztahu (2.3) dostavame
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: 1 ‘ 1 '
<t >]i=0 = S0, 8]]{:*59(13/#r Cig'=-0y

Miizeme tedy fici, Ze regularni systémy, a jen tyto systémy, nejsou ,,schop-
ny detekovat bily Sum®. V jisté mife to odpovidd druhému principu termo-
dynamiky a jeho statistické interpretaci.

Povs§imnéme si, ze (2.2), (2.3) ptredstavujici linearni zapisy v piislusnych
koeficientech, maji tenzorovy charakter a proto plati v libovolném ortogo-
nalnim soufadnicovém systému. Dospéli jsme k nim z pozadavku zachovani
energie (E =0). Uzitim aparatu teorie grup [4] se mizeme presveédcit, Ze
tyto zéapisy jsou, volné feceno, maximalnim systémem podminek tohoto
druhu a nelze je déle jiz rozsitit. K dosazeni tohoto cile je tfeba piihlédnout
ke specialni oblasti teorie grup, k teorii reprezentaci, coZ nyni uc¢inime.

Necht G je grupa a n n¢jaké pfirozené Cislo. Potom kazdy homeo-
morfismus T grupy G do grupy regularnich ¢tvercovych matic fadu » nad
télesem komplexnich ¢isel nazveme reprezentaci grupy G maticemi. Zadat
reprezentaci grupy G maticemi znamena piifadit ke kazdému prvku g z G
regularni matici M(g) fadu n takovou, ze M(gig2) = M(g)M(g2) pro
libovolné dva prvky g;, g2 € G. Je-li n ptirozené cislo, potom regularni
Ctvercové matice fadu » nad télesem komplexnich c¢isel tvoii grupu
vzhledem k maticovému nasobeni.

Necht' {T(g)}scc je reprezentace grupy G regularnimi linedrnimi
operatory n-dimenzionalniho prostoru L. Necht’ (ei, e, ...... , €, jebaze v L
a T(g) matice zobrazeni T(g) v této bazi. Potom {T(g)}¢cs je reprezentace
grupy G maticemi, kterou nazvéme reprezentaci indukovanou reprezentaci

{T(g)}gea
Je-li dana reprezentace grupy G maticemi {T(g)}qcc fadu n a dan néjaky
n-dimenziondlni vektorovy prostor L s bazi (e;, e, ...... , €,) a pomoci

matice T(g) = (7(g))i definovany linearni operator T(g)e; = Tji(g) € a T(g)
(x1€1 + x2€; + ...... + x,e,) =x1T(g)e; + xxT(g)ex + ... + x,T(g)e,, takto zi-
skané operatory T(g) tvoii reprezentaci grupy G linearnimi operatory v prosto-
ru L. Opét fikame, zZe to je reprezentace indukovand reprezentaci {T(g)}geq-

Necht' {T;};c, je systém linedrnich operatori v L indukovany prvky
z jisté mnoziny Fa L' = L. Rekndme, Ze L je invariantni podprostor vzhle-
dem k {T;};cr, kdyZz Tj(L') c L pro kazdé j e J Je-li L' invariantni
podprostor vzhledem k {T;};c 5 a neobsahuje-li L 74dné vlastni podprostory
(f. rizné od {0} a L) invariantni vzhledem k {T;}jes nazyvame L' iredu-
cibilnim invariantnim podprostorem vzhledem k {T},;c . Jsou-li {0} a L
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jedinymi invariantnimi podprostory vzhledem k {T,};c s nazveme systém
{T,} e~ ireducibilnim.

Poznamenejme, Zze zejména konecnédimenziondlni invariantni podpro-
story jsou stavebnimi kameny pro popis reprezentaci a jen takovymi pod-
prostory se zde budeme zabyvat.

Je-1i {T(g)}¢eq reprezentace grupy G na reprezentanim prostoru L a je-li
L' podprostor v L invariantni vzhledem k {T(g)} geG, mMame na L' danu
reprezentaci grupy G tim, ze kazdy operator T(g) definuje linearni operator
prostoru L. Budeme ji nazyvat reprezentaci vynucenou na L reprezentaci
{T(8)}geq-

Aplikujme nyni véty o reprezentaci grup na tenzory 3. fadu tvofici line-
arni prostor .#a ukazme, ze (2.3) vskutku je maximalnim systémem pod-
minek pro ,koeficienty interakce* — tenzory 3. fadu. Tomuto pocinu vSak
bude ptedchazet fada pripravnych tivah.

Necht’ fj jsou slozky tenzoru 3. fadu f a budiz #linearni podprostor
téchto tenzort s definovanym skaldrnim soucinem (tenzorem nultého tadu)
(, g =firgix pro f, g z & Kazdé ortogonalni transformaci n-dimen-
zionalniho prostoru s matici transformace A = (a;,) odpovida ortogonalni
transformace v prostoru tenzort 7 :

S ik = GiaGjpakyfapy - (2.4)

Vztah (2.4) piepiSeme do tvaru s direktnim sou¢inem tfi matic

S ijk = A®A®A]Uk aﬂ;/f opy -

Jde o reprezentaci grupy v prostoru tenzoru (reprezentaci ve slozkach
tenzoru f 3. fadu).

Abychom zdiraznili, ze jde o direktni soucin tfi matic AQA®A, misto
T(2)fiix =f i piSeme Ti“)(g). Jestlize matici A prislusi operator T,")(g)
a matici B operator T,%)(g), sou¢inu matic (A®A®A) ® (B®B®B), ktery
tvofi opét reprezentaci grupy matic, odpovida soucin T;(g)T,P(g) =
= (Ti(@)Tag)".

V prostoru % lezi linearni podprostor s vlastnosti: jestlize tenzor f lezi
v tomto podprostoru, pak rovnéz tenzor T,®)(g) f je z tohoto podprostoru.
Takovy podprostor je invariantnim podprostorem. Tvoii ho rovnéz pod-
prostor tenzort symetrickych ve vSech jejich indexech. ProtoZze v nasem
ptipad¢ 7 =l = Iy, také tyto tenzory tvoifi linedrni invariantni
podprostor, jehoz prvky nazveme tenzory systémut hydrodynamického typu.
Jejich podprostor je ¢asti dalSiho podprostoru tenzord, jejichz Ctvercové
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matice maji nulové stopy: fix = f;;; = fi; = 0. Ukazuji na to vztahy (2.2), (2.3):
Jii=fij =0, fiy=~fiis — ;i = 0. Podprostor tenzorti matice jejichz koeficienty
maji nulové stopy oznatme .%. Tento podprostor je invariantnim pod-
prostorem, nebot’ T(Q)fix =f ik = Gia Qip Akyfapy= Oap Qirfapy= Qryfapy= 0, jak
vyplyva z vlastnosti ortogonalnich matic.

Jestlize % je invariantni podprostor invariantniho prostoru %, tenzory
z S ortogonalni k tenzorim z % rovnéz tvofi invariantni podprostor 73
apodprostor # je direktnim sou¢tem podprostori % a F, tedy
F1==FRFA. Je tak ziejmé z toho, Ze T1(3)(g) zachovava skalarni soudin
a nasledn¢ i ortogonalitu tenzori. Pokud bude jeden z podprostoru %5, 75
reducibilnim podprostorem, Ize ho rozlozit. Opakovanim tohoto postupu
nakonec rozlozime cely prostor .7 linearni podprostor tenzord 3. fadu, na
ortogonalni soucet dale jiz ireducibilnich podprostorti, neobsahujicich zadné
vlastni podprostory (tj. rizné od {0} a .%) invariantni vzhledem k T,*)(g).
Nyni jiz mizeme vyslovit

Teorém 1. Podprostor tenzora systémil hydrodynamického typu prostoru
tenzort 3. Fadu je ireducibilni invariantni podprostor vzhledem k T,%(g).

Dukaz tohoto pro nas zdkladniho teorému budeme provadét po etapach,
oznacenych Cislicemi 1 az 3.

1. Zavedeme podprostor tenzort specialniho tvaru [5]
i VAT CN AN AT
Fo=\0 .~ PO, i+ 0, [ 48,1 25)
Tt~ PG f 48, S+ 8] )

kde je 0; Kroneckeriiv symbol, f; vektor n-dimenzionalniho prostoru a kon-
stanta p je vybrana tak, aby 71, %, %5 byly po dvojicich ortogonalni
podprostory:

(0 ifi — p(O iffit O jufi+ O iif)) (6 g —pz( 0 gt 0 ugit O kigy) = figk — P(nfigi +
+ figk t figk — p(fagk + 1 figk * figi) + p"Bnfigk + 6figi) = figk (1 -2 (n+ 2)p +
+3(n+2)pH)=0atd.

Pak bude p ' =n + 2+(n* + n-2)"%. Tyto podprostory jsou invariantni pod-
prostory:

i @i Aky Oafy— P(Oupfy + SpyfatOrafp) = Of 'k — P(Ouf "k + Guf "i + Oif " ))s

kde f7; = a;of .- Tim je vytvofen mezi ndmi zavedenymi tenzory specialniho
tvaru a vektory f; linedrni vzajemné jednoznacny vztah takovy, Ze jestlize
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tenzoru fj; odpovida vektor f;, pak T,¢ )ﬁjk odpovida Af.. V podprostorech
A, S, T reprezentace je ekvivalentni reprezentaci grupy ortogonalnimi
maticemi ve svém vlastnim n-dimenziondlnim prostoru. Odtud vyplyva
ireducibilita téchto podprostort. Uvazime-li napt. podprostor % a je-li ¢
regularni linedrni zobrazeni A na n-dimenzionalni podprostor .% s orto-
gonalnimi maticemi, {T(g)},e¢ reprezentace grupy G na #, potom
{@T(g)}¢<q je reprezentace grupy G na ., a to je reprezentace ekvivalentni
k reprezentaci {T(g)}gec-

Podprostory %, %5, 3 jsou ortogonalni k podprostoru %5, nebot’
konvoluce tenzoru, jehoZ matice ma nulovou stopu, s tenzorem ¢ je vzdy
nulova. Dimenze podprostoru .% je n’ — 3n. Plati:

Teorém 2. Prostor tenzora 3. fadu lze psat ve tvaru ortogonalniho souctu
invariantnich podprostord %, A, 7 a 74, tedy

T~ FRF®FB,

kde A, F a % jsou ireducibilni podprostory. Zbyva rozlozit % na
ireducibilni slozky.

2. Kazdému invariantnimu podprostoru lze piifadit ortoprojektor P,
zobrazujici tento podprostor na tyz podprostor. P zachovava invariantnost
prvki podprostoru, tedy plati P?a = P(Pa) = Pb = b, nebo-li P* = P, kde a je
prvek z tohoto podprostoru a b =Pa. Z invariance %Jodprostoru vyplyva
moznost zamény (permutace) P se viemi T;), tj. PT,¥(g) = TP (g)P. Stagi
pfesvédCit se o platnosti tohoto vztahu pro tenzory podprostoru a jeho
ortogonalniho doplnku. Obracen¢, kazdy symetricky operator s vlastnosti
P>=P a permutujici se viemi T,*(g), uréuje invariantni podprostor t&ch
tenzord a, pro néz Pa = a. Jestlize invariantni podprostor je ortogonalnim
souctem dvou druhych podprostorti, pro piislusné projektory lze psat P =
=P, + P,, P{P,=P,P; = 0. Vyslovme:

Lemma. Libovolny linearni operator permutujici v podprostoru % se
viemi ortogonalnimi transformacemi T,%)(g) je linearni kombinaci jedno-
dusSich operatorti spliiujici predchozi vztahy. Tato vlastnost implikuje
symetricnost operatorti vzhledem k definovanému skalarnimu soucinu.

Dtkaz tohoto lemmatu se opird o teorii ortogondlnich invariantt. Orto-
gondlnim (polynomickym) invariantem nazyvame polynom tvofeny sou-
fadnicemi systému vektort f, g, h, ktery je invariantni vzhledem k zaméné
soufadnic téchto vektori soufadnicemi vektord Af, Ag, Ah, kde je A
libovolna ortogonalni matice. Také lze fici, Zze ortogondlni invarianty jsou
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vyrazy, jejichz hodnota se neméni pii jakékoliv transformaci jedné
kartézské soustavy soufadnic v jinou soustavu soutradnic.

Poznamka 2: nezapominejme, Ze pii obecné ortogonélni transformaci x; =a,x, +c] se

soufadnice nechovaji jako slozky vektoru a tedy slozkami vektoru nejsou. Jde-li vSak
o transformaci, pti niz pocatky obou kartézskych soustav splyvaji, pak z transforma¢niho

vzorce X/ =a,X; je vidét, ze se soufadnice transformuji stejnym zpiisobem jako slozky

vektoru. Proto se v tomto a jenom v tomto ptipadé chovaji kartézské soufadnice jako slozky
vektoru.

Zakladni teorém teorie ortogonalnich invariantti vyslovime ve znéni:

Teorém 3. Libovolny polynomicky invariant vektoru f, g, h 1ze zapsat ve
tvaru polynomu z dvojic skaldrnich soucini téchto vektorti. Skalarni
souiny tedy tvofi bazi systému invariantl. Také lze fici, Ze libovolny
tenzor konstantni ve vSech soufadnicovych systémech je linedrni kombinaci
tenzort oj.

Abychom tento teorém dokézali, necht’ je p;x takovy tenzor. Vysledkem
operace pjixfigihiri je skalar. Protoze tenzor p se neméni pfi transformaci, je
invariantem. To znaci, Ze jej muUzeme zapsat ve tvaru souctu cClena
c(fihi)(giri). Protoze vektory f, g, h, r jsou libovolné, znaci to, ze pju je
souctem €lentl tvaru ¢ 6 i J ji...

Vratme se k dikazu dfive vysloveného lemmatu. Budiz nyni T linearni
transformace zaménna se viemi T,%)(g). Pro jeji matici (tijk apy) dostavame

tijk,aﬂ}/aaraﬂsa}/l = aiaajﬂak}/amransapltaﬂy,rsl H

nebo
t

ie.mnp = Yic®j iy Oy s Al

mr~ns™ pl”afy,rsl *

Je tedy zfejmé, Ze t;mnp je tenzor, ktery lze zapsat jako soucet ¢lend tvaru
cOikOmOyp. Protoze uvazujeme toliko tenzory, jejichZ slozky tvori matice
s nulovym souctem jejich prvkd na hlavni diagnale, pak v ptipad¢ kdy se
V COrOimOnp0 Vyskytuje O s indexy z jedné skupiny, napi. o,,, pisobenim
takové matice na tenzor dostdvame nulovy prvek. V uvahu tedy nadale
pfipadaji jen s¢itanci typu cd,0md%, atp. Plisobeni matice na tenzor nds pfi-
vadi k permutaci jeho indexti: [k = GinOimOfmnp = fiir- Symetricnost tako-
vého operatoru je evidentni, nebot’ (TF, @) = fiugiik = fingi= (f, TG).

Tim je lemma dokéazéano.

3. Nez pokrocime dale, zastavme se u grupy, pro niz pouzivime nazev
permutace. Necht’ .27 je mnoZina a.” mnozina vSech bijektivnich zobrazeni
mnoziny %7 do sebe. Jsou-li ¢ a y dva prvky z . definujeme ¢.y jako
zobrazeni mnoziny 27 do sebe dané vzorcem [¢. y/](a) = @[ w(a)] pro kazdé
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ae £/ Zobrazeni ¢.y nazyvame slozeni ¢ po y. Toto zobrazeni je opét
bijekce .7 na .27 a (. .) tvoii grupu. Ozna¢me prvky mnoziny .27 jako
1,2,..., n. Je-li ¢ e.” aklademe-li a;= @(i) pro ie {1, 2, ..., n},
popisujeme ¢ schématem

Mezi prvky 17, 27, 3’se vyskytuje kazdy z prvki 1, 2, 3 prave jednou; 17, 27,
37 je jisté potadi ¢isel 1, 2, 3. Pfipomenime si zde pravidlo o nasobeni

permutaci: Je-1i
(L 2,3 (L 2,3
W'L3,2’W_; 3, 1)

(L 23
¢V_&,L J'
Tohoto pravidla pouzijeme pozdéji. Kazdé permutaci ¢ odpovidad linearni
operator v prostoru tenzoru % (nebo % ), ktery oznacime ¢ . Zapis f" = ¢ f
znaci, ze kazda slozka tenzoru f” je rovna nckteré slozce tenzoru f se
stejnymi indexy, avSak v pofadi daném permutaci. Jmenovit€ f/'. = fi...
, 2, 3
2, 3, 1
o — @ plati qu_}l@ a je tedy ¢ reprezentaci grupy S; linearnimi

plati

Naptiklad pro (0=( j mame f"123 = fa31, f 312 = fi23 atd. Pro operaci

operatory v prostoru tenzord.

Zaméime dale pozornost na formélni linedrni kombinaci

a=Y a(@)y. (2.6)

Kombinace (2.6) 1ze ¢len po Clenu scitat a nasobit realnym ¢islem, tj. tyto
kombinace tvoii vektorovy prostor s bazi, kterou jsou prvky grupy, tedy
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3! =6ti dimenzionalni prostor. Také je lze nasobit jako polynomy podle
zakoni nasobeni prvkia grupy:

ab=3 a(@)p) b(@)§ = a@b@pp=> (Y alep Ib(@)e.

Tehdy o tomto vektorovém prostoru mluvime jako o algebte, o grupové
algebie 2. Algebra je ddna linearnimi operatory v prostoru tenzort

a=Yal@p—>a=Y a@)p. (2.7)

Zapis (2.7) je linearni zobrazeni, pfi némz souctu, nasobeni ¢islem a soucinu
dvou prvkl grupové algebry odpovida soucet, ndsobeni redlnym cislem a
soucin dvou operatort. Pfi n >3 nenulové linearni kombinaci (2.6) odpo-
vida nenulovy operator. Posta¢i ovétit plisobeni tohoto operatoru na tenzor
jen s jednou nenulovou slozkou, napf. fi23. Kazdy ¢len v souctu je tenzorem
a= Za((p)(ﬁ f s jednou slozkou riiznou od nuly a vSechny tyto slozky jsou

@
od sebe ruzné, takze soucet nemiize byt roven nule.
Podle nami vysloveného lemmatu s ptihlédnutim k vykladu o grupové
algebie 2, projektorem P invariantniho (vzhledem ke vSem transformacim

T.“(g)) podprostoru % miize byt jeding operator a=2a((p)(ﬁ repre-
4

zentace grupové algebry 2. Ze vztahu P> =P a odtud vyplyvajici rovnosti

o’ =a dostivame, 7¢ a je idempotentem (prvkem rovnym své druhé
mocnin¢). Idempotenty zde nadale budeme oznacovat pismenem e s riz-
nymi indexy. Jmenovité, jednotkovym prvek grupy rovnéz je idempo-
tentem.

Budiz e= Zei rozklad jednotkového prvku e grupy v fadu, pficemz
el =e, ee =0, i# j. Jde tedy o ortogonalni systém idempotentd. Tehdy
témto idempotentim odpovidajici operatory e, v prostoru tenzord .7 jsou
projektory na mezi sebou ortogondlnimi podprostory 25194(; . Jestlize

libovolny idempotent e; je dale jiz nerozlozitelny na ortoéonélni idempo-
tenty, podprostor e,.% je ireducibilnim podprostorem vzhledem k tenzoro-
vé reprezentaci ortogonalni grupy.

Vse tedy nasvédcuje tomu, Ze je tfeba zaméfit pozornost na strukturu
grupove algebry 2 grupy Ss. Tato grupa ma dva generatory
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1, 2, 3 I, 2, 3
o= , T= .
2, 3, 1 1, 3, 2

Pozndmka 3: necht’ G je grupa a {G,, i € I} neprazdny systém podgrup v G. Potom ﬂG,.
iel

je podgrupa v G. Je-li G grupa a M c G, potom existuje nejmensi podgrupa M~ v G

obsahujici M. O mnoziné M fikame, ze je generovana mnozinou M a mnozina M je

mnozina gene*rétorﬁ. Existuje vzajemny vztah mezi generujici mnozinou M a generovanou

podgrupou M v grupé G.

Pii znamé soustavé generator grupy Ss vSechny jeji prvky maji tvar e, o,
o’ T, OT, c’ra plati or = 70 2, c’r=10,0’=1=e. Podotknéme, Ze pro
pocitani s mocninami plati v grupéach taz pravidla jako pro pocitani s mocni-
nami v &iselnych mnozinach (napt. o.o= o' = o).

Prvky e, o, o’, 1, o1, o> tvoii bazi algebry 2, kterou je 6ti dimenzi-
onalni vektorovy prostor. Jestlize vSechny prvky algebry 2 vyndsobime
zprava libovolnym prvkem, ziskdme linedrni podprostor tohoto 6ti dimen-
zionalniho prostoru. Pokud totiz ae; = be;, pak po vyndsobeni zprava
prvkem e; dostaneme ae; = 0. A tak, jestlize e; udava soucet ortogonalnich
idempotenti e/ a e, rozklada se 2e; na direktni soucet Ae a Ae’ a di-
menze prostoru 2e; je rovna souctu dimenzi 2 e/ a e’ .

Necht pro prvky algebry 2{ plati

_1 2 2
e —g(e+0'+a +7+0T+0°7T),

1
e, =g(e+0'+0'2 —T—-0rT—0°1),

e, =l(26—6—62+22'—62'—0'22'),
6

e, :l(2e—0'—0'2 —-2r+0r+0°7).
6

vt v 2 _ L
Je zieyme, ze e=Ze,. ae =e¢,ee=0proi#j.

Nasim ukolem lnyni je dokazat nerozlozitelnost téchto idempotentd, tj.
prvkl e, e, es, es. Uvazime-li zapisy oe; a rej, ithned vidime, ze 2e; je
jednodimenzionalni prostor. Totéz lze fici o 2Ae,. Odtud dostdvame, ze e
a e; nelze rozlozit. Dalsi idempotenty, pro né€z 2le; je jednodimenzionalni
podprostor, neexistuji. Pfihlédneme-li k tomu, Ze soucet dimenzi podpro-
storit 2le; az es je roven 6, podprostory 2e; a Aes pravé jsou dvoj-
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dimenzionalni. Idempotent e4 nelze rozlozit, nebot’ v opacném piipadé 2es
bychom mohli rozlozit na jednodimenzionalni podprostory 2Aeja e},
avSak takové podprostory neexistuji. To plati ipro idempotent es. Pro
4
hledany rozklad tedy mame e = z e .
i=1
Zabyvejme se otazkou: Co jsou podprostory ¢ .7 az e,.%5? Odpovi-
dame: Operator ¢ je symetrizacnim operatorem, g, alternujicim operato-
rem, tj. g jsou symetrické tenzory a e,.% antisymetrické tenzory
s nulovou stopou. Déle e,%, a to jsou pravé tenzory systémi hydro-

dynamického typu. Vyplyva tak z toho, ze (ovéfujeme vlastnosti (2.2)
a(2.3))

(E—?)@Zzé(é—?)@?—&—&z+2f—a_r—527)9§

1
=g(25—5—52 +2T -6 —5'T-2T+G5T+67 —2e+5 +5)7 =0.

Podobn¢ je tomu i v druhém piipadé, kde
(e-c+5)e7=0.

Také e, 7, je prostor tenzoru splityjicich (2.3), avSak misto (2.2) nastoupi
antisymetrie v poslednich indexech: (€ +7).% =0 a takové tenzory oznaéi-
me jako tenzory systémil kvazihydrodynamického typu.

Uhrnem tedy mizeme Fici, Ze prostor tenzor s nulovymi stopami
muzeme vyjadiit ve tvaru ortogondlniho souctu ¢tyf invariantnich ireduci-
bilnich podprostora: podprostoru symetrickych tenzorti, podprostoru antisy-
metrickych tenzorli, podprostoru tenzorti systémua hydrodynamického typu
a podprostoru tenzort kvazihydrodynamického typu. Tim pokladdme teo-
rém 1 za dokazany.

2.2 Ekvivalence tripletu (nejjednodussiho netrivialniho
systému hydrodynamického typu) a Eulerovych
diferencialnich rovnic rotace

Podle odstavce 2.1 je fazovym prostorem systémi hydrodynamického typu
linearni vektorovy n-dimenzionalni prostor. Protoze pocet N nezavislych

slozek dynamického tenzoru 7, je roven N=n(n’-4)/3, vidime, ze N
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nabyva kladnych hodnot od » =3 a tomu odpovidda N=15. A tak v obecném
ptipadé pohybové rovnice tripletu v jistém ortogonalnim systému soufadnic
zavisi na péti parametrech a plati [5,6]

. 2 2
Y, = poVovy HI(V: =) +mvy, —nv,,

. 2 2

v, =gV, +m(vy = vy ) +nv,v, =1y, (2.8)

- 2 2
vy =10y, +n(vy —vy) + vy —mvy,,

kde pot+qotro = 0 a ostatni koeficienty jsou libovolné.
Rovnice (2.8) jsou ekvivalentni Eulerovym diferencidlnim rovnicim
rotace tuhého t&lesa, které v energetické reprezentaci (2E = gyu'u’*) maji tvar

Uy = puylis, Uy = quslhy, Uy =1l (2.9)

a ptitom p+g+r = 0.

Abychom toto tvrzeni dokazali, uvédomme si, ze tenzor /i je v libo-
volném soufadnicovém systému uren 5ti nezavislymi parametry a pfi
ortogonalni transformaci soufadnic jsou hodnoty parametrli linedrnimi
funkcemi parametrii ptivodnich. Takovou vlastnost maji symetrické tenzory
2. fadu Aj s matici A, jejiz stopa SpA je nulova. Jestlize se nam podaii
invariantné stanovit vzajemné jednoznacny vztah mezi slozkami tenzoru 7/
a symetrickymi maticemi A s SpA = 0, pak touto cestou ziskdme /7 v jistém
kovariantnim tvaru. Hledany izomorfismus dostaneme uzitim Levi-Civitova
tenzoru &, coz je tenzor 3. fadu antisymetricky ve vSech indexech, pfi¢emz
jeho nenulové slozky nabyvaji hodnot 1. Hodnotu +1 pfipisujeme té
sloZce, jejiz indexy (navzdjem rizné) jsou sudou permutaci Cisel 1, 2, 3.
Plati

Ay =T - (2.10)

il

Po dosazeni slozek tenzoru /7 danych koeficienty v (2.9) do (2.10),
dojdeme k matici

q,-1, 3n 3m
A=|| 3n 1r,-p, 3!
3m 3 Po—4,

Provedeme-li transformaci prevadéjici A na diagonalni tvar
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4,0 0
A=l0 4, 0
0 0 A,

a ptihlédneme-li k tomu, ze nové koeficienty p, g, r rovnéz splituji vztah
p+q+r=0,mame

1 / /

p= 5(‘433 —4),
1 1 ’

q =§(A11 —A33),
1 ! !

r :g(Azz -4))

a ostatni parametry jsou nulové. V novych proménnych u,, ua, u3 pohybové
rovnice maji tvar (2.9) a tvrzeni je dokazano.

2.3 Strukturalni vlastnosti kvadraticky nelinearnich
systému. Afinni invarianty a kriterium existence
kvadratického integralu v systémech 2. radu

Nejprve definujme pojem ekvivalence dvou takovych systémt, na niz zalo-
zime pojem struktury kvadraticky nelinedrnich systémi. Dva systémy
tohoto typu nazvéme ekvivalentni, jestlize lze pomoci inverzni linearni
transformace docilit ¢iselné rovnosti slozek tenzoru /7~ j’k v pohybovych rov-
nicich téchto systémt. O ekvivalentnich systémech pak fikame, Ze maji
stejnou strukturu. Ptiklady strukturdlnich vlastnosti, na jejichz zakladech
jsme zavedli systémy hydrodynamického typu, jsou regularita a existence
kvadratického integralu pohybu. Rovnéz pocet nezavislych linedrnich
integralt systému je strukturalni vlastnost. Pokud linearni integraly pohybu
neexistuji, hovofime o nedegenerovaném systému. Piikladem jednonasobné
degenerovaného systému je symetricky setrvacnik, pro jehoz momenty
setrvacnosti télesa vzhledem k osam volenym tak, aby splynuly s hlavnimi
osami setrvacnosti, plati J; =.J, = J. Eulerovy rovnice nabyvaji tvaru

Jo,=(J,-J)w,0;,,
Jo,=—-(J; - J)wo;,
Jyo, =0;
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w = (w1, an, @s) je vektor uhlové rychlosti rotace v soustavé soufadnic
pevné s télesem spojené. ProtoZze v tomto piipad¢ existuje integral momentu
hybnosti, je @;=konst a pohybové rovnice setrva¢niku jsou fakticky
linearni.

Ptirozen¢ vznikd otdzka o kriteriich existence kvadratickych integralt
pohybu. Jsou li nam znamy toliko pohybové rovnice systému x'=
=(1/2)I", * x/x*a chtéli bychom nalézt kvadratickou formu S =(1/ 2)alkx x",
ktera by byla integralem pohybu (S =0), pak z pohybové rovnice pro
neznamé koeficienty a; dostavame systém linearnich homogennich rovnic

a, I +a, i +a, 7 =0. 2.11)

Je to systém N = n(n+1)(n+2)/3! rovnic pro M = n(n+1)/2 neznamych. Pro
n > 2 je pocet rovnic vzdy vétsi nez pocet nezndmych (napt. pro n =4 je
N=20 a M=10) a podminka kompatibility klade podstatnd ohraniceni na
koeficienty interakce 17~ ;k . Pfipomenime si, ze kompatibilnim rozumime
systém rovnic, pro ktery existuji hodnoty neznamych, jez vyhovuji danym
rovnicim. Geometricky kompatibilita systému rovnic znaci existenci spolec-
nych bodi variet uréenych rovnicemi.

Systém x, = (1/2)7", x’x* pfipousti existenci pozitivn¢ definitniho inte-
gralu pohybu toliko tehdy, je-li (2.11) kompatibilnim systémem a mezi
moznymi feSenimi systému budou takova, pro né¢z forma S bude pozitivné
definitni. AvSak tento pfistup k problému existence kvadratického integralu
pohybu prakticky nelze pouzit jiz pro n = 3.

Pro jednodussi kvadraticky nelinearni systémy 2. a 3. fadu mame
moznost dospét k jednoduchému kriteriu postupem opirajicim se o afinni
invarianty systémut diferencidlnich rovnic. Takovy postup je piihodny,
nebot’ pii ném nalezené integraly pohybu jsou bezprostiedné spojeny
s pohybovymi rovnicemi [5].

Poznamka 4: necht’ 4 je linearni zobrazeni v linearnim prostoru .%. Pfifad'me kazdé bazi
matici (a) zobrazeni A v této bazi, tj. polozme Ae = a'e, . Tenzor 2. fadu a' jednou
kovariantni a jednou kontravariantni nazvéme afinorem. Specialné identickému zobrazeni
odpovida v kazdé bazi jednotkova matice, tj. soustava ¢isel &) a tedy je & nejjednodussi
afinor 2. fadu jednou kovariantni a jednou kontravariantni. Takovy tenzor ma slozky, které
jsou v kazdé soustave soutadnic stejné.

V nasem piipad¢ s ptihlédnutim k pohybovym rovnicim je afinor /(x)
v libovolném soufadnicovém systému dan matici
o'

ry(0)=""=I},x".
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Pomoci afinoru 7(x) mame moznost zapsat rovnice perturbovaného systé-
mu (perturbadni rovnice) v blizkém okoli trajektorie x'(f). Polozime-li
x'=x'(0)+, kde x'(f) vyhovuje vychozim pohybovym rovnicim a zaned-
bame-li kvadratické ¢leny, dostavame Y =7 (X)y. Odtud nahlédneme, Ze
vlastni hodnoty afinoru (operatoru) 7(x) jsou jistymi skalarnimi funkcemi
vektoru X a maji rozmér ¢ '. Vlastnost symetrie tenzoru /” ;k v indexech j, k
lze vyjadtit vztahem 77 (x)y =7'(y)x, podle néhoz linearni pole afinori
I(Xx) ve fazovém prostoru je vzdjemné jednoznacné spojeno s pohybovymi
rovnicemi systému. Misto vlastnich ¢isel matice (/° ;) (afinoru 77) lze
uvazovat vztahy

—o(X)=SpI (X), x =, =SpI*(X), x;=Spl°(X), ...,

které jsou homogennimi polynomy (formami) rizného fadu stavového
vektoru X s rozmérem frekvence riizného stupné a urcuji symetrické tenzory
prislusného fadu. Mezi témito formami funkcionalné nezavislymi mtze byt
nejvyse n forem, nebot’ y,1, Yu+2, ..., lze vyjadfit pomoci yi1, 72, ..., Yu
Podotknéme, ze pro regularni systémy Sp/(x) =—oc= 0.

Piejdéme nyni jiz ke kvadratickym nelinearnim systémiim pro n =2
aukazme, e integral pohybu E = (1/2)gux'x* lze zapsat ve tvaru E=
=(J/2) (o> +6). E ma rozmér energie aproto J mi rozmér momentu
setrvacnosti. S vyhodou zde pouZijeme kanonického souradnicového systé-
mu s jednou soufadnici o a druhou soutadnici & zvolenou tak, aby soucet
Stvercii o*+& se aZ na konstantu shodoval s energii, tedy aby tento soucet
byl integralem pohybu. Volba takového soufadnicového systému je vzdy
moznd. Pro pohybové rovnice poté mame

| 1
§:EF111§2+F112§0+§F12302:

.1 1
G=—1,&" + 180 +—1,,0" .
2 2
Koeficienty 7y spliiuji vztahy
d 2 2
— (£ +07)=0,
1 4 )

%, 00 _

o8 oo

197



Odtud dostavame
Iyw=Ly=1,=1, =0,
L, =1, (U2)T;, =1.

V kanonickém soufadnicovém systému bude d&/dr = —&o, do/dt = & a inte-
gral pohybu E = (1/2)(¢* + &) mize byt zapsan v afinné invariantnim tvaru
E=(1/2) (0" + ). Veli¢iny o a 6 bezprostiedné nalezneme z pohybovych
rovnic. Kazdy jiny kvadraticky integral se muze liSit od E toliko konstant-
nim faktorem.

Odtud dospivame ke kriteriu existence pozitivné¢ definitniho integralu
pohybu kvadraticky nelinearniho systému diferencialnich rovnic. Nejprve
z pohybovych rovnic stanovime o, poté ¢asovou derivaci o a sestavime
formu E=(1/ 2)(o? +05) . Jestlize po dosazeni do pohybovych rovnic
zjistime, ze £ =0 a je-li pfitom £ pozitivné definitni kvadratickou formou,
bude E integralem pohybu. MiZe nastat piipad, kdy £=0 a tehdy systém
nema kvadratické integraly. Také se mlizeme setkat s ptipadem, kdy E je
integralem pohybu, avSak zapis pro E neni pozitivné kvadratickou formou.

Uved’me si zde ptiklady systémt diferencialnich rovnic, v nichz se s po-
psanymi situacemi mizeme setkat. Nejprve uvazme systém pohybovych
rovnic ve tvaru

x=—6x"—Txy -2y,
y=10x>+11xy+3y°.
Pro veli¢inu o =-Sp/l(x)=0u'/ou' (sCitame podle i) dostavame o=

=—(0x/0x+0y/0y)= 12x+7y—11lx—6y=x+y. S piihlédnutim k pohy-
bovym rovnicim déle mame

G=x+y=4x’+dxy+y’ =(2x+y)’ >0.

Kvadratick4 forma
E :%(0'2 +0) :%((x+y)2 +(2x+y)%) :%(sz +6xy+2y”)>0

je tedy pozitivné definitni a plati

. OE . OF .
E=—x+—y=
ox oy

=(5x+3y)(—6x" —7xy—2y")+(Bx+2y)10x* +11xy+3y*)=0.
Proto je E je kvadratickym integralem pohybu.
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Naproti tomu, jak se snadno pfesvédcime, systém
x=—x"-3)",
y=x"+4xy—y°
nema integral pohybu; £=(1/2)(c’+6)=4(x’+y*)>0, aviak (d/dr)(x*+)*)=
=2(—x" + x’y + xp”* —»°) = 0. Tiebaze daldi nami uvazovany systém
xX=xy,

2

y=x

m4 integral pohybu (E = (1/2)(* —x%), E=0, kvadraticki forma E tohoto
systému neni pozitivné definitni. Tehdy existuji integralni kiivky, které
v konecném case expanduji do nekonecna.

2.4 Algebraické integraly regularnich systému 3. fadu

Vénujme 1 nadale pozornost syst¢émim hydrodynamického typu. Vime, ze
v energetické reprezentaci je systém kvadraticky nelinedrnich rovnic (2.9)
ekvivalentni Eulerovym diferenciadlnim rovnicim rotace

X, = DX,X;,

X, = qx;x;, (2.12)

X, =1rxx,; p+q+r=0.

Necht pr > 0, pg < 0 a rq < 0. Tehdy mody x; a x3 jsou stabilni a mod x;
nestabilni. Pro afinor systému (2.12) dostavame

0 px; px,
=llgx; 0 gx|-.

i

. ox
(X)) =
j(0 ‘ax

j
rx, rx;, 0

Systém (2.12) je regularni (Sp/=0) a pro charakteristickou funkci
(kvadratickou formu) y podle zapisu y = y» = Sp/"*(x) mame
x =2qrx] +2rpx; +2pgx: = B(X). (2.13)

Jde-1i o nedegenerovany systém, kvadraticka forma rovnéz je nedegenero-
vana a tvofi ji dva zaporné a jeden kladny ¢len. M4 tedy signaturu (— - +).
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Pro jednonasobné degenerovany systém (symetricky setrvacnik) kvadraticka
forma ma jeden séitanec se zapornym znaménkem. Dvojnasobné dege-
nerovany triplet odpovidd trividlnimu systému se vSemi nulovymi
koeficienty. Pokud kvadratickd forma jistého systému 3. fddu ma signaturu
liici se od (— - +), znamena to, Ze systém neni systémem hydrodyna-
mického typu, nebot’ takovy systém nemd pozitivné definitni integral
pohybu. Pfi ,,spravné signatufe pokracujeme v analyze a s piihlédnutim
k pohybovym rovnicim systému stanovime veli¢iny dy/ds, d*y/de* a & y/dr’,
které jsou formami 3., 4. a 5. fadu. Ozna¢me je pismeny C, D a E.
Pro vychozi formu B(X) = y = 2qrx} + 2rpx; +2 pgx; odtud dostidvame

d—l=12pqrx1x2x3 = C(x), (2.14)

dt

2

d
dti‘ =12pgr(p(x,x,)” +q(xyx,)> +1(x,x,)2) = D(X),  (2.15)

3

£ _ 48 pgrx, x,x,(qrx] +rpx; + pgxi) = E(X). (2.16)

£

Porovnanim (2.16) s (2.14) a (2.13) dospivame k diilezité afinn¢ invariantni
podmince

E(x)=2B(x)C(X), (2.17)

platici pro libovolny systém hydrodynamického typu 3. fadu. Tuto podmin-
ku, vyjadiujici formu 5. fadu pomoci soucinu forem 2. a 3. fadu, nazvéme
podminkou reducibility. Jde o nutnou podminku existence kvadratického
integralu pohybu regularniho systému 3. fadu. Obecné vSak (2.17) neni
podminkou postacujici. Jak ukdzeme pozd¢ji, stane se ji az po splnéni
jistych dopliujicich pozadavkl. V kazdém ptipad¢ ohled na afinné inva-
riantni vztah (2.17) nas pro kvadratickou formu pfivadi k diferencialni
rovnici 3. fadu, ekvivalentni systému 3 rovnic prvého fadu popisujici triplet
v kanonické reprezentaci.
Vratme se k zapisu (2.16). Odtud méme

ar Far

Je tedy d*y/d* — y* = —W =konst, kde forma 4. fadu W= B*— D je integra-
lem pohybu. Po vynasobeni (2.18) funkci d y/dz bude

3
“r_,,42 (2.18)
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1(dyY 1
|24 | 4 oW == 47 =@ = konst 2.19
2(dtj (Y @19

a forma 6. fadu

¢51c2 +BW—1B3 5333 Jrlc2 —BD
2 3 3 2

je druhym integralem pohybu.

Diferenciadlni rovnice (2.19) pro kvadratickou formu y obsahuje dva
parametry B a W (konstantni podél trajektorie systému) a tato rovnice je
spojovéana se jménem Weierstrassovym. Po transformaci y = 6", t = 6"
tuto rovnici dostdvame ve standardnim tvaru

(j—ﬁ] —4F - fg, - g, (2.20)
n

kde g> a g3 jsou tzv. invarianty Weierstrassovy funkce g, ktera je feSenim
(2.20); g, =2(6)""W, g3 =-2@.

V nésledujicim odstavei ukdzeme, Ze podminky existence pozitivné
definitniho integralu pohybu 4.fadu W a 6. fadu pro systémy hydrody-
namického typu vedou na nerovnost

4w’ —9@* > 0. (2.21)

K zépisu (2.21) poznamenejme, Ze nerovnost W > 0 dostavame z definice
W= B* — dC/dt a vedle toho je W integralem pohybu. Proto po vystfedovani
podle trajektorie mame 0 < W = <B*>.

2.5 Integrace pohybovych rovnic tripletu
Pti obecné teoretické analyze pohybovych rovnic tripletu obracime pozor-

nost na jisté ,kanonické® integraly, v nichZ vystupuji toliko koeficienty
vychozich rovnic. Ptjde o tfi zavislé integraly pohybu

2 2 2 2 2 2

X X. X. X X, X

— 2 3 -3 1 — 71 2
S1=___’ S2=___, S3=___,

q r rp rq

spojené vztahem S + 5> + 3 = 0, ¢i s nimi ekvivalentni integraly
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£=5,-5,, 6&=8-5,,&=5,-§,.

Rovnéz lze psat

p q r qg p T r.pP 9
g—-& =35, &-¢=35, &-¢&=35,.

Také miizeme uvazovat kanonické integraly jako invarianty

4 12 4 12 4 12
€ :_(Ej pgre,, €, :_(Ej pgre,, & :_(Ej parés;

e +e,+e =0.

Analyticky vyraz pro charakteristickou funkci B(x), danou vztahem
(2.13) ziskame, ptihlédneme-li k feSeni systému (2.12) vyjadienému pomoci
eliptickych Jacobiho funkci. Jestlize ¢asovy pocatek zvolime v okamziku,
kdy x3 = 0, dostavame

x, = A dnyt,
x, =4, cnyt,
X, = A, snyt;
enz =+/1-sn’7,dnz =+1-k*sn’r;
12 12
g=tfaza)| ,_1llea-e
1 1/3 s 4 1/3 5
6 qr 6 pr (2.22)
1/2
Y :L(ez_%j
3 s
61/3 pq
k2 _ €, &
e —e,

}/=6_1/2~/e1—e3 =0,550,/e, —e;,

kde jsou dn u, cn u a sn u deltaamplituda u, kosinusamplituda u a sinus-
amplituda u.

Jestlize nyni pfihlédneme k (2.13) a (2.22), a rovnéz uvazime vztah mezi
Weierstrassovou funkci ¢ a eliptickymi Jacobiho funkcemi, piSeme
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plu+a)=

=%{(e3 —e )dn’ {MH}JF(% —e,)en’ {M\/ﬁ}+
+(e, —e,)sn’ {uﬁﬂ
Poté mame
B(x)=6"p(6"1+a) =1,8170(0,55+ ). (2.23)

Zakladnimi periodami Weierstrassovy funkce ¢ jsou 2w a 20', tj.

W)= p u2wl2e0'),adilee;= p(w),er=p (0+0"),es= p ().

Protoze uvazujeme toliko realné hodnoty e, e, e3, z teorie eliptickych
funkci dostavame, ze druha poloperioda je ryze imaginarni. Pro realna ey, e;
a e3 takova, Ze e| > e, > e3 dostavame

_ 2K(k)
(r-¢)(z- ez)(r e) Je —e,
C2iK(K)

J.\/el—f )(e; - 7)(63_7)_\/61_%’

kde je K(k) uplny elipticky integral 1.druhu:

(2.24)

Za)J.\/

(2.25)

7/2

K (k)= I

a k’je dopliiujici modul: k'=+/(1-k%) .

Vyraz (2.23) mizeme ziskat, neptihlédneme-li bezprostfedné k feSeni
(2.22) vychoziho systému (2.12) a pfimo obratime pozornost na afinné
invariantni popis, pfivadéjici nés k algebraické diferencialni Weierstrassové
rovnici (2.20) pro funkci f. Prednosti tohoto postupu je, ze pii ném
nepozadujeme zavedeni jakéhokoliv soufadnicového systému. Abychom
dospéli k pozadovanému vztahu, v§imnéme si, Ze obecné feseni Weierstras-
sovy rovnice (2.20) Ize pomoci funkce ¢ zapsat ve tvaru

B(n)=p(n+C), (2.26)
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kde je C libovolna konstanta. Jestlize nyni pfihlédneme ke vztahu e; + e, +
+ e3 = 0 a vénujeme pozornost vyraztim pro integraly pohybu ey, e, e3, které

1 B 2 1
dostaneme ze zapistt W = B*— D, QDEEC2+BW—? EEBS+EC2_BD’

dale pak k formulim pro &, &, & a e, ez, e3, mizeme se presvédCit, ze
invarianty e, e, es jsou kofeny kubické rovnice

4z —g,z—g, =0, (2.27)

shodujici se s Weierstrassovou rovnici (2.20). Pro redlnd e;, e; a es je
diskriminant A této rovnice nenulovy a bude

A=gl—27g> =12(4W° —9@*) > 0.

Jinym postupem jsme tak dospéli k nerovnosti (2.21). Tehdy z vlastnosti
funkce ¢ plyne, Ze existuje dvojice primitivnich period 2w, 2" takovych,
ze o je realné Cislo a @” ¢islo imagindrni a tato Cisla jsou urCena integraly
(2.24) a (2.25), v nichZ ej, e; a e3 vystupuji jako funkce W a @ z feSeni
kubické rovnice (2.27), kde g, = 2(6)"*W, g3 = —2@. Uvazime-li, 7e funkce
L(n) je ohrani¢end a pro libovolné 7 mize nabyvat jen redlnych hodnot, pak
se pomoci zndmych vlastnosti funkce ¢ se presvéd¢ime, ze konstanta C
v (2.26) bude rovna @ a opét se dostavame ke vztahu (2.23). Spojeni W a @
s e1, e; a e3 docilime, ptihlédneme-li k vyrazim pro symetrické¢ funkce
kotent algebraické rovnice (2.27). Odtud méame

W=6"( +el+ e), @=-2ee,e,.

2,0
f-x
7522

L " ; b L . T
77 5 s 24 G 7 5
2 SR
'

A

Obr. 2.1 Pribéhy zévislosti y,, x> a y; pohybovych rovnic (2.12) a charakteristické formy fna
bezrozmérném casovém parametru pro K¥=04; 2=2,077; y=m20=0,756 [5].

Na obrazcich 2.1, 2.2 a 2.3 jsou v bezrozmérném tvaru vyneseny grafy

zéavislosti feSeni y1, y», y3 systému (2.12) i charakteristické funkce £ na
bezrozmérném c¢ase pro K =04;0,5;0,7; 0,99 a také pro K=1-0,74.10"
Pritom je Cas odecitan v jednotkach, v nichZ perioda feSeni yi, 1> a y3 je
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rovna 4. Poviimnéme si, Ze pro k* blizké 0 (prakticky pro &* € (0; 0,5) kfiv-
ky maji sinusoidalni charakter). Pro A*—1 extrémy kiivek jsou ,,méné ostré“
a pfi &* velmi blizkém 1 (obr. 2.3b, 2.3¢) jevi ,,stuptiovity* charakter. Tvary
vSech téchto kiivek Ize ziskat pomoci asymptotickych vyjadieni eliptickych
funkci funkcemi trigonometrickymi (pro mala &%) a funkcemi hyperbo-
lickymi (pro &* blizici se 1). Tomuto ukolu vénujme pozornost v nasle-

dujicim odstavci.

Obr. 2.2 Pribéhy zavislosti y1, 7, a 3 pohybovych rovnic (2.12) a charakteristické formy fna
bezrozmérném ¢asovém parametru pro KP= 0,4; Q2=1,854; y= 1/202= 0,647 [5].

v
®in

Obr. 2.3 Prib¢h asymptotickych feseni pohybovych rovnic (2.12) vyjadienych hyperbolickymi
funkcemi a charakteristické formy fna bezrozmémém Gasovém parametru pro &> = 0,7 (a); 1-107

(b); 1-0,7-107 (¢) [5].
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2.6 Asymptotické tvary feseni a kvadratické formy
dynamického tripletu vyjadrené pomoci
elementarnich funkci

Bez uymy obecnosti a pro jednoduchost predpokladejme, Ze pro koeficienty
v (2.12) plati

P =q = po, ¥ =—2po.

Nejprve budeme uvazovat piipad, kdy &° << 1, e =2a— &, e; =—a+4,
e3 =—a. Pomoci vztahii pro funkce A4,, 4», A3 v (2.22) a vyrazl (2.24)
a (2.25) dojdeme k vyjadrenim

R 2
o =12 ) Q’=1(1+2k2+ik4jlng—k——ﬂk4+0(k6111k),
NEY 20 4 64 K4 128

= 2 , 0 =E{l+ik2 +ik4 +O(k6)}.
NEY 21 47 64

V daném ptipad¢ je uzite¢né pouzit aproximace zakladnich charakteristik

tripletu trigonometrickymi funkcemi. Po rozvoji eliptickych funkci ve Fou-

rierovu fadu nakonec dospivame k ndsledujicim vyjadfenim pro feSeni
systéemu (2.12):

2 4
2(2)=1—(1+sin’ 72) "=+ 3+sin* ) + 0",
‘ 2 8

4
T)=kcosyrsl—| 1+ —+ 0%},
2,(7) 7{ [ 5 2 2 ( )}

2 2 3 4
Zg(f)=—\/§ksin7r{l—[l— cos 7rjk_+(—cosyrcos e +3j%+0(k6)};

sin? ;/rjk_z_(sin yrsin3yr _3j k

2 2 8
(2.28)
a0 o BE 0 (229)
X, 6/3\/§p0

f3a
=it (2.30)

T
=—. 2.31
7 50 (2.31)
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Aproximaci pro charakteristickou formu (2.22) dostaneme pomoci zna-
mého vztahu mezi Weierstrassovou funkci g a eliptickymi Jacobiho

funkcemi, tj.
Pu+a)=e, +(e,—e;)sn’(uy/e —e,).
Plati
2 2 _
B(r)=—1+3k sin® yrl — | 1= 528572 12 ] €O yr(3cos2yr—8) 14
2 32
+ O(ké)};
(2.32)
B(r) = B/F(;T)’ B, = Y6a. (2.33)
0

Tabulka 2.1. Porovnani asymptotickych vztaht (2.28) a (2.32) (sloupce 1) se vztahy (2.34)
(sloupce 2) pro K =0,4[5].

1

ok 1 2 1 2 1 2 1 2

0 | 0860 | 0,860 | 0544 | 0,544 | 0,000 | 0,000 | 1,000 | 1,000
0,1 | 0,855 | 0855 | 0,536 | 05535 | 0,134 | 0,138 | 0,973 | 0,971
02| 0,841 | 0839 | 0511 | 0,510 | 0263 | 0,269 | 0895 | 0,889
03] 0,820 | 0816 | 0472 | 0472 | 0382 | 0383 | 0,779 | 0,774
04 | 0,793 | 0,788 | 0422 | 0420 | 0487 | 0,489 | 0,640 | 0,632
0,5 ] 0,765 | 0,757 | 0362 | 0359 | 0576 | 0,578 | 0496 | 0,486
0,6 | 0,738 | 0,727 | 0,295 | 0292 | 0,647 | 0,650 | 0361 | 0,351
0,7 | 0,714 | 0702 0,224 | 0220 | 0,701 | 0,705 | 00246 | 0,237
0,8 | 0,695 | 0683 | 0,151 | 0,150 | 0,739 | 0,740 | 0,160 | 0,157
0,9 | 0,684 | 0670 | 0,076 | 0,075 | 0,762 | 0,753 | 0,106 | 0,104
1,0 | 0,680 | 0,667 | 0,000 | 0000 | 0769 | 0,770 | 0,088 | 0,088

V tabulce 2.1 jsou uvedeny vysledky porovnani vypocti provedenych podle
(2.28), (2.32) a pomoci formuli

(m) kz 3 4
/’(1 = 1—7+§k dl'l(Kg,k),
(2.34)

(m) K 3,
y o =k 1—7+§k cn(Kf,k),

207



7 = kf(l——+8k4jsn(1<§ k),

B =—1+3k>(1-k* +k*)sn’* (K&, k), (2.34)

7/2

[ ——
o J1—k’sin’ @ ’

v nichZ hodnoty eliptickych funkci byly vybrany z tabulek pii &> = 0,4.
Vénujme dale pozornost piipadu, kdy k*=1/2, e; =—e3=3a/2, e;=0.
Pro polovi¢ni periody @ a @' dostavame

E=7/0, K(k)=K=

KQ™"? K@
I C (55|

kde

K27 UL 1,8541.

4r7"?

Vyrazy pro xi, x2, x3 a v bezrozmérném tvaru nabyvaji formy

;a(f)=dn(r,%j,
(T)=Lcn(rLj
LT RN RS

;@(r):—sn(r,%j,
p(r)=-3 2(T)=—§cn2(r Lj
X2 > ,\/5 .

(2.35)

Pti stanoveni Jacobiho eliptickych funkei v (2.35) bylo piihlédnuto k vyja-
dreni eliptickych funkei pomoci funkcei theta. Vysledkem je zapis

7 (r)=2" {1 +4hcos2yr +8h’ cos® 2yt +8h’ cos’ 2yT + O(h4)} ,
2,(0)=~2h" cos yr {1 +2hcos2yr +h’ [1 +4cos” yr(1—-4sin’ ;/r)] +
+2h° cos 2yt (1 - 4sin® y7) + O(h*)],
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2,(0)==2"h"sinyr {1 +2hcos2yr+h’ [1 +4sin® yz(1—4cos> }/z')] 4
+2h° cos2yr(1—4cos’ yr) + O(h“)} ,

B(t)=—6h"* cos® yr {1 +4hcos 2yt +2h* [2cos 2yr(1+3cos 2yr) —1]+
+8h” cos 2yr(4cos’ yrcos2yr —1)+ O(h“)} ,

h=e"=0,04321,y = =0,847.

T
2K (2777

Nakonec uvazme piipad s hodnotami 1/2 < K< l,e1=atod,e;=a, e;=-
2a-0, 0> 0. Tehdy mame

QL 302 39 e 16 (k) 1L no
® @,9_2[1 e 64(k)}1n(k,)2 g (K O,

’:i_g ':E _é 72_2 n4 16
o= Q 2{1 7 64(k)+0((k))}.

Zde jako vhodna se ukazuje aproximace hyperbolickymi funkcemi. Pozna-
menejme, e tento pripad lze prevést na piipad s k> << 1, e;=2a— 65, ex =
=—a + 0, e3 = —a, ktery jsme vySetiovali jako prvy, pouzijeme-li vztahy
sn(u,k) =+ 2D ey = — L dn(u k) = KD,
1en(iu, k') cen(iu, k") cen(iu, k")
nebot’ pro doplitkovy modul plati k' < 1. Touto cestou lze pro malé hodnoty
argumentu 7 ziskat pfiblizn¢ vyrazy

(k’)z 2 3(k’)4 "o
2 +(7ch” yr +25) ) +O((K") )},

(3
64

x(0)= L{l + (ch2 yT+3)
chyr

2,(7) :—1 {1+(1—lsh2 7rj—(k')2 +(75-19ch’ y7) +O((k')6)},
chyr 2 4
64

_ 2
sz v —2}3(/{')4 + O,

1:(1) = /2 th yT {1 +%(k’)2 +(75-2ch’ 7r)ﬂ+ O((k’)é)},

mﬂ=GmWrQ{H%QY}{
(2.36)
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<3
2 (2.36)

3 "2 E n4 "o
7_1+Z(k) +64(k) +O((k')")

a y, y2, y3 a fmaji tyz smysl jako v (2.28) a (2.32).

V dutsledku exponencidlniho naristu hyperbolickych funkei, k némuz
dochézi pii rozvoji podle mocnin parametru (k')’, ziskané vztahy lze pouZit
toliko pro dostate¢né¢ malé hodnoty argumentu 7, uréené podminkou
<< /2. Abychom dospéli k zapisim platnym v néjakém okoli
|r - .Q| < &, uvazime formule

snu '

sn(K +10) = S on(K +u) = 7k S dn(K £u) =
dnu dnu dnu

a tak dospé&jeme k nasledujicim aproximacim:

X(2+7)= k'chj/r{l+(l——8h2 77}(;{')2 J{Shz yr(4sh? yr —21) +3} (k') N
4 32 2
+0(k')6},
1, (2+7)=k'shyr {1{1_0112_7”} (k') J{Chz yr(4ch® yr=27) +3} (k" N
4 32 B
+0(k')6},
1(2+7)= —\/E{H(I—Sh2 71')%-{-[8}12 yr(sh® yr—4)+17 | (kg +
+0(k')6},
L(R2+7)=1-3(k")’ sh? 7r+%sh2 yr(sh® vz =3) (k) +0((K')"), T| <0/,
(2.37)

Zapisy (2.37) plati v jistych okolich boda 202, 302 a 40, s ptihlédnutim ke
vztahim
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X (T+202)= y (1),

X2:(7+280) =—y,(7),

X:(7+20) =y, (7),
Bz +202)=p(z),

platicich pro aproximacni a ptesné vztahy

(m) _
X =

(m) _

X

{1 +(k') + % (3} } dn(K &, k),

(K’

it

47 =31+

2

Xl(z-+3g) = Zl(T"'Q)a
X, (T+382)=—y(t+£),
1:(7+302)=—y,(t+ ),

P(t+302)=p(r+ Q2),

(k')’

+ % (k")* } cn(K &, k),

7 n4
T'i‘g(k) :|Sn(K§,k),

X (T+402) = y(7),

21, (t+402)= y,(7),

2t +402) = y.(7),
Pt +40) = p(7).

V tabulkdch 2.2 a 2.3 jsou pro porovnani uvedeny vysledky vypocti

(2.37a)

B = —2[1 +§(k')2 + 3(k’>“}+ 314+ ()" +2(K)" Jsn* (K&, k)

pro k*=0,7 20,8 [5].

Tabulka 2.2. Porovnani asymptotickych vztahti (2.36) a (2.37) (sloupce 1) se vztahy
(2.37a) (sloupce 2) pro ¥* = 0,7 [5].

& X X2 —X3 -
1 2 1 2 1 2 1 2

0 1,44 1,44 1,23 1,23 0,00 0,00 3,44 3,44
0,1 1,42 1,41 1,20 1,20 0,36 0,36 3,27 3,25
0,2 1,37 1,35 1,14 1,13 0,69 0,69 2,80 2,73
0,3 1,29 1,27 1,04 1,02 0,98 0,97 2,04 2,05
0,4 1,18 1,165 0,91 0,89 1,22 1,21 1,26 1,28
0,5 1,05 1,06 0,76 0,73 1,40 1,40 0,48 0,56
0,6 0,97 0,97 0,59 0,58 1,55 1,53 —0,12 —0,03
0,7 0,89 0,89 0,46 0,43 1,64 1,63 —-0,55 —0,46
0,8 0,83 0,83 0,28 0,28 1,69 1,69 —0,82 —0,76
0,9 0,80 0,80 0,14 0,14 1,72 1,72 —0,95 -0,94
1,0 0,79 0,79 0,00 0,00 1,74 1,74 —1,00 —1,00
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Tabulka 2.3. Porovnani asymptotickych vztahti (2.36) a (2.37) (sloupce 1) se vztahy
(2.37a) (sloupce 2) pro ¥* = 0,8 [5].

& X X2 X3 B
1 2 1 2 1 2 1 2
0 1,26 1,26 1,14 1,14 0,00 0,00 2,84 2,84
0,1 1,23 1,23 1,11 1,10 0,36 0,36 2,65 2,64
0,2 1,67 1,67 1,04 1,03 0,68 0,68 2,16 2,15
0,3 1,07 1,06 0,92 0,91 0,95 0,96 1,47 1,46
0,4 0,96 0,95 0,78 0,78 1,18 1,17 0,80 0,79

0,5 0,85 0,84 0,64 0,63 1,34 1,33 0,19 0,18
0,6 0,75 0,75 0,51 0,49 1,44 1,44 —0,28 -0,27
0,7 0,67 0,67 0,37 0,36 1,53 1,52 —0,63 —0,62
0,8 0,61 0,61 0,24 0,23 1,57 1,57 —0,85 —0,84
0,9 0,58 0,58 0,12 0,12 1,60 1,60 —0,97 —0,96
1,0 0,56 0,56 0,00 0,00 1,61 1,61 -1,00 -1,00

2.7 K statistickému popisu systému hydrodynamického
typu

Statistickym popisem zde rozumime vycet vlastnosti téchto systémii zaloze-
nych na vlastnostech Friedmannovych-Kellerovych rovnic pro statistické
momenty proudového pole. V koneénédimenzionalnim modelu, ktery je ko-
ne¢nédimenzionalni aproximaci rovnic hydrodynamiky, jsou tyto momenty
dany symetrickymi tenzory riznych fada:

u'=<u'> B’ =<u'u’> B™=<uu'u* >,

atd. Pfi znamé hustoté pravdépodobnosti f vyhovujici Liouvilleove rovnici

oF o (1 .,
Trarlgrs)-s

je stfedni hodnota <y> stavové funkce y definovana vztahem <y>=
= [Il//(u) f(u)du ,kde du = du' di®... du” je element n-dimenzionalniho fa-
zoVeho prostoru systému. Pro slozky vektoru charakterizujiciho dynamicky
stav systému poté dostavame

<u' >:'[uifdui,
<u'u’ >=Iuiujfduiduj =B,

<u'u'u* >:J.uiujukfdui du’/ du* = B"™.
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Systém Friedmannovych-Kellerovych rovnic v kone¢nédimenzionalni apro-
ximaci poté je nekonecny neuzavieny systém obycejnych diferencidlnich
rovnic tvaru
A
i i
w=—r Im
2

Bij :%Ff Bﬂm +%1—'1{1'1Bilm’

B/m ,

Im

B = % r; B+ %r,; B+ %F,i‘mB”l’”,

Tento systém je v podstaté ekvivalentni jedné parcialni diferencialni rovnici,
rovnici Liouvilleové™. K jeho uzavieni pro momenty prvych tii fadu pred-
lozil Millions¢ik [7, 8], tzv. ,,hypotézu ¢tvrtych momenti*

B™ =B"B" + B*B" + B'BY

za predpokladu, Zze <u’>=0. Jeji aplikace na systémy hydrodynamického
typu pfi pozadavku, aby druhé casové derivace momentti druhého fadu byly
nulové (slaba stacionarita) nds privadi k jistému kvadratickému integralu
pohybu, pomoci kterého lze dostat Gaussovo stacionarni rozdé¢leni
f= Cexp(—o(u)), kde je C konstanta a o(u) kvadratickd forma imérné ener-
gii: o= (A2)gu'u". Jestlize systém krom& energie nema Zadné dalsi
kvadratické integraly, dospivame k Boltzmannovu rozdé€leni, v némz para-
metr [ je analogii reciproké teploty. Uhrnem miZeme fici, Ze netrivialni
feSeni systému Friedmannovych-Kellerovych rovnic v kone¢nédimen-
zionalni aproximaci existuje pravé tehdy, kdyz krom¢ integralu energie
zname dalsi kvadraticky integral pohybu.

Pozndmka 5: o systému Friedmannovych-Kellerovych rovnic a jeho uzavirani v obecnych
topologickych prostorech bude vice feCeno v oddilu 13.2. Predesilame, ze pfi studiu
pohybu spojitych prostfedi v nekterych pripadech je tieba piihlédnout k obecnéjSim
topologickym vektorovym prostorim. Zejména to plati pro prostiedi vypliujici nekoneény
prostor, jestlize predpokladdme, ze konecnou veli¢inou je toliko energie prostiedi v ohra-
ni¢ené oblasti D a pfitom celkova energie je nekoneéné velka. Obecné vzato, topologie

fazového prostoru neni definovana normou, ale souborem seminorem. Tak je tomu napf.
v piipadé topologického vektorového prostoru vSech poli rychlosti u(x) spliujicich pod-

*) V prubéhu sedmdesatych let byly ¢inény vice méné ojedinélé pokusy pouzit Liouvilleovu rovnici pro
prognostické cile. I kdyz samotné prognostické rovnice jsou ryze dynamické, ziskané aproximaci rovnic
termohydrodynamiky, na ulohy spojené s prognozou bylo nahlizeno jako na statistické diky netplné pocatecni
informaci (neuplnost méfeni, turbulence atp.). Dnes tuto ideu vesmés opoustime.
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2 . v .
minku I lu(x)|"dx < pro sup|x| <o . V hydrodynamice vesmés pracujeme s nekone-
D D

¢nédimenzionalnimi Banachovymi prostory. Dilezité jsou zejména Banachovy prostory se
spo¢etnou bazi a to prostor L"(D”)?, m>1 s normou

M{i i |u,<x>|’"dx}

Jj=1 prt

(pro m =2 jde o Hilbertiv prostor; lze polozit D’ =R") a prostor [C(I” )]?, kde I” je
uzavieny interval —o < g;<x;< bj< o0, j=1, 2, ..., p, s normou

||U|| sup sur?|u/(x)|

I<j<q xel”

a pfitom kazda funkce u;(x) je spojita na /7.

Poznamka 6: zminka o Banachovych prostorech pfivadi zvidavého Ctenafe k otazce tykajici
se problému samotné baze. Tento problém piedlozil jiz Banach v praci z roku 1932.
Posloupnost prvkll Banachova prostoru je Schauderova baze prostoru, pokud kazdy vektor
ma jednoznacné vyjadieni ve tvaru nekone¢né linearni kombinace ¢lent posloupnosti. Ze
spocetnosti zabudované do definice slova ,,posloupnost vyplyva, ze pokud Banachtiv
prostor bazi ma, pak je separabilni, tj. obsahuje hustou spocetnou mnozinu. Problém baze
spociva v obraceni: ma kazdy separabilni prostor bazi? Halmos ve studii [9] tento problém
komentuje slovy: Kazdy prostor, ktery se kdy v analyze vynofil, bazi mél, a presto dikaz,
ze tomu tak musi byt, stale unikal. Problém baze byl vyfeSen v roce 1973 Emflosem.
Ukazalo se, ze feSeni je negativni — existuje separabilni Banachlv prostor, ktery nema
»aproximacni vlastnost”. Poznamenejme, ze je-li Banachtiv prostor ,,rozumny®, pak kazdé
jeho kompaktni zobrazeni do sebe je limitou konecnédimenzionalnich operatorti a fikame,
Ze prostor ma aproximacni vlastnost.

2.8 Komplexifikace systému hydrodynamického typu.
Komplexni triplet v geofyzikalni hydrodynamice

Dosavad jsme vénovali pozornost systémim hydrodynamického typu toliko
v realném oboru. Proved'me nyni jejich komplexifikaci a zaméfme se na
komplexni triplet, ktery se vyrazné podili na procesu modelovani dynamiky
rezonan¢niho pusobeni vinovych procesii. Svéd¢i o tom rozsahla literatura,
velkou mérou se tykajici samotné geofyzikalni hydrodynamiky [5, 6]. Na-
vzdory slozitosti v ni studovanych dynamickych procesti, modely pohybt
opirajicich se o trojmodalni aproximaci ve velké mife vedou k zavérim
srovnatelnym s pozorovanymi jevy.

Necht’ Sy, je jisty kvadraticky nelinedrni dynamicky systém, jehoz tad
udava sudé &islo 2m. Reknéme, Ze systém Sy, pripousti komplexni rozsiten,
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jestlize pii rozkladu systému 2m fazovych proménnych na dvojice (x1, 1),
(x2, ¥2)5 -y (Xmy Ym) (V jistém soufadnicovém systému) a zavedeni komplex-
niho stavového vektoru zy=x;+ 1w, k£ =1, 2, ..., m, pohybové rovnice
mohou byt zapsany ve tvaru

go=rz'2" (2.38)

Zaroven predpokladame, Ze existuje kvadraticky integral pohybu — pozi-
tivné definitni hermitovska forma

E= ZigikEkagik = 8u-
Tehdy koeficienty v (2.38) (obecné komplexni) vyhovuji znamym vztahlim

L.+, +1,.=0.

ijk Jjki kij

Pii komplexifikaci systémil hydrodynamického typu je pfirozené omezit
se na unitarni zobrazeni, ponechdvajici beze zmény tvar formy zgz , ktera
v normalnim soufadnicovém systému je souctem ctvercl moduli komplex-
nich soufadnic. Muze se stat, ze pii volbé soufadnicového systému koefi-
cienty /” ;k budou vyjadieny realnymi nebo ryze imaginarnimi ¢isly. V téchto
pfipadech je pfirozené zaméfit pozornost toliko na podgrupu unitarnich
zobrazeni zachovavajicich tuto vlastnost koeficienti F]’k Takovou grupu
nazvéme fundamentélni grupou vychoziho dynamického systému.

Ukaze-li se, Ze parametry systému v jisté reprezentaci budou realné, pak,
vyjdeme-li v pocatecnim ¢asovém okamziku z realnych soufadnic, pohybo-
vé rovnice zarucuji, Ze realné hodnoty budou existovat pro libovolna ¢ > 0.
Takze podminka Imz; = 0 vede na jisty invariantni podprostor o dimenzi m
a v ném na urcity podsystém o dimenzi m. S ohledem na tento podsystém
budeme vychozi systém nazyvat komplexifikovany. Smysl vyse vyslove-
ného tvrzeni blize objasnime na jednoduchém netrivialnim systému S, ve
tvaru

ux, =—ke,x,, X, =kx;. (2.39)
Systém (2.39) ma integral pohybu
E = ux; +x.
Polozme z; = x| + iy, z2 = x, + 1. Pak bude
uz =-kz,z,, z,=kz . (2.40)
Parametr k nyni povazujeme za komplexni, zatimco u je realné.
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Se systémem (2.40) je komplexné¢ sdruzeny systém rovnic
uz, =—kz,z,, z,=kz’ (2.41)
s integralem pohybu (fundamentélni formou)
E=pzz +z,z,.
Uvazme transformaci proménnych
zy =exp(i6)z,, z,=exp(i6,)z,

s realnymi fazemi 6, a 6. Tato transformace zachovava tvar vychoziho
systtmu (2.41) apfitom k' =kexp(i(26, + 6)). Jestlize k" = |klexp(—ig)
a kdyz naptiklad 6, = ¢/3, 6, =-2¢/ 3, lze docilit redlné hodnoty £'. Je
tedy fundamentalni grupou systému soubor takovych transformaci, pii nichz
faze vyhovuji podmince 26, + 6 = 0. Pokud & bylo realné, tato podminka
tuto vlastnost zachovava (bez ijmy obecnosti lze polozit k = 1).

Soubor zobrazeni ponechavajicich beze zmény tvar rovnic, budeme
nazyvat grupou automorfismi systému. V nasem piipadé je to 1-parame-
tric-ka grupa automorfismu, kde parametrem je fazovy uhel jedné ze slozek
6=26, 6,=-6/2. Na rozdil od redln¢ho systému piipousti komplexni
systém existenci kubického integralu pohybu. Piesvéd¢ime se o tom tak, ze
prvou rovnici v (2.41) vynasobime 2z,z; a druhou uz.. Po seéteni takto

ziskanych rovnic dostaneme realnou veli¢inu

d 4
u @iz =2l |2l
dt
a tak mame

H =Im(z/z,).
V explicitnim tvaru bude

H=(x12 _ylz)yZ +2x,1,%,.

Ve slozkéch x;, y1 a x», y» maji pohybové rovnice tvar

X, ==X Xy + V1 V5,

=xy, +x,V,
/1)"1 12y2 ; 21 (2.42)
X, =X =)
v, ==2x1;
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0%, / Ox, + 0y, / Oy, + %, / &x, + 8y, / By, =0.

Pti vhodné volb& parametru (u=1/2) miZeme piepsat systém (2.42) do
hamiltonovského tvaru. Nejprve spocitame derivace OH/O x;, OH/O yi,
OH/0x,, OH/0y; a poté polozime x| = py, y1 = q1, X2 = g2, y2=p2, 4, =O0H / p,,
g, =0H /op,, p, =—0H / 0q,, p, =—0H / 0q,.V novych proménnych ma funk-
ce H tvar

H=p,(p; —4.)+2p,9,9,

a transformace z; = p1+iq, z2 = g2 +ip, nds piivede k systému, v némz H je
Hamiltonovou funkei.
Proved’'me komplexifikaci samotného tripletu

U, = pu,iy, U, =qUl;, Uy =TUlU,,
p+q+r=0,
v némz polozime p=-1=r, g =1.Tehdy dostaneme
5 =-Z5,7,, 2,=Z57, % =-2%, (2.43)

Systém (2.43) ma dva nezavislé integraly pohybu:

E=1/2)(z]" +2z," +/z"),

S z‘zl‘z —‘23‘2.
Rovnice (2.43) jsou invariantni vii¢i transformaci

z=exp(ip)z, 2, =exp(ip,)z,, 2z =exp(ig)z;,

pokud @+@+@y=0. Jestlize pii t=0 je z; = |21 ‘ =¥ a z3= 9, pak
2= P, Vexp(ip) a funkce

H =1Im(z,z,2,) = p,'” p,'” p,' sin ¢ = konst; (2.44)

je H integralem pohybu. Derivace (d/dt) (z,z,z;) = —|zzz3|2+|z3z] |2—|zlzz|2 je
realné veliina.

Jestlize vyjdeme z funkce H ve tvaru (2.44), mizeme uvést vychozi
pohybové rovnice (2.43) v hamiltonovském tvaru. Sta¢i polozit z; = p; + iq;,
2= @ +ipa, 23 = p3 + igs, takze z, = —0H / 0, +1(OH / Op)) = (p,q4; — 4, p;) +
+1(9,9; + p,p;) = —2,z;. Analogicky dostaneme zbyvajici dvé rovnice.
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Nyni polozme u = ziexp(imit), v = zzexp(iwst), w = zzexp(iant), kde @,
a s jsou libovolnd, a» = w+w; (vSechny frekvence jsou kladné veliCiny)
a komplexni amplitudy vyhovuji rovnicim (2.48). Tehdy u, v, w spliuji
rovnice harmonickych oscilaci s dopliiujicimi ¢leny zahrnujicimi nelinearni
interakce (v kvadratické aproximaci):

u=iou+pvw, v=iw,+ruw, w=1w,+quv.

Pokud je pr >0, pak kmity s nejvétsi frekvenci @s v pribéhu dostatecné
dlouhé doby (s ohledem na periodu 7> = 21t /@,) piedavaji veSkerou energii
kmitm s mensimi frekvencemi.

V geofyzikalni hydrodynamice se setkdvame s komplexnim tripletem pii
studiu rezonan¢ni interakce Rossbyho vin-inercialné-gyroskopickych osci-
laci v atmosféie rotujicich planet [6]. Objevuji se jako feSeni rovnice dvoj-
dimenzionalniho pohybu nestlacitelné tekutiny na plose kulové, rotujici
s thlovou rychlosti @. Pomoci proudové funkce i je lze popsat vztahy

y =Aexp(imo,t)Y, (4,4), o,=2w/n(n+l), (2.45)
Ay 1 owAv) 5,00 (2.46)
ot sing 0(4,1) oA

Zde je A Laplacetv operator na plose kulové a Y,, kulové funkce n-tého
fadu. Pfitom (2.45) jako vlastni funkce Laplaceova operatoru jsou feSenim
jak linearizované, tak i ptivodni rovnice (2.46).

Reseni analogickd (2.45) existuji i v dalsich p¥ipadech dvojdimen-
zionalniho rota¢niho pohybu tekutiny za podminky, zZe Coriolistv parametr f
(dvojnasobek projekce tthlové rychlosti do normaly k povrchu tekutiny) je
funkei vzdélenosti y od osy rotace. Pokud bude S=df/dy=konst 0,
rovnice Rossbyho vin v kartézském soufadnicovém systému lze zapsat
takto:

Q(A_a-z)w+M+lga_W=o; (2.47)
ot o(x,y) ox

o’ =(gH)"* 2w je Obuchoviv parametr a H vyika vrstvy tekutiny.
VInové feseni rovnice (2.47) ma tvar

v =aexp(i(kx + 1y —ot)) (2.48)

a plati disperzni vztah o(A*+*+1)+k = 0. Jednotky délky a Gasu byly zvoleny
tak, aby platilo o= f=1.
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Je tieba si uvédomit, Ze superpozice vin (2.45) ¢i (2.48) jiz nevyhovuji
vychozim nelinedrnim rovnicim; pfitomnost nelinearnich ¢lenti vede k vza-
jemné interakci vin. Uvazme dvé viny typu (2.48) a zapiSme je ve tvaru
w1 = ay exp(i(ki1x — o1t)), v = ay exp (i(kaX — ont)), k= (k, [), x = (x, y).
Kvadraticka nelinearita rovnic generuje séitanec a; a; exp (i(k; + Kx)x —
— (01 + o)f), ktery méd vyznam vynucené sily plsobici na linearni systém.
Odezva na tuto silu bude mald, pokud nedojde k rezonanci, tj. pokud vinovy
vektor a frekvence vynucené sily se nebudou shodovat s vinovym vektorem
k a s frekvenci o libovolné vlastni viny — feSeni linearniho systému. Odtud
dojdeme k podminkam rezonanéni interakce tii vin:

k=k +k, o=o0+0,. (2.49)

Pritom kazda dvojice (k, o) v zapisu (2.49) vyhovuje uvedenému disper-
znimu vztahu.

Vénujme se nyni dynamice interakce tii harmonickych vin. Protoze prou-
dova funkce  je redlna, polozme

3
V= Z (ai eXp(i(kiX - O-it) +a eXp(—i(kiX - O-it)))a
i=l1
kde a; jsou pozvolna se ménici amplitudy, jejichz zména je predevsim
podminéna pfitomnosti nelinearnich ¢lend v rovnicich. Pfihlédneme-li zde
toliko k rezonan¢ni interakci, dojdeme v obecném ptipadé k rovnicim

a, =Ga,a;, a, =C6a:a,, d;=0G6a)a,, (2.50)

kde ci, ¢z a ¢3 jsou konstanty. Pfipustime-li existenci pozitivn¢ definitniho
integralu pohybu a pajde-li pfitom o kvadraticky integral pohybu ve tvaru
2E = a,a, +a,a, +a,a, » piesvédcime se, ze konstanty ¢; jsou spolu spojeny
vztahem c¢; + ¢; + ¢3 = 0. V nékterych pfipadech amplitudy a; mohou byt
realnymi funkcemi Casu a tehdy soustava (2.50) je shodnéd se systémem
Eulerovych rovnic rotujiciho tuhého télesa.

Vénujme nadéle pozornost interakci Rossbyho vin a pro jednoduchost se
omezme na rovnici (2.47) pro a= = 1. Jeji feSeni, popisujici vzajemnou
interakeci tfi vin, budeme hledat ve tvaru

v =a,cos$ +a,cos, +a,cosy, 2.51)
G =kx+ly-ot+¢; i=123.

Pokud faze v (2.51) vyhovuji podmince ¢; + ¢ + @3 =0, pak pro «; = |ki|2 =
=k +1’1ze ziskat nasledujici systém rovnic, analogicky se systémem (2.50):
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(1+x7)a, = b(x;, — K )a,a;,
(1+x3)a, =b(x; — K )aa,,
(1+x3)a, =b(x! — K3 )a,a,; (2.52)
ki +k,+k;=0, [[+,+],=0, o,+0,+0,=0,
ok} +I}+D)+k =0, 2b=(z[k,k,))=(z.[k,.k;]) = (z,[k;. k],

kde je z jednotkovy vektor ve sméru vertikaly.

Soustava (2.52) ma dva integraly pohybu
E=(1+x")a +(1+x)a; +(1+x;)a;, 2.53)
J=(+)2a> +(1+2)d +(1+&2) a2, '

vyjadiujici zdkony zachovani energie a potencialového viru, které v piipadé
rovnice (2.47) maji tvar

1 2 1,
E=||=(Vy) += dxdy,
I(z( ) 291/} xdy

J:j(Aw—w)zdxdy.

Existence integralii pohybu systémi (2.47) ndm umozni ziskat zakladni
predstavy o charakteru prenosu energie mezi vinami s vinovymi ¢isly «i, &
a 3. Oznadime-li si A; zménu veli¢iny @’ v prib&hu ¢asu pocinaje casovym
okamzikem ¢y do ¢ > ¢y, pak s pomoci (2.53) dosp&jeme ke vztahiim

A+xD)A +(1+x)A, +(1+K5)A, =0,
A+x) A +(+3)° A +(1+x7)° A, =0

a posléze k podmince

2 2 2
I+x; 1+x;5 1+

2 2A1_ 2 2A2_ 2 2A3'
K, —Kj3 Ky — K K —K,

Uvazme piipad, kde 7 < y; < ;. Tehdy znaménko veli¢iny A; je vzdy opad-
né nez znaménka A; a A;. Odtud je vidét, Ze vektor toku energie do oblasti
vymezené dvéma krajnimi vlnovymi ¢isly y; a y3 bude vzdy orientovan opac-
né nez vektor, smétujici k vlnovému ¢islu p,. Smér vektoru toku energie
uréuje nejenom znaménko ajasas, ale téZ znaménko veli¢iny b( -1 )
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30 SYI\/JETRIZOVANYCH NELINEARNICH
SYSTEMECH

3.1 Symetrizované systémy a jejich obecné vlastnosti

Diive nez ptikro¢ime k vlastnimu tématu, odvijejicimu se od Hamiltono-
vych systémd, (viz oddil 13.9) pfipomenme si, Ze pfi daném hamiltonianu
H= H (g;p;,t), kde g; a p; jsou zobecnéné soutadnice a hybnosti a ¢ je cas,
odpovidajici kanonické rovnice maji tvar ¢, = 0H / Op,, p, =—0H / 0q, . Tyto
rovnice plati v okoli libovolného bodu fazového prostoru, tj. 2n-dimen-
zionalniho prostoru se soufadnicemi (g1, g2, ..., ¢n; P1> P25 ---r Pn) . Pravé
strany kanonickych Hamiltonovych rovnic zadavaji vektorové pole —
v kazdém bod¢ (q, p) fdzového prostoru dostdvame 2n-dimenzionalni
vektor se slozkami (OH /0p,,—0H /0q,). Pfedpokladame, ze kazdé feSeni
téchto rovnic 1ze prodlouzit na celou ¢asovou osu (,,doba Zivota“ feSeni neni
konec¢nd) a k tomu je postacujici podminkou napt. to, aby mnozina hladin
(energetickych ploch) funkce H byla kompaktni.

Poznamka 7: kazdd omezena mnozina prvki n-dimenzionalniho eukleidovského prostoru
E" s obvyklou definici vzdalenosti dvou prvki prostoru ma tu vlastnost, Ze lze z kazdé
posloupnosti utvoiené z jejich prvki vybrat podposloupnost konvergujici v E". Je-li navic
uvazovana mnozina uzaviena, takZe k ni patii vSechny jeji hromadné body, je v E"
kompaktni.

Dilezitym ptipadem zobecnénych kanonickych rovnic jsou tzv. symetri-
zované systémy zavedené Obuchovem [6]. Systém nazyvdme symetrizo-
vanym, jestliZze jeho pohybové rovnice mohou byt zapsany ve tvar

. oF
Xx.=>ym,—,
J Zk: Jk axk
kde je M=(m,) Ctvercova regularni matice a F* charakteristicka funkce

systému. S jednoduchym piikladem symetrizovaného systému jsme se set-
kali jiz diive. Byl to kanonicky triplet:
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X) = PXyXy, Xy =qXsXp, Xy =T X; 3.1
p+q+r=0. '

Jak jiz bylo feCeno, v obecném piipad¢ zapsané pohybové rovnice tripletu
v jistém ortogonalnim soufadnicovém systému zavisejici na péti parame-
trech jsou ekvivalentni Eulerovym rovnicim rotujiciho tuhého télesa. Vy-
sledky popsané Eulerem byly ziskany v ptipadé grupy SO(3), tj. grupy
rotaci trojdimenzionalniho eukleidovského prostoru, tedy konfiguracniho
prostoru tuhého télesa upevnéného v bod¢. Eulerovsky pohyb tuhého télesa
je mozno chapat jako pohyb po geodetice na grupé SO(3) s levoinvariantni
Riemannovou metrikou (viz poznamky 9 a 10) a protoze znacna cCast
Eulerovy teorie je spojena jen s touto invarianci, lze ji ,,pfevést” na ptipad
dalSich grup. Pak hovoifime o Eulerovych rovnicich zobecnéného tuhého
télesa a o jeho pohybu po geodetice na konecnédimenzionalni Lieove grupé.
Jestlize piihlédneme k principu nejmensi akce, ktery z pozice matematicky
je vlastné definici dokonalé (idedlni) tekutiny, miizeme fici, ze proudéni
idealni tekutiny v jisté oblasti D se déje po geodetice na grupé SDiffD —
grup¢ difeomorfismu oblasti D, zachovavajicich element objemu.
Matice A = (6)'@ / 6xj) systému (3.1) (matice stability) nabyva tvaru

0 px; px,
A=|gx; O qx,

rx, rx, O

Symetrie druhych parcialnich derivaci 6°F /ox, Ox, = 8 F/0x,x, ma stejny
vyznam jako symetric matice MA, kde M= m’ je inverzni matice.
Z rovnosti (MA);; = (MA);; (pro i#j) dostdvame, ze M; =0, qgM>, = pM,
rMs3 = pM;,. Hledana matice m je umérnad diagondlni matici s prvky
my1 = p, my = q, m33 = r. Charakteristicka funkce F systému (3.1) je umerna
X1X2X3.

Vlastnost dynamického systému ,byt symetrizovany“ je strukturalni
vlastnosti, nezavisejici na volbé linearnich soutfadnic a je tedy ekvivalentni
existenci nedegenerované realné matice M, pro kterou je matice M(0x, / 0x ;)
matici symetrickou.

Poznamenejme, ze je to tfida systéma hydrodynamického typu, v niz
strukturalnimi vlastnostmi jsou kvadraticka nelinearita, regularita, tj. a také
ax'/éx’ = 0 existence pozitivng definitniho kvadratického prvého integralu.
Jiz dfive (odst. 2.1) jsme uvedli, Ze regularita implikuje linearni vazby mezi
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koeficienty pravych stran (2.1), které nemohou byt zesileny doplitujicimi
vztahy nezavisle na volbé linearnich soutadnic.

Hovoiime-li o symetrizovanych systémech, zaroveii mame na mysli
existenci symetrického (pfip. antisymetrickémo) symetrizdtoru a pak jde
0 tzv. @-systémy (ptip. tzv. H-systémy); piidrzujeme se zde terminologie
zavedené v [6].

Kvadraticky nelinearni regularni @-systém s matici symetrizatoru, kterou
je matice inverzni k matici kvadratické formy B = (1/2)(6x' / ox’)(6x’ / &x'),
nazvéme B-systémem. Piikladem takového systému je kanonicky triplet
(2.9). Dodejme, ze kazdy B-systém v trojdimenzionalnim fazovém prostoru
je ekvivalentni bud’ kanonickému tripletu, nebo integrabilnimu B-systému,
jehoz vsechny trajektorie se v kone¢ném cCase vzdali (expanduji) do neko-
necna. Lze predpokladat, ze v tomto ptipad¢ systém z fyzikalniho hlediska
,prestane pracovat®.

Vénujme déle pozornost invariantni formulaci tfidy symetrizovanych
systémtll. Spojujeme s ni existenci regularni bilinedrni formy v prostoru
(R")" dualnimu k linearnimu prostoru R” a také jisté realné charakteristické
funkce F,, jak o tom vypovida nasledujici véta:

Dynamicky systém

i=f1(x) (3.2)

v oblasti U linearniho prostoru R” nazvéme symetrizovany, existuje-li regu-
larni bilinearni forma S(& ) v (R")" (majici konstantni redlné koeficienty)
arealna charakteristicka funkce F takové, Ze hodnota libovolné linearni
formy € € (R")" na vektoru x(a) se pro vSechna a € U shoduje s hodnotou
S(EV, F). Zde je V, F gradient F' v bodé a (linearni forma na R" s koefi-
cienty, kterymi jsou prvé parcialni derivace funkce F).

V pevné zvoleném systému linearnich soufadnic (x', x% ... , x") na R”
bilinearni forma S(§, n) = X.87& 7, a symetrizovany systém (3.2) se syme-
trizatorem S(§, 77) a charakteristickou funkci F budou mit tvar

Ex' = EST(OF [ox)), &' = S7(OF /ax"). (3.3)

Pokud Ize systém (3.2) ptepsat do (3.3) se symetrickym (antisymetrickym)
regularnim symetrizatorem S ¥ = S7, S(& n) = S(n, &) (S n) = -S(n, &),
§7=_8"), hovotime o @-systému (H-systému). Protoze libovolna antisy-
metrickd bilinearni forma existuje v prostorech se sudou dimenzi, s H-
systémy se setkdvame jen v R™. Je to pravé systém linearnich kanonickych
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soufadnic (g;, pi) ve fazovém prostoru R*, v nichz dany H-systém ma tvar
Hamiltonovych kanonickych rovnic ¢, =0H /dp,, p; =-0H /0q;.

Kromé¢ kanonického tripletu je dilezitym ptikladem @-systému model
vznikly superpozici tripletu popisujici kaskadni proces prenosu energie
v turbulentnim toku [5,6,7]. PiSeme

. 2 2
Vo = Po(vi — V),

Vo = (=D, 0, VaVa + D Pu(=D" .

Jj=12

(3.4)

kde je ad =(oy,,,...,0,), A =(,0,...;a, ), (A, ])=(0y,0,,....,, ]),

va =0 pro m>N. V systému soutfadnic v rovnice (3.4) pfipoustéji zavedeni
diagonalniho symetrizatoru

v, =(=2)"0F /v,

vnémz a = (o, Q,,...,q,, ) a charakteristicka funkce /" ma tvar

F=py,(=v)+ > > 2" =D, vavy -

m=23,.,N a=(o,0,,....a,,)
Snad se o tom presvéd¢ime, nebot

=2)" a—F =(=2)"2" (=™ DPoiVaVe T
ov -

a

+(=2)"2" Y (=D p Vi =V,

j=1,2

Je proto (3.4) @-systémem.
Povsimnéme si, ze systém typu (3.2) s kvadratickymi pravymi stranami
uréuje kvadratickou formu B(x) ve tvaru

F o

B = 2712 ox’ ox'

i,J

a to nezavisle na vybéru linearnich soufadnic v R". UvaZime-li soustavu
(3.4), mizeme psat

BWV)=pyvi+ Y > (pa—2pp Ve py.,=0.

1I<m<N  a=(ay,q,,...,00,)
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Systém (3.4) ma pozitivné definitni kvadraticky prvni integral E(v)=
=2"'(v; + Y _v2). K tomu poznamenejme, 7e¢ v systému soufadnic v,
existuje diagonalni symetrizator systému (3.4) a ve zvolenych soutadnicich
ve je kvadratickd forma B(v) pfevedena na formu diagondlniho tvaru
(matice takové formy je diagonalni) v Eukleidoveé prostoru se skalarnim
sou¢inem danym pozitivn¢ definitni kvadratickou formou E. Ukazuje se, ze
takovy soufadnicovy systém existuje pro libovolny G-systém s kvadra-
tickymi pravymi stranami a kvadratickym prvnim integralem.

Z pritomnosti nedegenerované bilinearni formy S(§, ) vyplyva, ze
existuje jediny vektor Si€ € R takovy, e pro viechna 7 € (R")" hodnota
(n, S1§) linearni formy 7 se na vektoru S;§ shoduje s S(§, 7). Analogicky
existuje jediny vektor S>np takovy, ze S(§,7m) = (& Sam) pro libovolné
e (RY. Lmearm operatory S; (j = 1,2) definuji izomorfismus linearnich
prostori (R")" a R” a proto se zde setkdvame s Jednoznacnym operatorem
ijl, inverznim k operatoru S;. Z bilinearni formy S na (R) dostaneme
bilinearni formu na R”, nebot’ s,(x,y)=(S;'x,y) je hodnota linearni
formy S x navektoruy € R". V prlpade @-symetrlzatoru mame S(§, n) =
=S(n, f) s1 =8, = s. V systému linearnich soutadnic (x X%, ..., x") na R"
a systému linearnich soufadnic (&, &, ..., &) na (R” ), je matice formy s
inverzni k matici S =(57); s =S™'. Jedna-li se o H-symetrizator S(§, 1) =
=-S(n, §), dostavame s, = —s,.

Ve fazovém prostoru R" @-systému s G-symetrizatorem je uréena
kvadraticka forma &(x) = 27's;(x, X) = 27's:(x, X). Ptredpokladejme, ze
charakteristicka funkce @-systému je homogenni funkci stupné (m + 1).
Tehdy méme d@/dt =s,(X,x) = (S, X, X), S(§,S,'%)=(§,%)=S(, AxF)
a to pro libovolné § € (R”)*. Protoze forma S je reguldrni, dostdvame
S,'x =V, F atedy

doe

(T, Fx0= ng—(erl)F (3.5)

J

piihlédneme-li k Eulerovu teorému o derivacich homogennich funkci. V pfti-
pad¢ kvadraticky nelinedrniho @-systému mame
_1do
3dt
Pii daném @-symetrizatoru S(§, ) = S(n, §), s matici ", & = 67,
muzeme urcit diferenciadlni operator nezavisle na volbé systému linearnich

(3.6)
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soufadnic (x', x%, ..., x") a nasledn& Laplaceiv operator A = Z@"j (0% /0ox").
ivJj

Systém nazyvame regularni, zachovava-li element fazového prostoru:

26)&’ /ox' =0 . Pro regularni @-systémy (se symetrizatorem (")) je cha-

rakteristickd funkce F harmonickou funkei pro operator A:

ox' , O°F
02252 G 67

ij
Vztahy (3.5) az (3.7) byly ziskdny Obuchovem [6]. V citované praci je

zaroven definovana bilinedrni operace v @-systému s danym &-symetriza-
torem S, ktera je analogickéd Poissonové zavorce hamiltonovskych systémi:

[K,F1(x)=(V K, X,)=Y (0K /ox")x}. .

Zde je x, vektorové pole urené pohybovymi rovnicemi systému a chara-
kteristickou funkci F, (§ x,) = S(§, V,F ) pro libovolné § € (R")". Plati
[K, F](x) = [F, K] (X) a je-li K prvnim integralem systému x,, pak je F
prvnim integralem systému X , tj.

0=(V,K,x;)=[K,F](X)=[F,K](x)=(V,F,X;).
Uved'me ptiklad disipativniho systému, ktery bude symetrizujicim po ne-

linearni zdméné proménnych. Je pfevzat z [6] a je spojovan se jménem
Volterrovym [10]. Lze ho napsat ve tvaru

dN . R
dt] =¢;N, + f; Zlaby.Nij ) 3.8)

kde jsou N; pocty jedincii v souboru j-tého vidu, & nenulové konstanty
charakterizujici rychlost zmény N, ﬁ]fl kladné konstanty a matice koefi-
cientll (ay) je antisymetrickou regularni matici (vektor &= (&1, €, ..., &) ma
komponenty s riznymi znaménky). Ackoliv rovnice (3.8) pivodné doznala
uplatnéni v biologii, Volterra upozornil na jeji analogii s rovnicemi klasické
mechaniky. Provedeme-li zdménu proménnych v; = In(N/g;), kde je (g1, 92,
..., @) jediny stacionarni bod systému (3.8), v némz g; # 0 (vSechna g; > 0),
1ze (3.8) ptepsat do tvaru

dv.
d—;:Z(ajs/ﬁfﬂs)(aG/ﬁvs); 3.9)
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G= Z B.q,(expv, —v, —1). Snadno se o tom presvéd¢ime, nebot’
k

v,=&,+ B auq,expy, =B a, (expy, —1)g,
k k

=>"(a, | B,BNOGIdv,).

Matice a = () je antisymetrickd a regularni. Odtud vyplyva, ze (3.9) je
H-systémem s hamiltonianem G (G(0) = 0) a ¢islo n je sudé. Zaroven je G
prvnim integralem systému (3.8). Vyrazy (3.8) a (3.9) mohou byt zapsany
ve tvaru Lagrangeova systému

dfa) a_,
de{ @, | ov,

s Lagrangeovou funkci L(V):2_1z&jkvj\'/k—G(V), kde je (a,) matice
j.k

inverzni k matici (a«, /B,p,) - Podle [6] je (3.8) pro n = 2 nejen H-systé-
mem, ale rovnéz @-systémem s charakteristickou funkci F =—g(expv; —
vi — 1) — g(expv, — v, — 1) a formou @ = v,v,.

Budiz v R" zadan @-systém se @-symetrizatorem S, charaketristickou
funkci F a pozitivné definitnim kvadratickym prvnim integralem E. Pak
existuje systém linearnich souradnic (xl, X, . x") v R" takovy, Ze kvadra-
ticka forma @ implikovana S ma diagonélni tvar £ =27"(x +x] +..+x.) .
V takovém soufadnicovém systému v R” ma @-systém diagonalni syme-
trizétor i, =@,(0F /dx,). Budiz F =) c¢,Xx* vytvatejici funkce, tedy
vytvarejici mnohoclen (a = (a;, a,..., a,) 12j€ soubor nezapornych celych
isel, x® =(x",x5*,...,x") a ca jsou konstanty). Protoze systém X, =
= ©,(0F /ox,) ma prvni integrdl £ = 27 (X! +x, +...+x), bude

0=E=) xx =y Ox,(0F/ox)=) (a,0),x",
J J a

kde (a,0)= Za 0, . Odtud dostavame, Ze ca se mohou lisit od nuly jen pro
j

a takova, ze (a, ©) =0.

Vyzvednéme zde skuteCnost, ze linearni prostor charakteristickych fun-
kei kvadraticky nelinedrniho @-systému s danym symetrizatorem X, =
=0,(0F/0x;) a kvadraticky pozitivnim prvnim integrilem FE=
=27'(x] +x; +...+x7) je generovan kubickymi formami F (i, j) = x/x, pro
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dvojice (i, j) takové, ze 26; + &, = 0, F(i, j, k) = xxpxx pro trojice (i, j, k)
takové, ze @+ @ + 6,=0.

Regularni kvadraticky nelinedrni @-systém s pozitivné definitnim kva-
dratickym prvnim integrdlem nazvéme @-systétmem hydrodynamického
typu. Charakteristicka funkce F* kvadraticky nelinearniho @-systému x, =
= @,(0F / 0x,) s prvnim integralem ma tvar

F= > ci, )FG, N+ D, cl,j.kFG,jk)- (3.10)

29,+0_/:0 9,-+0j+9,(:0

Podminka regularity Zaxl. /0x, =0 klade nasledujici omezeni na koefi-
cienty vyrazu (3.10):

0=) 0% /ox, =2 Y. Ocl,))x,.

26,+0,=0

Proto pro libovolné j bude Zc(z’ ,7) =0. Poznamenejme, ze v ptipadé zada-
ného kvadraticky nelinearniho @-systému x; =&, (0F /0x;) s prvnim inte-
gralem, E =27 (x] +x] +...+x) existuje systém linearnich soufadnic v R"
takovy, Ze tato forma E zachovava svij tvar, pohybové rovnice lze zapsat
opét jako vyraz pro x; a pro formu B dostdvame

B=2"")"(&x,/ox,)(0x,/ox,).

iL,J

Podminky soucasné redukce forem E, B, @ na soucet Ctvercii kladou
silnd omezeni na mozny tvar @-symetrizatoru. Vice o tom v [6].

Ptejdéme nyni k symetrizovanému H-systému s pozitivné definitnim
prvnim integralem E. Poté ve fazovém prostoru R*" H-systému existuje
systém kanonickych nelinearnich soutadnic, v némz pohybové rovnice maji
tvar systému Hamiltonovych rovnic ¢, =0F /dp,, p; =—0F/0q; a prvni
integral piSeme ve tvaru

E=2"Yw.(pi+q), ©,>0. (3.11)
J

Dtikaz tohoto tvrzeni je proveden v [6].

Podotknéme, Ze soubor (w;, w,, ..., w,) je jednoznacné urcen (s presnosti
az na permutace) H-symetrizatorem a formou E. Libovolny H-systém je
regularni. Proto je kvadraticky nelinedrni H-systém s pozitivné kvadra-
tickym prvnim integralem H-systémem hydrodynamického typu. Pro libo-
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volny takovy systém existuje ve fazovém prostoru R*" soubor linearnich
soufadnic, v nichz pohybové rovnice maji tvar Hamiltonovych kanonickych
rovnic, pro prvni integral plati (3.11) a charakteristicka kvadraticka forma

B= 2712((81.7/{ /apj)(apj /0p, )+ (20p, /aqj)(aqj /0p;)+

k.j
+(04, /0q,)(0q;/ q;))
pfechézi na soucet ¢tverct

B:2"lej(p]2.+qf.).
J

S ditkazem tohoto vyroku se mizeme seznamit opét v [6].

Vénujme nyni pozornost normalni formé hamiltonovskych systémii a for-
malnim prvnim integralim.

Budiz ve fazovém prostoru R* s kanonickymi soufadnicemi (g, p;)
zadan hamiltonovsky system ¢, =0F /0p,, p,=—0F/0q; s rovnovaznou
polohou v pocatku soutfadnicového systému a libovolnym hamiltonidnem F
s kvadratickou casti £, pro niZ mame

F, = 2'12aj(pf +q7).
7

Nebudeme predpokladat, Zze ¢; jsou kladné veli¢iny. Hamiltonian F nazvé-
me normalni formou podle Gustavsona [11], jestlize jeho normalni rozvoj
v nulovém bod¢

_ a,, b
F=F,+) c,z°v",
a,b

(z,=p,=iq;, v,=p,—iq,=%, a =(a1,a2,...,ban), b =(b1,b2;...£bn) :1 a;, a;
jsou soubory celych nezapornych &isel, z°v” =z"z3>..z"v/'v,>..v," | cap
jsou konstanty) obsahuje toliko soucet po dvojicich (a,b) takovy, ze . Podle
(a,b-a)=) a,(b,—a;)=0[6] existuje formalni _zmena kanonickych
proménnjch P, = p, = P(p.q). O, =g, = 0(p.q) . (P, 0, neobsahuji Eleny
prvého ftadu), zachovavajici tvar Hamiltonovych kanonickych rovnic
q;= OF /Op;, p,=-0F/0dq; a takova, ze v proménnych (P,Q) ma hamil-
tonian F tvar normalni Gustavsonovy formy.

Necht’ hamiltonidn F uvedeného tvaru ma normalni Gustavsonovu formu
a vSechny Ciselné vztahy mezi frekvencemi @ =(¢,,a,,...,,) jsou gene-

rovany h linedrné nezavislymi vztahy (m,,a) = Zm «@, =0. Poté ma dany
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systétm n-h linedrn¢ nezavislych kvadratickych integrala pohybu D =
= zdekEk s koeficienty d =(d,,d,,...,d,) spliujicimi podminku (m;, d) =
=0. V tomto piipad¢ F je integralem pohybu. Dokonce v pifipadé¢ zndmého
Hénonova a Heilesova hamiltonianu [12]

F=27"'(p}+p;+q +4; +2q]q, - (2/3)q3)

fady udavajici transformace k novym proménnym P, Q (v nichz ma F nor-
malni tvar) s velkou pravdépodobnosti viude v R"\0 diverguji. Pak oviem
ve vychozim systému soufadnic (q, p) je kvadraticky integral v promén-
nych Q, P dan toliko formalni fadou. Na druhé strané jsou vsak znamy
studie (citujeme podle [6]), podle nichz mnohé trajektorie systému s tako-
vym hamiltonidnem se chovaji tak, jako kdyby tento integral existoval.

3.2 Symetrizované komplexni systémy

Jsou to zejména interakce planetarnich vin a chovani soustav rezonan¢né
vazanych oscilatort, kde se setkdvame se symetrizovanymi systémy a s je-
jich komplexnim zobecnénim ve fazovém prostoru.

Systém obycejnych diferencialnich rovnic v oblasti U fazového prostoru
R*" nazvéme symetrizovanym komplexnim systémem v komplexnich li-
nearnich soufadnicich, (z', 22, ..., Z") jestliZe existuje analyticka charakteri-
stickda funkce F(z) v Uc C" (mnozina funkci F(Z), jejichz (parcialni)
derivace do n-tého Fadu vcetné jsou spojité v R") a regularni hermitovska
rriatice symetrizatoru T — (T*"y (T™ :ﬁ pro 1<n, A<n) takové, ze
plati

4 ="T"(0F l&z"). (3.12)

n

Poznamka 8: ptfipomenme si, ze i kdyz hladké funkce maji vSechny parcidlni derivace,
svymi vlastnostmi se podstatné 1isi od funkci analytickych, tj. takovych funkci, jez Ize
v kazdém bod¢ jejich defini¢niho oboru rozvinout v mocninnou fadu, kterd v n¢jakém okoli
tohoto bodu konverguje. Hladka funkce sice méd vSechny parcidlni derivace, z nichz
muzeme formaln€ sestrojit Taylorovu fadu, ale tato fada mize mit i nulovy polomér
konvergence nebo miize konvergovat k jiné funkci. Jeden z podstatnych rozdili mezi
hladkymi a analytickymi funkcemi spociva v tom, ze ma-li analyticka funkce f jedné
proménné definovana na otevieném intervalu / nulové hodnoty na né&jaké posloupnosti
bodt, ktera ma v [ hromadny bod, pak f je identicky rovna nule. Pro hladké funkce to
zdaleka neplati. Tento rozdil se ¢asto charakterizuje slovy, ze hladké funkce jsou "mékké",
zatimco analytické funkce jsou "tvrdé". Vzhledem k tvrdosti analytickych funkci nelze
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m o x:n

pomoci nich modelovat "mala vychyleni" ¢i "malé poruchy" riznych pfirodnich a technic-
kych soustav, které se v praxi ¢asto vyskytuji; hladké funkce jiz k tomu vhodné jsou [13].

Pii komplexni linearni zaméné souradnic w = AZ prechazi matice syme-
trizatoru T, na tvar T,, = AT A*. Odtud dostavame, ze pro symetrizované
komplexni systémy existuji soufadnice (w', w% ..., w") v C" takové, Ze

v nich systém m4 diagonalni symetrizator (s redlnymi @")
W' =@ (oF | ow™) (3.13)

s charakteristickou funkci stejnou jako v ptipadé (3.12).

Vsimnéme si zavérd, které plynou z existence symetrizovaného kom-
plexniho systému (3.13) a jeho charakteristické redlné analytické¢ funkce
Fi(w) =2ReF(w) . Dostavame

Wt L _ g QLD _ 5 OF :2*@‘(%+i%jf§,
ow’ ow’ ow’ op”  0Oq

kde w* = p* +ig” . Systém (3.13) tedy je @-systémem

. _ oF, . _ OF;

Jestlize za jeho hamiltonian zvolime funkci F>(w) = -2ImF(w), mame

vt XL QD) 5 00 gy %H% £,
ow'’ ow'’ ow’ 9 0q

wh=pt+iq?, (3.14)

pl:_z—lg/la_ﬁvi’ q'lzz—lgl%.

Odtud vyplyva, ze symetrizovany komplexni systém (3.13) je H-systémem
a mize byt zapsan ve tvaru Hamiltonovych rovnic. Uhrnem miizeme fici, ze
symetrizovany komplexni systém je GH-systémem; redlnym G-sytémem
a H-syst¢émem. K tomu dodejme, Ze pfi existenci jeho pozitivné definitniho
kvadratického integralu pohybu E v systému komplexnich linearnich sou-
fadnic (W', w%, ..., w") v C" ziskame vyjadfeni

E=2""(ww, +w,w, +...4+w,w,) (3.15)

a matice symetrizatoru je diagonalni:
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v. =0 —. 3.16
W] ]awj ( )

Podotknéme, ze linearni prostor charakteristickych funkei symetrizovaného
komplexniho systému s kvadratickou pravou stranou, symetrizatorem (3.16)
a pozitivné definitnim integralem pohybu (3.15) je generovan kubickou
formou F(k, j) = W,fwj pro takové dvojice (k, ), ze 20, + @;=0a F(m, [, h)
=w,wwy, pro trojici (m, [, h) ve dvojicich raznych c¢isel takovych, Ze
O, + O+ O, =0. Kvadraticky nelinedrni symetrizovany komplexni systém
s pozitivné definitnim prvnim integralem E je systémem hydrodynamického
typu, nebot’ libovolny symetrizovany komplexni systém je H-systémem
a tedy regularni. Jednodus$im systémem hydrodynamického typu (symetri-
zovanym komplexnim systémem) je systém v C* = R*:
z‘lzzgza—F, z‘zz—zzlzzz—a—F, (3.17)
0Oz, 0Oz,

kde F =225, Pozitivné definitni kvadraticky integral pohybu tohoto systé-
mu ma tvar E = |z;* + 27"z, A

Vénujme dale pozornost automorfismu dynamickych systéma na li-
nearnim fazovém prostoru. Automorfismem je linedrni zobrazeni fazového
prostoru, které zachovava dany systém. Mnozina vSech automorfismi
dynamického systému tvoii grupu s operaci soucinu linedrnich zobrazeni.
Systém (3.17) ma jednoparametrickou grupu automorfismt

z; > exp(—2i@)z, z, > exp(ig)z,

izomorfni grup€ U(1) = {exp(ip), 0 < ¢ <27} komplexnich ¢isel s modulem
jedna. Plati vSak i opacné tvrzeni: libovolny kvadraticky nelinearni systém
v R*s grupou U(1) - podgrupou grupy automorfismil s pozitivng definitnim
kvadratickym integralem pohybu E, ktery nema linearni prvni integraly (je
nedegenerovany), mize byt pieveden linearnim zobrazenim v R* na systém
(3.17). Podotknéme, Ze s grupou automorfismit U(1) se setkdvame ve fyzi-
kalnich systémech charakterizovanych axialni symetrii, zejména pak v uloze
o pohybu tekutiny v kruhovém kandlu.

NeZ pokro¢ime dale, vSimnéme si, Ze zdména w; =iz, wy =z (w; = p; +
+1ig;) prevadi (3.17) na hamiltonovsky systém s hamiltonianem Re(w,w3 ) =
=1Im(z,z;) = F. Dostdvame
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— 2 2— | —2
Vi =iw? =ia(gl_wz) LUATRATALY) =i(i+iine(—izlz§),
W ow, op,  Oq,

12— =2
Wy =227, = i, =i LMW i[O 5 O \Reizz?),
o, 0q,

ow,
p=—-0F/0q,, 4, = 0F /0p,, p,=—0F/0q,, ¢, =0F/0dp, .

Komplexnim tripletem nazyvame symetrizovany komplexni systém,
komplexni rozsifeni kanonického tripletu

21:—3223, 22233 1» 23:—2122’
zz,z) .  0(zzz) . 3(2,2,25) (3.18)
ST, L=, L=
aZl azz 623

Stale se ptidrzujice terminologie zavedené v [6] mUzeme fici, Ze (3.18) je
diive popsanym GH-systémem, tedy realnym @-systémem a H-systémem.
Po zdmémé proménnych wi=zi, wr=2z,, ws=z3 (w; = p; + ig;) pfechazi (3.18)
na hamiltonovsky systém s hamiltonianem F = Im(w,w,w;) :

o(w,w,w, — w,w,w;) ( 0 0 jF

le—W2W3= — =1 — +1—
ow, op, oq,
. or . _ oF
o 0q, @ op, ’
o = :8(WIWZW3—WIWZW3):i 0 o 0 F
’ o ow, op, oq, ,
b= ST (00 ),
’ o oW, op; 04,

Systém (3.18) ma dva nezavislé kvadratické prvni integraly E =
=27"(z,z, +22,2, +2,7,), S=(2Z —2z,Z,) a dale kubicky integral pohybu
F=1Im(z22z3). Systém (3.18) zlstava zachovan po transformaci (¢, jsou
realné konstanty)

z, > z;exp(ip), @+, +¢;=0.

Jestlize (¢, 9,,9:), =(9,—2¢,,0) a (¢,0,,9;), = (=9;,0,9,), grupa auto-
morfismi systému (3.18) obsahuje podgrupu U(1) x U(1), kde U(1)=
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= {exp ip}, tj. mnozina vSech nenulovych komplexnich ¢isel s modulem
jedna a s oby¢ejnym ndsobenim. Vezméme dale v uvahu tzv. regularni ope-
raci (akci) A(e1, @) grupy U(1) x U(1) = {exp ip, exp ip;} vytvoienou
linearnimi zobrazenimi prostoru R”, tedy reprezentaci této grupy s vlast-
nostmi popsanymi v [6]. S A(¢@), ¢2) se setkdvame pii analyze kvadra-
tickych nelinearnich systému v R".

Necht takovy systém v R® spliiuje nasledujici podminky:

1. Systém ma podgrupu své grupy automorfismi, izomorfni U(1) x
x U(1), regularné puisobici v R® izomorfismy daného systému;
2. Systém je regularni (nedegenerovany), nema tedy linedrni integraly;
3. Systém ma pozitivné definitni kvadraticky integral pohybu E.
Pak plati, Ze takovy systém mize byt preveden linearnimi zobrazenimi v R®
na systém, ktery je analogicky komplexnimu tripletu (3.18).
Proved'me zde diikaz tohoto tvrzeni, k ¢emuz nam napomuze vySe zavedena
operace A(@1, @2).

Bez Gjmy obecnosti l1ze zaménit E jeho stfedni hodnotou Ej branou ptes
operaci U(1) x U(1) v R®. Forma E, je invariantnim pozitivn¢ definitnim
kvadratickym integralem pohybu systému. Grupa U(1) x U(1) pisobi v R°®
ortogonalnimi zobrazenimi vzhledem k skalarnimu soucinu zadavajicimu
Ey. Prostor Ri miizeme piedstavit jako direktni soudet tfech dvojdimen-
zionalnich podprostort R’ @ R?, @ R>, invariantnich vi¢i operaci U(1) x U(1)
automorfismy daného systému a ve dvojicich ortogonalnich vici skalarnimu
soudinu zadavajicim Eo. V kazdém z téchto podprostord R’ zavedeme
komplexni soufadnice z, = p, +ig, (=1, 2, 3; E, =Y (x}+)})), piev-
déjici R? v jednodimenzionalni komplexni prostor le.. Operace A(@1, @)
grupy U(1)x U(1) v C*=C' @ C,®C'; automorfismy daného systému je
dana dvéma soubory (m;, m,, m3), (n, ny, n3) proménnych (celych cisel):
A(@1, @) prevadi (z1, 22, z3) v (exp (I(m1 1 + n1@2))z1, exp (I(ma @1 + ny@2))za,
exp (i(ms@; + n3@y))z3). Protoze operace A(¢i1, @) grupy U(1) x U(1) je
regularni, vektory (m;, m,, m3) a (n;, ny, n3) jsou linearn¢ nezavislé.
V soufadnicich (z), z», z3) 1ze pohybové rovnice uvazovaného systému za-
psat ve tvaru

: h — h— — h —
Zh :z(ajkzjzk +b,Z,Z, + ¢z 7)), (3.19)
J.k

kde 1<h,j,k<3, aj, =a,, b} =b,;. Rovnice (3.19) jsou invariantni viiéi

operaci A(@i, ¢,). Plati:
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afk =0, jestlize m; + m, —m, #0,nebo n, +n, —n, #0;
by =0, jestlize m, +m,+m, #0,nebo n, +n, +n, #0;
¢y =0, jestlize m, —m, —m, #0,nebo n, —n, —n, #0.
Uvedenymi udaji je popsana skutecnost, Ze existuje trojice celych Cisel (7, &, h),
1< j,k,h <3 takova, Ze plati jedna z nasledujicich podminek:
m;+m,—m,=0an +n—n,=0;
m;+m, +m,=0an +n +n,=0;
m;,—m,—m,=0an —n —n =0.
Uvazime-li regularitu operace A(¢;, @,), mezi sloupci matice s dvéma
radky (m,, my, ms3) a (ny, ny, n3) existuje praveé jeden linedrni vztah a kazdy

sloupec této matice je nenulovy. Po moznych zdménach né&kterych z; velici-
nami z, a precislovani proménnych se dostavame k jednomu ze vztahi

m +m,+my;=0an +n,+n,=0,

m +2m, =0 an +2n,=0.
S ptihlédnutim k prvému z téchto vztahti systém (3.19) nabyva tvaru
z=bz,Z,, 2, =b7z, z,=b7Z,. (3.20)

Povsimnéme si, ze do tiidy takovych systému patii komplexni triplet, vy-
stupujici v tloze o rezonancni interakci planetarnich vin. Tim je dikaz
proveden.

Dodejme, Ze forma E, =(z,z, +z,z, +z;z,) je integrdlem pohybu sys-
tému (3.20) a poté b +b,+b, =0 (vSechna b; #0). Po zdmén¢ promén-
nych w, =exp(ip;)z;, ¢ +@,+¢, =—argb, bude konstanta b, v (3.20)
realnd a kladné (b, = —(b, +b,)). Zamétime-li tentokrat pozornost ke druhé-
mu ze vztaht, systém (3.19) ptejde na

5 =bz2, 2,=b77,, ,=0; b +b,=0. (3.21)

Tento systém neni reguldrni - ma linearni integral z;. V podprostoru z3 =0
jsou systémy (3.21) a (3.17) ekvivalentni.

Zastavme se nyni u hamiltonovského systému » nelinearnich vazanych
oscilatord s hamiltonidnem
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H(p.q)= H,(p.q)+ H,(P.q) +... (3.22)

v oblasti DcR>, 0eD, p=(p,,Pyr0P,)> A=(4,,95-q,); H  je ho-

mogenni polynom stupné j v proménnych (p, q):

H,(p.q)=2"Y 0,(p}+q}), ©,>0.
J

Vlastni frekvence (@i, @, ..., @,) vyhovuji rezonan¢nimu vztahu fadu &£ > 0,
jestlize existuje soubor celych ¢&isel (ky, ko, ..., k,) takovy, ze plati

Zk_,—a’j =0, Z‘kj‘ =k.

Uvazme piipad, kde jedinym rezonanc¢nim vztahem tfetitho fadu mezi
frekvencemi (@, @), @s3) je relace w; =2w,. Tehdy existuje kanonicka
transformace P, = p, +Pj(p,q) , 0,=4, +Qj (p.9) (IN’ ,é neobsahuji line-
arni cleny), kterd zachovava tvar Hamiltonovych rovnic a takovéa, ze hamil-
tonian (3.22) nabyva tvaru

-1 - —2
H=2"Ywz7 =aRe(zz))+R(P,0),
j

kde z; = P, +1Q,, a je realna konstanta a R obsahuje toliko cleny s P, O a to
stupné nejméné Ctvrtého. Pro a # 0 je modelovym hamiltonidnem systému
oscilatori funkce

F,=2"®,(227z, + z,7,) +aRe(z,Z,) . (3.23)
Tato funkce popisuje systém dvou vazanych oscilatort ve fazovém prosto-
ru R*.
Jestlize s = oy + @, bude jedinym rezonanénim vztahem tietiho fadu mezi

veli¢inami (@, @, @), lze =zavést kanonické soufadnice P, Q
(z; =P, +1Q,) takové¢, Ze hamiltonian (3.22) ma tvar

H= 2712601.2121. +aRe(z,z,z,)+ R(P,Q).
J
Pokud a # 0, modelovy hamiltonian systému s takovou rezonanci mizeme
zapsat takto:

F, =2 (027 + 0,2,7, + 0,2,7;) +aRe(z,2,7,),
(3.24)
o, = 0, +0,.
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S hamiltonianem (3.24) spojujeme systém tii rezonancné vazanych osci-
latort.

Ptejdéme k systému s hamiltonianem (3.22) a kanonickymi soufadnicemi
Pj»qj (z; = p; +iq,) . Pak bude (0 =2 ®»)

s 2 . 2 . 3 . —
Z, =1z, +1az;, z, =1w,z, + 21az,z, .

Dalsi krok spociva v separaci v Case linearni ¢asti proménnych z;. Dosta-
vame

_ _. . _ _- . _- .- 2 . _ . —_—
u,=exp(-iwt)z;, u; =(-w;z;, + z,)exp(-iwt) , u, =iau, , u, =2auu, .
(3.25)

Jestlize nyni provedeme transformaci v, =iau,, v, = au,, rovnice (3.25) na-
byvaji tvaru (3.17), tj.

v =Vi, v, ==2V,. (3.26)

S piihlédnutim k zapisu w,=v, , w, =V, je (3.26) hamiltonovsky systém
s hamiltonianem F =Im(w,w}). S vyhodou zde zavedeme kanonické po-
1/2

2
for . . . _ _ . c 1y _A3/2
larni soutadnice p;, @;,: wj‘ =2p,, w, —‘wj‘exp(lgoj), vnichz F=2""p,

P, sin(2¢, —¢,) a pro rovnice (3.26) mame vyjadieni

p =9 5 o OF
' agoj’ ' op;
Tehdy
P =2"p" pycos2p, ) =2(2’ pp; — F*)".

Systém (3.26) ma pozitivni kvadraticky integral pohybu E =2p, + p,. Poté
p=%2 p(E-2p) —F)'"?, (3.27)

P =g—,§=2“2pf“pz sin(2p, — ) =27 p]'F ; (3.28)
1

@, =0, w,(0)=v,(0) je redlné.
Pro FF=0 z rovnice pro p, dostaneme

2 =i23/2,011/2(E—2,01) (3.29)
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a odtud po transformaci 2p, =r* (r = |w1| = |v1|) dospivame ke vztahu

7 =12(E—r2) (3.30)
a k obecnému feSeni

r(t) = £(a/2)tgha(t —t,) (3.31)

kde E=a’/4, a>0.

Podotknéme, ze faze ¢; se skokem méni od hodnoty 0 do © v bod¢ ¢ = ¢,
kde r(zp) =0. Znaménko v (3.31) volime tak, aby »(¢) nabyvalo kladnych
hodnot na useku, vnémz ¢, =0. Jestlize t >0, 2p, =7> > a’/4=E.

Dochazime k zavéru, ze v ptipadé F = 0 se veSkera energie systému v
asymptotickém rezimu ¢ — oo ,,pfeCerpava™ do prvniho oscilatoru a druhy
oscilator je asymptoticky v klidovém stavu — nedochazi k vyméné energie
mezi oscilatory. Po zavedeni novych proménnych y, £ 20, =(a’/4)y = Ey,
F =(a’/2)f rovnice (3.29) m4 tvar

y=zta(y(1-y) =4f")". (3.32)

Protoze rovnice (3.29) ma integral pohybu E=2p,+ p,, p»>0, bude
v (3.32) 0<y<1. Funkce y(1 —y)2 nabyvéd na useku 0<y<1 maxima
vbodé y=3" a jeho hodnota &ini 4.3, Je tedy patrné, ze |f| =377,
| F| =271332 3. Vyjdeme-li z hodnoty E=d/4 a polozime-li |F|=
= | Flmax, dojdeme ke vztahim y =0, p, =273"'a” =konst. Z (3.28) na-
lezneme, ze

2—13—3/2a3

2737
Proto v piipads | F | =| F |max, o1 =23 'a*=273"E, p=E-2p, =2.3"'E,
systém harmonicky osciluje s frekvenci danou vztahem (3.33) a s pomérem
energie prvniho a druhého oscilédtoru p; /p, = 1/2.

KdyZz nyni polozime O0<|F|<|F |max dojde k periodické vyméné
energie mezi oscilatory. Proménnd y se v Case 772 (T je perioda) zméni z
hodnoty yi( ) na ys( f), kde yi( f), y2( f) jsou feseni rovnice y(1 —y)> —4f% =
=0 v useku (0, 1); [F|=a’f/2, 0< y,(f)<3" < y,(f)<1.Z(3.32) dojde-
me ke vztahu

¢, =2 'signF’ =2.3"asignF = w. (3.33)
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T ) y2(f) dy
5=a 1 1 2_4/2)2° (3.34)
) (J’( —)’) - f )

kterym je déna poloviéni perioda vymény energie mezi komponentami
systému. Je ziejmé, ze integral (3.34) pro | f | — 0 monotonn¢ roste a k vy-
meén¢ energie mezi oscildtory dochazi aperiodicky pifi F=f =0, T=w
pro f=0. Za dobu 7/2 se energie prvniho oscilatoru zméni z hodnoty
(a’/4)y,(f) na hodnotu (a’/4)y,(f) a vyména energie je tim vétsi, ¢im
vice se blizi | f | nulové hodnoté (pii pevném FE). Pfihlédneme-li ke klad-
nému znaménku na pravé strané (3.32), pak integral

2p /E

_1 dy
1p) = 2 NI
(p)=a yl(jf) (1= y) —41%)

monotonné vzristd, méni-li se p, od 27 Ey,(f) do 27'Ey,(f). Lze tedy
definovat p,(¢) jako funkci inverzni k #(p,) pro 0<t<T7/2.Z (3.28) do-
stdvame, ze

P (=9 O)=F[ 37

atopro 0<t<T/2.
Piejdéme k systému s hamiltonidnem F5 ve tvaru (3.24). V kanonickych
proménnych p,, q, (z; = p; +ig;) pro dany systém mame rovnice

Z, =loz, +1a,z,z;,
zZ, =1w,z, +1a,z,z,, (3.35)

Z, =105z, +14,2,Z,.
Odtud (u; = exp(-iw;t)z;)
u, =1lauyu, , u, =1au,i,, U, =iauu,

a po transformaci v, =au,, v, =—ia,u;, v; =iau, dospivime ke komplex-
nimu tripletu
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v, =WV, 3.36
2 =V

Dalsi transformaci w, =v,, w, =v,, w, =v, pievedeme kanonicky triplet
(3.36) na Hamiltoniv systém s hamiltonidnem G =Im(w,w,w;). Po zave-
deni polarnich soufadnic p;, @, (2p,=w, P, w; :‘wf‘exp(igoj)) ma
(3.36) tvar Hamiltonovych rovnic s hamiltonidanem G =2"(p,p,p;)""
sin(@, — @, + ;) :

G G

AP (3.37)
op, 7 op,

pj =
Systém (3.37) ma integraly pohybu ve tvaru E, = p, +2p,+ p;,, S=p,— p;.
Je vyhodné prejit k integralim I, = p, +p, =2"(E,+S), L,=p,+p;, =
=2"'(E, - S). Tehdy z (3.37) dostavame
oG

P, =———=2"(p,p,p;)"* cos(p, — @, + ;) =
2T b, e L (3.38)

= i(23p1p2p3 _G2)1/2 — i(23([1 _pz)(lz _,02),02 _G2)1/2'

Budeme pifedpokladat, ze pro danou trajektorii je 0 </, < /,. V tomto piipa-
i 0<p@®)<l, 0<p, (<, 0<p(t)<I,. Funkce 2°(1,—p,)
(I, —p,)p, proménné p, nabyva svého maxima na intervalu 0< p, </,
v bodé

,03 =3_1(11 +1, _(112 -1, +[22))1/2-

Poté |G|12nax =2°(1, — py) ), — py)p; - Jestlize G =0, p, #0, mame moZnost
provést transformaci w;: w; = w;exp(—i¢;(0)), zachovavajici (3.36), nebot’
©2(0) = ¢1(0) + ¢3(0), kde w;=(0) a rovné€z v; = (0) jsou realné veliCiny.
V takovém piipad€é z rovnice komplexniho tripletu (3.36) dostavame, Ze

w; = (t) je redlnou funkci pro vSechna ¢ a rovnice (3.36) vedou ke kano-
nickému redlnému tripletu. Je-li | G | = | G |max, komponenty systému harmo-

ni-cky osciluji s frekvencemi @, =¢, =(2p})"'G, kde p =1,-p;, p; =

=1,-p;, p;) = konst a k vymeén¢ energie mezi komponentami nedochazi.
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Uvazme dale ptipad 0 <| G | <| G |max- Tehdy energie kazdého oscilatoru
se periodicky méni. Soutadnice p, nabyva hodnot od R (G) do R»(G), kde
Ry a R, jsou kofeny rovnice v intervalu (0, /;)

2RI, - R)Y(I,-R)-G*>=0

aplati 0<R < p) <R, <I,.V okamziku, kdy p, nabyva své maximalni
hodnoty R,(G), rovnéz p, a p, dosahuji svych maximalnich hodnot. Ze
zapisu (3.38) mame

7 RO

2 '[ ’ i 2N172 (3.39)
2 e @ U= p)L - p)p, -G

kde opét je 7/2 polovi¢ni periody oscilaci energie prislusnych komponent.
Pti danych 7;, I, funkce 7/2 monotonné roste pii | G| — 0. Pokud G =0,
I #1,, integral (3.39) nabyva koneéné hodnoty. Kdyz G=0 a [, =1,
integral v bod¢ p,=1; diverguje; pohyb je aperiodicky. Jestlize G=0
al, =1, systtm mlze vykazovat nestabilni rovnovazny stav p; = p, =0,
p, = py, @2=Xkonst. Pisobenim malych perturbaci takovy stav vyusti
v rezim charakterizovany pomalou periodickou vyménou energie mezi
oscilatory.

Je-1i splnéna podminka /; = I, trajektorie systému, pro ktery plati (3.39),
l1ze povazovat za trajektorie systému (3.26). Abychom se o tom ptesvédcili,
uvazme, Ze pii I, = I, mame |v, ()| =|v;(¢)|. Jestlize v po&atecnim Sasovém
okamziku plati p; = p3 =0, existuje posuv faze proménnych v; zachova-
vajici systém (3.36) takovy, ze v,(0)=v,(0)#0. Provedme transformaci
v, >V, v;ov. Kdyz v,(0)=v,(0), bude v,(f)=v;(f) a pod-prostor
zadany zépisem v, =v, je invariantnim podprostorem systému (3.36). Nyni
jiz posta¢i omezit rovnice (3.36) na podprostor v, =v, zaménou
v, =v; =2"%z, v, =2z, a dospivame k systému

s — 0% % . =2
z,=-2z2z,, z,=2% .
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4 SYSTEM)( S DVEMA KVADRATICKYMI
INTEGRALY

Systémy hydrodynamického typu, s nimiz se setkdvame pii studiu dvoj-
dimenzionalnich tokli, maji dva kvadratické integraly pohybu. Nasim
ukolem nyni je popis vSech systémt obycejnych diferencialnich rovnic
s polynomickymi pravymi stranami a dvéma kvadratickymi integraly
pohybu, z nichz jeden je pozitivné definitni [6].

Budiz v n-dimenziondlnim prostoru R" zadan systém rovnic

Xi = fi(xlaxza'--a Xn)’ I :1,2,...,n (41)

s polynomickymi pravymi stranami f; a kvadratickymi integraly F;, F,
takovymi, ze F; je pozitivné definitni a vlastni hodnoty formy F;, s ohledem
na skaldrni soucin zadany F; jsou po dvojicich od sebe rizné. Tehdy, kdyz
fi(X) jsou homogenni polynomy m-tého stupné, (4.1) Ize piepsat do tvaru

oF oF, OF oF
X =2"Y¢g | —L—2-—1 "2 pn(x), 4.2
i z |hk/[axh axk axk axhjp_,( ) ( )

kde j= (1, Jo, ..., Jn3) @ sCitame pies vSechny permutace (i, h, Kk, j) poradi
(1,2, ..., n), po¢inajice i; pj(x) jsou homogenni polynomy (m—2) stupné.
Pfi sudych permutacich souboru j polynom pj se neméni, pfi lichych naopak
zméni znaménko. Dale plati, Ze soustavu (4.2) mame moznost vyjadfit
1 takto:

F OF F OF
X = 27! [L& _ﬁﬂjpihk (x); (4.3)

bk L OX, OX,  OX, OX,
Py (X) jsou homogenni polynomy stupné (m-2), antisymetrické vici
permutaci trojice (i, h, K) (permutaci provadime na souboru indext i, h, k
a nikoliv na soustavé proménnych X, Xn, Xk). Dodejme, Ze v piipadé systému
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(4.1) kvadraticky nelinearniho s polynomy f,, nulté¢ho stupné, tyto poly-
nomy jsou antisymetrické, provedeme-li permutace indexu (i, h, k).

Systém (4.2) s pj(X) antisymetrickymi pfi permutaci provadéné v souboru
(1, J25 -+ Jn3) Ci systém (4.3) ma integraly pohybu F;, F,. Opacné tvrzeni
0 moznosti zapisu libovolného systému (4.1) s kvadratickymi integraly F,
a F, s polynomickymi pravymi stranami fi(x) ve tvaru (4.2) s polynomy
pj(x) je tieba dokazat.

Nejprve poznamenejme, ze pokud muze byt systém (4.1) vyjadien
vztahem (4.2) v systému line4rnich soufadnic (X, Xz, ..., Xn), poté tento
systém lze prevést na tvar (4.2) v libovolném dal$im systému nelinearnich
soutadnic v R". Proto dostavame, Ze v soufadnicich (X, Xy, ..., X,) formy F,
F, mizeme zapsat ve tvaru souctu ¢tverc

F1:2_IZXJ?’ F2=2_lzﬂ'jx]?3
] J

v némyZ jsou 4; ve dvojicich riizna. Viimnéme si, ze forma 2F; zaddva v R"
euklidovskou strukturu. Protoze formy F((x), (r=1, 2) jsou integraly pohybu
systému (4.1), vektorové pole x = z X;0/0X; je tetnym polem ploch hladin
funkce Fr, (d, F.,x)=0, kde d«Fr je gradient funkce F, pokladany za
vektor dudlniho prostoru. Nadale je tieba se uchylit k jazyku diferencialnich
forem (viz oddil 13).

Podminku (d, F,, x) =0, ktera nezavisi na vybéru euklidovské struktury

v R", vyjadiime ve tvaru

0=, F,x)dx, Adx, A..Andx, =d, F Aw,,

kde
w, =Y (-D7xdX;, dx; =dx AdX, ..AdXAdX, AadX,
d, F Arw, :Z:)'(j jFr dx, AdX, A AdX,.
X.

J
Diferenciélni (n-1)-forma w, je rovna nule pii vnéjSim vyndsobeni kazdou
oF,
z l-forem d, F, d, F,, kde d, F, =Z<9_er X;; vnéj$i vynasobeni dife-
j
rencialni k-formy w = Z:(pj (x)dx;, j=(1, J2, ..., jx) funkci dxFr definujeme

oF
OX

Co(x)dx Adx; =d, F Aw. Lze dokazat [14], ze pokud

zapisem z
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ma diferencialni k-forma polynomické koeficienty gj(x)a d, F, Aw =0 pro
r=1,2, pak w=d, F Ad, F, Ap, kde (k-2) — forma p miZe byt vybrana
jako forma s polynomickymi koeficienty. Nejen to, je-li ¢j(x) homogenni
polynom stupné ma d, F, Aw =0 pro r=1, 2, formu w lze vyjadrit ve
tvaru w =d, F, Ad, F, Ap, kde koeficienty (k—2) — formy p jsou homo-
genni polynomy stupné (m — 2). Specialné forma

w,=d, FArd,FAp=>

h,j,r

oF oF
(a—)(;&—):jpj(x)dxh Adx AdX.

Pravé odtud dostaneme vztah (4.2) pro systém (4.1).

Abychom se piesvédcili o tom, Ze systém (4.1) 1ze zapsat ve tvaru (4.2)
(dosavad jsme postupovali obracen¢), stac¢i dokazat toto tvrzeni: Necht
diferencialni k-forma w v R" je formou s koeficienty ve tvaru homogennich
polynomii m-tého stupné takova, ze d, F Aw=d, F,A=0. (Forma F; je
pozitivn€ definitni, F» ma ve dvojicich riizné vlastni hodnoty vzhledem k F;.
Miizeme predpokladat, 7 F =27 x,F,=2"> A4,X] a 4 jsou po
dvojicich rozdilnd). Tehdy diferencidlni formu w Ize =zapsat jako
w=d, F Ad, F, Ap, kde je p diferencialni (k—2) — forma s koeficienty
zadanymi homogennimi polynomy stupné (m —2). Dlkaz tohoto tvrzeni je
proveden v [6].
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5 KVADRATICKY NELINEARNI SYSTEMY
SE DVEMA INTEGRALY

Naznacili jsme, ze vztahem (4.2) 1ze popsat vSechny kvadraticky nelinearni
systémy v R" s dvéma nezavislymi kvadratickymi integraly F; a F, tako-
vymi, ze F; je pozitivné definitni a F, ma po dvojicich vzhledem k F; riizné
vlastni hodnoty. Pohybové rovnice libovolného takového kvadraticky neli-
nearniho systému mohou byt zapsany nasledovné:

| i [ OF OF, OF OF
X" :2—1 8I|I2...In 1 2 _ I 2 o 51
.ZZ.: (ax'z ox"  Ox® Ox" j P -1)

kde p; ; jsou konstanty.

Z (5.1) dostavame, 7e kvadraticky nelinearni systémy v R* se dvéma
nezavislymi kvadratickymi integraly maji rovnéz linearni prvni integral.
Tim, Ze poloZime n=4, mame

M =2—1Z€ijkl (aFl_ GFE _ 6F¢ aF?j p,, i=12,..,4
T ox! ox*  ox* ox!

a Z p.x' je linearni integral tohoto systému.

Pro n =5 rovnice (5.1) nabyvaji tvaru

G Al ium ( OF, OF,  OF OF, .
X' =2 %g (ax‘ o axi] P, i=0,1,...,4, (5.2)
kde ( pim) = —( Pim). Antisymetrickd matice P = (pim) je fadu nejvyse ¢tvrtého.

Ukazuje se, ze ze tiidy systému (5.2) s integraly F;, F, Ize afinng inva-
riantni operaci vyclenit podtiidu regularnich systémi takovych, ze
P2j = —Pj2 = 0 a systém (5.2) pro po3 = P13 = P14 = 0 pfechdzi na elementarni
blok kaskadniho systému se dvéma integraly F;, F,:
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X’ = p,, (4, - 4) X'X7,
X' =Py (A, —A,) XX = Pos (4, — A,) X*X°,
X2 = Py (A = Ay) XX+ Py (A = 4) XX+ py, (4, — 4,) XX,
X =—py (A, —4,) XX = po (4, —4,) X'X?,
Xt =p,, (4, —4,) X°x%;
Ai, 1=0, 2, ..., 4, jsou koeficienty kinematické vazkosti [6]. V tomto sy-

stému, popisujicim kaskadni proces pienosu energie v turbulentnim toku, je
F, integralem energie a F, integralem c¢tverce vorticity, tj. enstrofii.
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6 POHYBOVEROVNICE
n-DIMENZIONALNIHO TUHEHO TELESA
A SYMETRIZOVANE SYSTEMY

Zajimavou tfidou systémil hydrodynamického typu s vice integraly pohybu
jsou Eulerovy rovnice pro pohyb n-dimenzionalnich tuhych téles. Tyto
rovnice patii do jedné skupiny s kanonickym tripletem — pohybovymi rov-
nicemi trojdimenzionalniho tuhého tclesa, otacejiciho se kolem pevného
bodu. Plati dM/dr=[M, Q], kde M=1Q je moment hybnosti, / tenzor
setrvagnosti a Q whlova rychlost rotace tuhého t&lesa. Uhlové rychlosti ©
v eukleidovském trojdimenzionadlnim prostoru lze ztotoznit s antisymetric-
kymi maticemi 3. fadu. Vektorovy soucin [M, Q] odpovida komutatoru ma-
tic [M, Q] = MQ — QM. Vektor momentu hybnosti M v ortogonalni bazi os
setrvacnosti télesa piSeme ve tvaru M= AQ + QA, kde A =(a;) je diago-
nalni matice, (a;;) = a;>0. Eulerovy rovnice poté maji tvar

M=[MQ], (a+a,)%,=(a—-a,) ) xx,, (6.1)

k
Q=(x,), Q=-Q (Q je matice transponovana k matici ). Pro homo-
genni n-dimenziondlni elipsoid s poloosami (&, @, ..., &) je soubor (aj,
a, ..., a,) umémy (a,a;,...,c.). Elipsoid poklidime za maximalné ne-

izotropni: ¢; # ¢; pro i #j Rovnice (6.1) je invariantnim podsystémem v sy-
metrizovaném 6@ - systému:

(a,+a;)x, =(a,—a,)0F / Ox;,
F=3" inkxijﬁ, x. =0,

un

(6.2)

ik

zadanym na prostoru L, matic s nulovou hlavni diagonélou. Je-1i x;(t)) =
= —xji(to), poté (podle (6.2))

(ai +a_/)xg/ (to) = (ai _aj)zxjkxki(to) :_(aj _a[)zxikxkj(to)'
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Tak dostavame x,(¢,) = —x,(¢,) a prostor antisymetrickych matic je invari-

antnim podprostorem pro systém (6.2), na némz se systém (6.2) shoduje se

systémem (6.1). Protoze &*F/ 8x§. =0, systém (6.2) je regularni s pozi-

tivnim kvadratickym integralem FE =2"12(a1. +a j)x; . Proto je (6.2) &-

i<j
syst¢émem hydrodynamického typu. Samotné Eulerovy rovnice piedstavuji
systém hydrodynamického typu s integrdlem E, =27 (a, +a,)x,. Regu-
i<j

larita systemu (6.1) vyplyva z rovnosti 0x, /x, =0, nebot x; = 0.
Komplexni analogii (6.1), zobecnénou rovnici komplexniho tripletu, jsou

pohybové rovnice zobecnéného tuhého télesa s prostorem thlovych rych-

losti, antisymetrickych hermitovskych matic fadu n (x; = —x ;)

(a,+a;)x, =(qa —aj)inkxki; (6.3)
k

a; jsou realna a ve dvojicich rozdilnd. Na invariantnim podprostoru K,(C)
antisymetrickych hermitovskych matic s nulovymi prvky v hlavni diagonale
je systém (6.3) komplexnim rozsifenim Eulerovych rovnic (6.1). Pro n =3
ptechazi (6.3) na rovnice komplexniho tripletu. Tentyz systém je na K,(C)
invariantnim podsystémem v symetrizovaném komplexnim systému hydro-
dynamického typu, zadanym na prostoru L,(C) komplexnich matic fadu »
s nulovou hlavni diagonalou:

(a,+a,)%,=(a,—a,)0@/ox;, ®=3") x,x,x, (6.4)

ik

Systém (6.4) je regularni, nebot’ symetrizovany komplexni systém je H-sy-
stémem s pozitivnim integralem

E.= 2"12(@. +aj)xl.jx7.
i
Kdyz bude x, (1,) =—x,(t,), s piihlédnutim k (6.4) dostavame
(0 +a,) 5%, (1) = (= @)D 0,5, (1) = (@, =) D 2, %, (1),
k k
Odtud mame x,(z,)) = —x_ﬁ(to) a systém (6.3) na K,(C) je invariantnim pod-

systémem (6.4). Systém (6.3) na K,(C) je regularni, mé pozitivni integral
E,=2" Z(al. +a, )xi/.x: a je systémem hydrodynamického typu.

i<j
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7 PRVNI INTEGRALY SYSTEMU
EULEROVYCH ROVNIC

Eulerovy pohybové rovnice n-dimenzionalniho tuhého télesa, otacejiciho se
kolem pevného bodu, maji kromé integralt pohybu Tr(M*), 1 <k <n/2,
nezavislych na prostoru thlovych rychlosti a integralu energie £; =—4"Tr(M,
Q), jeste sérii prvnich integralli

L(Q)= Tr[ 3 AQAQ As-kj,

k=0,1,....s
kde s > 0 je celé ¢islo. Pro Q = (xy), x;; = —x;,

LS(Q)Z—Z?C; a,+a, (

i<j ai_aj

at-at ) (7.1)

! J

Tim, Ze plati

d
4 L(Q)= —2Z(af” - a‘;” ) X; Z XXy = —ZZ af”xﬁxjkx,{i =
k

i<j ijk
= —22 z a*! (%, X + X6, ) =0,
i j<k
Ly(Q) je integralem pohybu systému Eulerovych rovnic. Integraly L,(Q)
jsou zobecn&nim klasickych integralti £, a Tr(M?):
Ly(Q)=-> (a,+a,)x; =-2E,,
i<j
L(Q)=-)(a,+a,)’ x; =27 Tr(M").

i<j

Orbitou Oy momentu M nazyvame tfidu ekvivalence momentd, pie-
chazejicich v M pii ortogonalnich transformacich prostoru R": Om=
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= { gMg' ge SO(n)} . SO(n) je grupa rotaci n-dimenzionalniho Euklei-
dova prostoru, tedy konfiguraéniho prostoru n-dimenzionalniho tuhého
télesa upevnéného v bod¢. Lieovou algebrou této grupy je n-dimenzionalni
prostor thlovych rychlosti. V algebfe grupy G = SO(n) je komutator obycej-
nym vektorovym soucinem. Integraly L,(QQ) pro 0 <s <n —2, s # 1, nezacho-
vavaji konstantni hodnoty na Oy na rozdil od integralt Tr(Mzk). Orbita Om
je zad4na hodnotami integralti Tr(M*). Jestlize zapieme Eulerovy rovnice
ve tvaru

(1 2 2
E(M+§A )=[M+EA*.Q+EA|

s nezavislym komplexnim parametrem & mizeme se presvédCit, ze vyraz
Tr((M+§A2)k) je integralem pohybu Eulerovych rovnic s polynomickou
zavislosti na &€ C (k=2 je celé ¢islo) a C, stejné jako dfive, je mnoZzina
komplexnich &sel. Pak ovSem koeficient a;(M,A) pii &' v zapisu
Tr(M+EA?") (0<1<k-2) je integradlem Eulerovych rovnic s polyno-
mickou zévislosti na a; a také na elementech m;; matice M. Jelikoz matice M
je antisymetricka, M” = — M, mame

Tr(M+£A*)") = Tr((M+£A*))") = Tr((-M+ EA*)")

a ax (M, A) =0 pro licha £—[. Pfi daném £k je pocet nenulovych integralu,
ruznych od ag; = Tr(Mk), roven Cislu (k—1)/2. Celkovy pocet nenulovych
integralt pohybu a;«(M, A), lidicich se od Tr(M*), pro sudé n je 2
(I1+2+...+(m=-2)2=nn-2)4a2(1+2+...+ n-3)2)+(mn-1)2=
= (n— 1)*/4 pro liché n. Dimenze orbity O je pro témé&f libovolné M rovna
n(n—1)/2—[n/2]. Odtud dostavame, Zze na On pocCet integralti a;(M,A)
s nekonstantnimi hodnotami na Oy je roven jedné poloviné dimenze Ow.
Vratme se k integralim Ly(Q). Lze je zapsat ve tvaru linedrni kombinace
integrald a;»x (M, A) s koeficienty zavisejicimi na A, avSak nikoliv na Q:

L= > ¢,(Aa(Q), 0<s<n-2,

k=2,3,...,n
kde
ki (Q)=a,_, MA)Y= > (p+])Tr(A*MA*M)=
p+q=k-2
=2 > Tr(A*’MA*M),
p+q=k-2
a,(Q)=2" > a’a’mm,.
p+q=k-2 i A
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Podle (7.1) musi c(A) vyhovovat linearnim rovnicim

ZCS’,{ (a}*) —af(k_”) =a" —ajﬁ”. (7.2)
k=2,3,...n
Pro liché s feSenim (7.2) jsou ¢ , =1 pro ki =(s+3)/2 a ¢, =0 pro k#k;.
Dodejme, ze (7.2) a
Yl e, =a (7.3)

k=2.3,..n

jsou systémy ekvivalentni. V (7.3) je ¢, konstanta nezavisejici na i. VSi-
mnéme si, ze systém (7.3) mé protéjsek v tvrzeni o délitelnosti polynomu
G(A)=-1"+ ZCsk/iz(k"” +c¢,,  charakteristickym polynomem F(A)=
=det | AE — A | matice A:G(1) = g(A1)F(4) , kde je g(A) polynom stupné
n—2. Necht s je liché a G(1)=-1"" + z y,A’. Tehdy rovnice ys+1 =
j=0,1,..2n-2

=0 pro 2k#s, y+1 = —1 tvoii linearni systém tadu n — 1, kterému vyhovuji
koeficienty g(A4). Tento systém ma jediné feSeni, nebot odpovidajici
homogenni systém nabyva nulovych hodnot v bodech (ay, ay, ..., a,, —ai,
—ay, ..., —ay) a je tedy identicky roven nule.
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8 SIMPLEKTICKA STRUKTURA NA
ORBITACH, INVOLUCE INTEGRALU
A UPLNA INTEGRABILITA SYSTEMU
EULEROVYCH ROVNIC

Zatneme vykladem simplektické struktury na variets. Budiz M*" dife-
rencovatelna varieta dimenze 2n. Simplektickou strukturou na M*" nazvéme
uzavienou nedegenerovanou diferencidlni 2-formu (znacime ji zde w?) na
M dw’ = 0; pro vSechna &0 existuje 7 takové, ze wz(f, n)#0;
& n e TMy. Dvojice (M*", w?) se nazyva simplektickou varietou.

Pro ilustraci uvazme linearni prostor R* se soufadnicemi p;, ¢; a necht
w’ =Y dp, Adg,. Pak (R, w’) je simplekticka varieta a pro n = 1 dvojice
(R*, w?) je rovina (plocha).

Nasledujici piiklad objasiiuje pojem simplektické variety v dynamice
[13, 14]. Nejdtive si pfipomeiime pojem tzv. te¢ného bandlu. Oznaéme T,R"
mnozinu v8ech vazanych vektori na R" s po¢atkem v bodu a a nazvéme ji
teénym prostorem k R" vbodé a. Sjednoceni vSech te¢nych prostort
TR" = U T,R"=R"xR" nazvéme teény bandl prostoru R". Je to tedy

aeRr"
Ciselny prostor dimenze 2n, ktery ma ptirozenou strukturu diferencovatelné
variety. Bodem sjednoceni TR" je vektor §, teény k R” v libovolném bodé

a € R". Jestlize jsou (g1, q2, .., gx) lokalni soufadnice na varieté R" a (&,
&, ..., &) slozky teéného vektoru vtomto lokalnim soufadnicovém
systému, pak 2n Cisly (q1, g2, ..., qn, &1, &, ..., &) je uréen souiadnicovy

systém na 7 R”".

Budiz dale V diferencovatelna n-dimenzionalni varieta. Kotecnym vekto-
rem variety Vv jejim bod¢ @ nezvéme 1-formu v te¢ném prostoru variety
Vv bod¢ a. Mnozina vSech koteénych vektora variety V' v bod¢ a vytvati n-
dimenziondlni linedrni prostor dudlni k te€nému prostoru 7V,; oznaCme ho
T"V,. Sjednocenim viech kote¢nych prostori 7"V, variety V ve viech jejich
bodech ziskdme bandl dualni k bandlu TV, ktery ozna¢ime 7" V. Uvédomme
si, ze bod dudlniho bandlu 7"V je 1-forma v te¢ném prostoru variety V
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v jejim libovolném bod¢. Pfi zadaném souboru ¢; lokélnich soufadnic bodu
variety V o poctu n, takova 1-forma je zadana svymi n slozkami p; a 2n Cisel
pi» g i=1, 2, ..., n, urduje systém lokalnich soufadnic bodu T°V. Lze
dokézat [14], ze TV ma pfirozenou simplektickou strukturu. V zavedeném
soufadnicovém systému je tato struktura ddna vztahem

w’=dpardq=dp, Ardg, +dp, Adg, A+..+dp, Adg,.

Ditlezity ptipad piirozené struktury simplektické variety nam poskytuje
Lagrangeova mechanika systému s konfiguracni varietou V" a Lagrangeovou
funkci L. Snadno nahlédneme, Ze lagrangeovska zobecnéna rychlost q je

teCnym vektorem variety V' a hybnost p je kotecnym vektorem vedenym
k variet¢ V. Kotecny bandl konfiguracni variety V' je fazovy (p, q) prostor
lagrangeovské ulohy. Piihlédneme-li k pfedchozimu vyroku o simplektické
struktufe, dochazime k zavéru, ze fazovy prostor mechanického systému ma
piirozenou strukturu simplektické variety V. Mlzeme se presveédcit o tom,
ze Legendrova (dudlni) transformace nezévisi na volbé soutfadnicového
systému: tato transformace piifazuje funkci L: TV—>R' na te¢ném bandlu
funkci H: T*V—R' na kote¢ném bandlu.

Zastavme se jeSt¢ kratce u hamiltonovskych vektorovych poli. Rieman-
nova struktura na varieté¢ vytvari izomorfismus mezi prostory tecnych
vektorti a diferencidlnimi 1-formami. Podobny izomorfismus pfisuzujeme
rovnéz simplektické struktufe. Vyjdéme z nasledujici operace: Vektoru §
te¢nému v bod& x k simplektické varieté (M*", w?) piitadme diferencialni
1-formu wé na TM, zapisem wé (n) =w’(n, §)a to pro viechna neTM, .

Ozna¢me [ izomorfismus 7°My—> TMy a necht’ H je funkce na simplektické
variet¢ M*". Tehdy je dH diferencialni 1-forma na M, které odpovida
v kazdém bod¢ jisty tecny vektor k M. Tak dostadvame na M vektorové pole
IdH a toto pole nazyvame hamiltonovskym vektorovym polem a H
Hamiltonovou funkei. V piipads, kdy M =R* = {(p, q)}, dospivame
k poli fazové rychlosti Hamiltonovych kanonickych rovnic x =7 d H(x) <
< p=-0H/0q,q=0H/0op.

Vratme se k naSemu ptivodnimu zaméru, popsat simplektickou strukturu
na orbitdch Eulerova systému.

Budiz M moment hybnosti v pohybové rovnici M=[M,Q] n-dimen-
zionalniho tuhého télesa a On jeho orbita. Libovolny tecny vektor k orbité
Om vbodé¢ M piseme ve tvaru §{=[M, a], kde a je jistd antisymetricka
matice. Tvrdime, ze na Oy existuje simplekticka struktura dana nedegene-
rovanou uzavienou diferencidlni 2-formou w(§,§,). Podle [6] forma
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w(§,.8,)=-Tr(M[a,.a,]), kde § =[M.a, | aji zadana simplekticka struk-
tura byly poprvé pouzity v teorii reprezentace nilpotentnich Lieovych grup.
Na prostoru antisymetrickych matic so(n) je definovan nedegenerovany
skalarni soucin (a,B) =—Tr(aB). Hodnota formy w(§,§,)=(M,[a,,a,]) =
=($,$,)=—($,,9,), kde §;=[M.a,], nezavisi na tom, jak zvolime ; pii
zadaném §;. Protoze [a,,a,]=—{a,,q,], plati w(§;,§,)=-w(S,,§). Forma
w je nedegenerovana a tak pro libovolna §;#0 existuje a, € so(n) takové, ze

€,a,)=0a w(§,§,)=(,a,)=0. Nyni je tieba piihlédnout k obecnym
vlastnostem dynamickych systémii se symetrii [6]. Vime, Ze jednopara-
metricka grupa symetrii dynamického systému urcuje jeho prvni integral.
Charakterizuje-li systém grupa symetrii, setkdvame se s n¢kolika takovymi
integraly. Jejich hladiny vytvareji ve fAzovém prostoru systému invariantni
variety fazového toku, které podgrupa symetrii z tohoto prostoru tyto variety
,ponechava na misté“ (jejich polohy se ve fazovém prostoru nemeéni).
V mnoha pfipadech je mozno uvazovat o faktorové varieté invariantni
variety podle této grupy. V nasem piipad¢ je to orbita Owm, kterd je fa-
ktorovou varietou pisobeni ortogonalni grupy SO(n) na sebe levou translaci.
Proto je forma w uzaviena a zadava na Oy simplektickou strukturu.
Vektorové pole §, které je tenym polem orbity Om, nezveme hamilto-
novské, jestlize na Oy lokalné existuje funkce H (nazyvana hamiltonianem)
takova, Zze w(n,§) (X) =0, H (X), a to pro libovolnd XxeOwm a v bod¢ X te¢ny
vektor n korbit¢ Owm; (04H(x) je derivace H podle vektoru n).
Hamiltonovské vektorové pole § shamiltonianem H oznalime &y
Vsimnéme si toho, Ze forma w definuje Poissonovu zavorku pro funkce F,
F> na Ow: {F,F,}=0, \F =04 F, =w({.§;). Funkce F\ a F; jsou

v involuci, jestlize {F,F>} = 0.
Eulerova rovnice urcuje simplektické vektorové pole §z na Owm s ha-
miltonianem E=2"'(M,Q)=-2"Tr(MQ) = 212m (4 +4,)", ohrani-

¢enym na On kvadratickou formou s antlsymetrlckou matici M = (my).
Derivaci E podle vektoru n (je to matice, pro kterou n'=-n a n’ je matice

transponovand k matici n) dostavame (v maticovém tvaru)

0,E=" n,my(4+2,)" =-Tr(nQ) =N, Q).
i,j

Teény vektor n orbity Om v bodé M vyjadiime ve tvaru n = [M, a ] s matici
= —a. Eulerova rovnice definuje vektorové pole M=[M,Q], tetné k Ow.
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Z definice diferencidlni formy w vyplyvd, 7e w(n,M)= (M,[0,Q]) =
= ([M,a],Q) =N, Q)=0,E atedy M= ..

Bylo dokazano (citujeme podle [6], Ze pro integraly Ly(Q), Li(Q) na
kazdé orbit¢ Om dostdvame {L;L;} =0 a podminku {F,F>} =0 spliuji
rovnéZ integraly pohybu £, = Tr((M+ /fjAz)hj), kde 4; je celé kladné cislo
a & komplexni parametr. Odtud nahlédneme, Ze i integraly a;x(M,A)
Eulerovy rovnice vyhovuji této rovnosti a to na kazdé orbité Opn. Pro témet
libovolné M je pocet integralti a;; Eulerova systému nezavislych na orbité
Owm roven poloviné dimenze Opy. Protoze integraly a;; spliiuji podminku
involuce, Eulerovy rovnice (podle Liouvilleova teorému) jsou plné integra-
bilnim hamiltonovskym systémem na orbité Op.
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9 POH,YBOVEV ROVNICE ZOBECNENEHO
TUHEHO TELESAA JEJICH VZTAH
S ROVNICEMI HYDRODYNAMIKY

Konfiguracnim prostorem tuhého télesa otacejiciho se kolem pevného bodu
je grupa rotaci G = SO(3) trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru. Eulero-
vy rovnice takového télesa mohou byt zapsany jako rovnice tecného vektoru
ke geodetice levoinvariantni Riemannovy metriky na SO(3) (metrika je za-
dana kinetickou energii télesa). Eulerovu pohybovou rovnici dokonalé teku-
tiny taktéz mizeme chapat jako pohybovou rovnici po geodetice. Zobecné-
nym tuhym télesem rozumime systém s konfiguracnim prostorem — Lieovou
grupou — nulovou potencialni energii a kinetickou energii zadavajici levo (¢i
pravo) invariantni metriku na G, rovnajici se pozitivné definitni kvadratické
form¢ na Lieové¢ algebie g grupy G. Podle principu nejmensi akce k pohybu

zobecnéného tuhého télesa dochazi na geodetice této metriky na G.

Aplikace vztahl spojenych s kone¢nédimenzionalnim zobecnénym téle-
sem na oblast v hydrodynamice mohou nékdy poskytnout uzite¢né infor-
mace. Tak je tomu napiiklad v otdzkach prediktability pfenosu hmoty ji-
stymi dvojdimenzionalnimi hydrodynamickymi toky, kde se uplatni vztah
pro Gaussovu kiivost grupy G s jednostrannou invariantni metrikou. Je tfeba
mit na paméti, Ze srovnicemi hydrodynamiky jsou spojeny nekonec¢né-
dimenzionalni grupy transformaci a ne vSechny vlastnosti konecnédimen-
zionalnich zobecnénych tuhych téles maji redlné protéjsky v hydrodyna-
mice.

Je znamo, ze na konecnédimenziondlnich Lieovych grupach s jedno-
strann¢ invariantni metrikou je mozno geodetiky této metriky v Case
neomezeng prodluzovat na ob¢ strany (viz kap. 12). Méame-li na mysli pravé
feSeni Eulerovy pohybové rovnice dokonalé homogenni tekutiny v troj-
dimenziondlni oblasti D, lze ho, jak vime, interpretovat jako casovou
zavislost tecného vektoru geodetiky pravoinvariantni Riemannovy metriky
na grupé SDiffD zachovavajici objemy vzdjemné jednoznacnych zobrazeni
D — D, hladkych spolu s inverznimi zobrazenimi. Pfesnéji feceno, budiz n;
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geodeticka pravoinvariantni metrika v oblasti D a necht v, = (d/d?) n, je
vektor rychlosti podél geodetiky. Jestlize polozime Y =V:°N, > bude u,
vektorovym polem na D te¢nym k okraji 0D oblasti D a u, bude feSenim
Eulerovy rovnice ou,/ot+V,, =grad p,, divu, =0; u, je tecne k 0D a je
zadano pro ¢t =0. Veli¢ina p;: D — D je tlak tekutiny a V' znaci kovariantni
derivaci. Existuji divody predpokladat, ze pro typické hladké pocatecni pole
rychlosti v D existuje klasické feseni Eulerovy rovnice jen v konecném Case
(nezavislé na pocatecnich podminkéch), tj. téméf vSechny geodetiky na
grup¢ SDiffD nelze neomezené prodluzovat.

Necht je v R’ zadano hladké po&atedni pole rychlosti velkych méfitek, tj.
k perturbaci pole dochazi toliko u viri s métitkem ~[y. Tyto viry narusi
hierarchii vird s méfitky ,~2"lp. Doba pusobeni perturbace pienasené viry
o meftitku /, na viry s métitkem 7,4, je fadoveé rovna dobé ¢,~ I,/v,, kde je v,
typicky modul rozdilu rychlosti vbodech R’ od sebe vzdalenych I,.
Kinetickd energie virti s méfitkem /, (vztazend na jednotku hmotnosti) je

E :J-kk"” E(k)dk; E(k) vyjadfuje energetické spektrum a k, =/"'. Speci-

ficka rychlost pfenosu energie ve sméru od vird s méfitkem /, k virim
s méfitkem /4 ¢ini &, ~ E, /t, ~v. /1,. K perturbaci celé kaskady vird doj-
de v dase t, ”Ztn ~1,/v,. Pfedpokladejme, ze k pfenosu energie ve
spektru dochazi s konstantnim tokem ¢, = & Tehdy je splnén Kolmogo-
roviiv-Obuchoviv zakon, nebot plati v,~(el,)">, E~(e,)*?, tr~e" 1,7,
V ptipad¢ Eulerovy rovnice se nesetkdvame s intervalem disipace, ze hry
nejsou vylouCena vysoka vinova Cisla a ofekdvame, ze integral Ctverce
vorticity

Q= Tsz(k)dk~z K E,~e Y 1P~y (24)
0 n n

n

roste nade vSechny meze v Case, ktery je umérny #.. Proto je tfeba chapat
feSeni Eulerovy rovnice pro velka ¢ ve zobecnéném smyslu [6].

Pristupme k pohybovym rovnicim zobecnéného tézkého setrvacniku.
V mechanice tuhého télesa jim rozumime kazdé tuhé téleso, které¢ se mize
otacet kolem pevného bodu. Plisobi-li na tuhé téleso jen tize, je jeji moment

vvvvv

Vv w

a zavést moment tize vzhledem k nému. Takové téleso nazyvame tézkym
setrvanikem. Konfiguratnim prostorem zobecnéného tézkého setrvacniku
je libovolnd Lieova grupa a piirozenou hydrodynamickou interpretaci feSeni
jeho pohybovych rovnic jsou feseni Boussinesqovych rovnic, které hledame
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ve tfidé prostorové linearnich poli rychlosti ateploty. Boussinesqovy
rovnice pro konvekci v podstaté¢ jsou Navierovy-Stokesovy rovnice se
Clenem vztlakové sily. Zamétime-li pozornost na trojdimenzionalni oblast D
a na grupy SDiffD hladkych difeomorfismii zachovavajicich objemy, ana-
logii vytvareji Boussinesqovy pohybové rovnice nehomogenni dokonalé
nestlacitelné tekutiny v potencidlnim poli.

Zatimco v piipad¢ trojdimenziondlniho tézkého setrvacniku mame na
zieteli potencial @ sily tize a hustotu p(X) télesa, nyni, uvazujeme-li zobec-
nény tézky setrvacnik, je tfeba zadat v konfiguraénim prostoru télesa,
Lieové grupé, operaci f grupy G na jisté variet¢ N (napf. na linedrnim
prostoru RY), tedy zobrazeni © G x N — N, flg1, Aga, n)) = Ag122.n), kde g1,
2> € G, n € N. Dale m¢me objemovy element diz na N, invariantni vici f,
hladkou funkci @ na N-potenciél v prostoru a nezépornou funkci p(X) na N,
hustotu télesa. Mimoto na Lieovée algebie g Lieovy grupy G zaddme pozitiv-

né¢ definitni kvadratickou formu 7(¢&), &€ g, urcujici kinetickou energii
télesa. Budeme ptredpokladat, ze I p(X)du(x)=1. Potencidlni energii télesa
U (s hustotou p(x)), pifi potencidlu tize @ nazveme funkci na G:
U(g)= I P(X)D(f(g,X))d u(x). Jestlize vztdhneme thlovou rychlost k sou-
fadnicovému systému pevné spojenym s télesem, pak, je-li geG a g teény
vektor k G v g, pro tuto rychlost Q dostdvame Q(g,g)= (L .).g- Levou

translaci L : G — G prevadgjici heG do g 'h, je pievedeno g do te¢ného
prostoru k Gv jeji jednotce, tj. v g.

Poznadmka 9: rychlost otadeni g télesa je te¢ny vektor ke grupé v bodé g. Abychom
ziskali tthlovou rychlost W, je tieba pievést tento vektor do tecného prostoru ke grupé
v jednotce, tj. do algebry. Lze tak ucinit dvéma zplsoby: levou a pravou translaci.
Vysledkem téchto operaci jsou dva rizné vektory v algebfe; w, = Lg .geg,
w, =Rg g €8 Vprvém piipadé jde o ,,Ghlovou rychlost v télese“ (corps), v druhém
piipad€ o ,,ahlovou rychlost v prostoru® (space).

Pozndmka 10: budiz G redlnd Lieova grupa a g jeji Lieova algebra, tj. teCny prostor
grupy v jednotce s komutatorem [ , ]. Lieova grupa ptisobi na sebe levou a pravou translaci:
pro kazdy element g grupy G jsou definovany difeomorfismy grupy G do G takové, ze

L,:G—>G, Lh=gh R,:G—G, Rh=hg.
Indukovana zobrazeni te¢nych prostorti ozna¢ime

L,.:1TG, >TG,;R,.: TG, > TG

gh> hg

pro kazdé h z grupy G.
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Difeomorfismus Rg,ng nazyvame vnitini automorfismus grupy. Toto zobrazeni pone-

chava na misté jednotku grupy. Jeho derivace v jednotce je linearni zobrazeni algebry, tj.
te¢ného prostoru grupy v jednotce, na sebe.

Kinetickou energii t&lesa nazgvame funkci /* ve fizovém prostoru,
kvadraticky zavisejicina g:7*(g,g9) =T(Q(g,9)).

Jeji dvojnésobek udava levoinvariantni Riemannovu metriku na G.
Eulerova rovnice (pro thlovou rychlost v télese) zobecnéného tuhého télesa
je pohybovou rovnici po geodetice dané Riemannovy metriky. Operator
setrvacnosti, pfevadejici uhlovou rychlost na moment hybnosti (kineticky
moment) v soufadnicovém systému pevné spojenym s télesem, je symetri-
cky linearni operator / z algebry g Lieovy grupy G do konjugovaného pro-
storu g linearnich forem na g takovy, 7e (I§€)=2T(§). Pohybovymi
rovnicemi zobecnéného té¢zkého setrvacniku se nazyva Euleriiv-Lagrangetv
systém pro extremalu funkcionalu akce odpovidajiciho Lagrangeové funkci

A(g.9)=r"(g.9)-U(g), 9.1

tj. skutecné orbity zobecnéného tézkého setrvacniku v jeho konfiguratnim
prostoru jsou extremaly ¢asového integralu
b
F= jAdz_j(r ~U)d¢

4 4

mezi vSemi pripustnymi orbitami s tymiz krajnimi body.

Diive nez pokro¢ime dale, pfipomenime si zde pojmy adjungovana
(adjoint) a koadjungovana (coadjoint) reprezentace grupy (viz téz odst.
12.3). Budiz G redlna Lieova grupa a g jeji Lieova algebra. Adjungovana
reprezentace grupy G je zobrazeni grupy do prostoru linearnich operatori na
algebte: Ad(g) = Ad,, g € G. Ad, je homeomorfismus algebry, tj. Ad[§, N] =
=[Ad,¢, Adn], § a n jsou z g. Zobrazeni Ad je diferencovatelné. Uvazme
jeho derivaci v jednotce grupy. Tato derivace je linearni zobrazeni z algebry
do prostoru linearnich operatorti na algebte. PtisluSné zobrazeni oznacime
ad a jeho obraz pii plisobeni na element § jako ade. Je tedy adg endo-
morfismus algebry a plati ad = Ad«.: g—>End g, ad, = d/dt|t:0 Ad et je
jednoparametricka grupa s tecnym vektorem . V terminech jedné algebry
piSeme aden = [§, N, kde [, ] je komutator. Operator dudlni k operatoru Ad
zobrazuje teény prostor grupy v jeji jednotce do sebe. Znacime Ad g - g
a piSeme (Adg §.n) = (§,Ad,_n). Operatory Adg kde g probiha LlCOVLl gru-
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pu G, vytvati reprezentaci této grupy, tj. plati Ad,, =Ad,Ad, 4 hovotime
o koadjungované reprezentaci grupy. Tato reprezentace hraje dulezitou ulo-
hu ve vsech otazkach spojenych s (levo) invariantnimi metrikami na grup¢.
Poznamenejme, e ad; je linearni operator v dualnim prostoru k algebie g
a adg:g — g .Operator adg je sdruzeny s adg : (ad; N,§) =(N.ad; §) pro
vSechna n € g*, ¢ € g. N&kdy je vyhodné oznalit operaci ad” slozenymi
zédvorkami, které zna&i bilinearni funkei z gxg do g : ad;n:{g,n}, kde
§cg, neg. Tato bilinearni funkce je spojena s komutatorem v algebie
identitou ({&.n}.§)=(n.[§.§]).

Vratme se k pohybovym rovnicim zobecnéného tézkého setrvacniku a
povsimnéme si, jaké vektorové a skalarni veliCiny jsou definovany na orbité
g(?) tohoto télesa. Jsou to thlova rychlost Q(¢) v soufadnicovém systému
pevné spojenym s t€lesem, moment hybnosti M(f) = IQ(f) a potencial
o(x,t) = D(f(g(f),x)); ulohu vektoru momentu vnéjsich potencidlnich sil pi-
sobicich na trojdimenziondlni tézky gyroskop pfebird nyni funkce K (f)e g
(K,.§)=—[ p(x)(d, ¢, £.£)d u(x), kde § € g, /+§ je vektorové pole na N
jako infinitezimalni ¢ast akce f: (d/d¢) f(expe)|,_,. V piipadé trojdimen-
ziondlniho tézkého setrvacniku je K, vektor momentu vnéjsich sil ptsobi-
cich na téleso. Potencial ¢ splituje rovnici @(x,?)=(d, ¢, £.0(¢)), kde je

dx@ gradient ¢ v bod¢ x € N. Ukazeme, ze pohybové rovnice zobecnéného
tézkého setrvacniku s Lagrangeovou funkci (9.1) maji tvar

M(1)=ad, M(t) + K (9.2)

o(1)*

Pro ¢(t) = 0 prechazi rovnice (9.2) na Eulerovy rovnice pro pohyb zobec-
néného tuhého télesa.

Pfipometime si, Ze pro nas jsou Lieovy grupy vétsinou grupy matic. ReSeni funkcionalni
rovnice pro matice g (s+£) =g (s).g(¢) v jistém okoli ¢isla 0 je g(f) = expA(¢), kde A se
nazyva infinitezimalni matici. Pfitom

exp(Ar) = i(Am—t)'

m=0
a plati dg(#)/d(¢)|,—o=A. Oznacuje-li @ teény vektor v jednotce kiivky g(f), ziskame
jednoznaénou korespondenci @ <> A mezi algebrou g (G) a mnozinou vSech infinite-
zimalnich matic g'(G). Pkitom soucet a nasobeni skalarem se v této korespondenci zacho-
vava. Jesté dodejme, Ze vektoru [a, b] odpovida matice [A, B] = AB — BA.
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Orbita g(#) zobecnéného tuhého setrvacniku je zadana kiivkou g(z) v g: g(¥) = exp(As).
Pro A — 0 plati rozvoj Q =A+2"'[A,A]+O(A?). Snadno se o tom piesvédéime, nebot
expAexp(sQ) = exp(At+sA + O(£))expA expB=exp(A+ B +2' [A, B]+OA)+
O(B?)) pro matice A, B — 0. Odtud dostavame piedchozi vztah pro Q .

V proménnych a, @ pro g z dostate¢né malého okoli jednotky grupy G
lze Lagrangeovu funkci (9.1) zapsat ve tvaru 4(g,g) =L(a,a), r°(g,g) =
=T(a,a), U=U(a).Nutna podminka extrému funkcionalu L je vyjadfena
Eulerovou-Lagrangeovou rovnici (v soufadnicich a, a)

o),
dt\oa) oa

Poznamka 11: symbol O(#”) (p je pfirozené ¢islo), popisuje asymptotické chovani chyby
aproximace pro 2~—0. Plati-li

lim L% (j’) =C#0,

h0
piseme f(h) = O(K"). Tento fakt pak vystihuje vztah
f(h)=Ch” +O(h"*");
v rozvoji ' do mocnin % tedy chybi &leny 4°, A, ..., .
Polozme a(0)=0. Tehdy a(0)=Q. S pfihlédnutim k tomuto zapisu
a vztahu pro L(a,a) dojdeme k rovnici (L(a,a) je prvek g")

a—’?:a—T,z M-2"ad, M +0O(a*).
oa oa

Poté dostavame
iaL(—a.’a) o=M-2"ad, M.
dt oOa

Vypoctem gradientti 07/0a, oU/oa ziskame vztahy

OL _0T _oU
da oa oa’
@Lw =2"ad, M=2"ad, M,
a

261



|58l lo00] ovrepa o).
:IP(X)(dX @, f§)du(x)=—~(K,.$);

v poslednim zé&pisu uvazime defini¢ni vztah pro moment vnéjsich sil K,. Na
zéklad¢ zde napsanych formuli posléze dospivdme k pohybové rovnici
zobecnéného tuhého setrvacniku ve tvaru (9.2). Rovnice (9.2) plati pro
vSechna ¢ a nezavisi na predpokladu g(0) = e.

Jestlize vyjdeme ze soufadnicového systému pevné zvoleného v prostoru
a chceme-li v ném napsat rovnici (9.2), je tieba piejit od veli¢in spojenych
s tuhym télesem k veli¢indm vztaZenym na prostor. To Ize provést pomoci
koadjungované reprezentace Ad grupy G na g: Adga = gag ' proge G, a € g.
S operatorem Ad, na g je spojen konjugovany operator Ad" na g*. Budiz g(7)
orbita zobecnéného tézkého setrvacniku. V soufadnicovém systému pevné
zvolenym v prostoru pak jsou dany vektorové veliCiny: uhlova rychlost
v prostoru w(¢) = Adg(,).Q(t) moment hybnosti (kineticky moment) Vv pro-
storu m(¢t) = Ad M(t) hustota v prostoru R(x,t) = p(f (g '(t),x))amo-
ment vnéjsich sil'v prostoru Kk, Ad K Podle definice je

R(Xa t) = _(dx R(xat)a f;w(t))a
kde dxR(x, ?) je gradient funkce R(X, #). Rovnice (9.2) poté nabyva tvaru
m=k,. (9.3)

Hodnota momentu koeg pro € eg je dana integralem

(k,,§) == R0, @, £ du(x) = (Ad,  K,.§).

Ad © §,0(1) |, § € 9, vyplyvajici ze zapisu pro uhlovou rychlost V sou-

Edvozem vztahn (9.3) z (9.2) je uzitetna formule (d/dt)Ad (,)f
fadnicovém systému pevné spojenym s télesem. Poté bude

(1.§) = (m.§) =~ (AL, M.&)=-(M.Ad, )=
~(M,Ad_, O +(M[Ad,, €, Q(t)]) -
(M adjy,, M. Ad_ ()f):(K,’,,Adg,l(t)f):(Ad;,U)K’p,f):(kd,,f)
a formule (9.3) je dokézéna,
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Eulerovy-Lagrangeovy rovnice zobecnéného tézkého setrvacniku
zapsané v prostoru dudlnim k algebie g lze uvést v jazyku samotné algebry
g. Ktomu ndm poslouzi operator A T (G,) > T(G,) (A(G) je iner-
cidlnim operatorem) tedy 47 g —g. Vnasem prlpade je prostor dudlni
k algebie (tedy g ) prostorem momentl hybnosti. Vektor momentu hybnosti
lezi v kote¢ném prostoru ke grupé¢ G v bod¢ g a lze ho prevést do jednotky
grupy levou ¢i pravou translaci. Uvazujeme-li Eulertiv-Lagrangetv systém
na G s Lagrangeovou funkci A(g,g)=T(w)-U(g),w = Rg,l*g' €9,2€G,
piechazi (9.3) na

m=—ad, m+k,. (9.4)

Forma 27(w) definuje pravoinvariantni Reimannovu metriku na G.
Jestlize tedy kinetickd energie zobecnéného té€zkého setrvacniku zadava
pravoinvariantni Reimannovu metriku, pro m plati (9.4) a w spliiuje rovnici

W=-B(w,w)+ k(P),

kde je (§,m), skalarni soucin na g, dany kvadratickou formou 27(§),
(k(®).8). = (ko §); B(§, n) je element g takovy, ze (B(§,n).§), = (£.[n.€]), -

Poznamka 12: abychom se ptesvédcili, Zze 2T(w) urcuje na G pravoinvariantni metriku,
uvazme zapis W = Rg,l* g € g. Dale necht exp(w)g(?), g(f) € G, w € g, r<< 1 je pienos
odpovidajici pohybu g pfi elementarnim pootoceni tthlovou rychlosti w v case 7<< 1.
Funkce exp(wf) (w je infinitezimalni matice) tvoii jednoparametrickou grupu rotaci
s uhlovou rychlosti w. Jestlize g =(d/d7),_, exp(wr)g, je zfejmé, ze w ziskime z g
pravou translaci. Tvrzeni o tom, Ze kinetickd energie pohybujici se tekutiny uréuje také
pravoinvariantni Reimannovu metriku na grup€ difeomorfismi SDiffD proudové oblasti D
se dokazuje analogicky. Ukaze se, Ze pole rychlosti v se ziska z vektoru g te¢ného ke
grupé v g pravou translaci.
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10 POHYBOVE ROVNICE
n-DIMENZIONALNIHO TEZKEHO
SETRVACNIKU

Tézké n-dimenziondlni téleso je zvlastnim piipadem zobecnéného tézkého
setrvacniku s grupou G = SO(n) ortogondlnich pohybl s operaci G na
Eukleidové prostoru R” =N a s potencidlem @ ve sméru homogenniho pole
F na R": F=—grad® = konst. Gradient potencialu v soufadnicovém systému
pevné spojenym s télesem nezavisi na x: —grade(x, )=y (?), |y (1)| =
= konst | [6].

Necht' je téleso upevnéno vbodé 0 e R" Podle definice (K,,§)=
=— I pX)(d, ¢,f.&)dx, kde je dx objemovy element v Eukleidové prostoru
R" a § antisymetrickd matice, § € so(n). ProtoZze pro vektor f:§(x) dostava-
me f:§(x) = §-x, kde je § odpovidajici antisymetricky operator, bude

(K,.§) = [ OOy ().€- %), d x, (10.1)

kde je (x, y), skalarni sou¢in vektort v R". Pro libovolnou dvojici vektort
a, beR" linearni operator anb v R" je uréen hodnotami skalarniho
soucinu ((@ Ab)c,d), pro viechna ¢,d eR":

(a.d), (b.d),

(@nbe.d). =l ae), (bo),

V ortonormované bazi v R" jsou maticové prvky operatoru a A b zadany
vztahem (@A b),; =ab; —a;b,. Na algebie g = so(n) antisymetrickych matic

méame dan pozitivné definitni skalarni souc¢in (§,n) =2"'Tr(én) se sou-
¢inem matic §n, liSici se konstantnim faktorem od formy (§,n)=
= Tr(adsad,) = (n—1) Tr(§n) . Pomoci skalarniho soucinu (§,n) ztotoznime

264



gsg. Tehdy adf,fz—[n,f]:—ad”f, kde neg,§cg =g. Mizeme se

presvédcit, ze pro a,b eR" a § € g dostaneme
(a,€-b), =(anb,g). (10.2)
Z (102) vyplyva, ze (K,.§),=(y(®).§-p),=—<pry(®).§> kde

2%

() = g '()F(g(?)) je orbita na konfiguraénim prostoru SO(n). P¥i ztotoznéni
gag pomoci skalarniho souinu (€,n) bude K,=-p~ry()eg az(9.2)
nalezneme pohybovou rovnici n-dimenziondlniho tuhého setrvacniku
v homogennim poli F ve tvaru

M=[M,Q]+y()Ap, y(©)=-Q@)(). (10.3)

Rovnice (9.3) a vztah R(x,t)=—(d, R(x,t),F.,(¢)), s nimz jsme se setkali

v predchozim odstavci, pro odpovidajici veli¢iny v soufadnicovém systému
v prostoru nabyvaji formy

m=F AP(t), P(t)=w()P(?), (10.4)

A%

udava orbitu v SO(n).

Lagrangeova funkce n-dimenzionalniho tuhého télesa zlistava zachovana
pii ortogonalnich transformacich R”, zachovavajicich pole F. S pfihléd-
nutim k teorému Noetherové budou existovat integraly pohybu odpovidajici
jednoparametrickym podgrupam #4(s) < G, (h(s)F = F) transformaci konfi-
gura¢niho prostoru G, zachovavajicich Lagrangeovu funkci. V tomto pfipa-
dé Ize vyjadrit integraly v explicitnim tvaru. Je tfeba uvazit k F ortogonalni
vektory a, b vR", tedy (a,F),=(b,F),= 0 a poté vyraz definovany
predpisem (m, a A b), je integralem pohybu pfislusejici podgrupé rotaci R".
Jesté si povSimnéme, ze podle (10.4) (d,dt)(m,arb)=—P(t)AF,anb)
a z (10.2) dostavame, Ze (P(t)AF,anb)=(P(¢),(anb)-F), =0, nebot
s pfihlédnutim ke vztahu, jimz je dan vektorovy soucin ((@Ab)c,d),,
bude (anb)-F =0, jestlize (a,F),= (b,F),= 0.

Necht’ (e, €, ..., €,) je ortonormovana baze v R", e, = F/|F|. Tehdy
integraly (m,e, ne;) pro 2<i< j<n tvofi bazi v linedrnim prostoru,

vytvofeném integraly pohybu <m,a A b >. Dimenze podprostoru v g, ge-
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nerovan¢ho e, ne;,2<i< j<n, je(n—1)(n—2)2ajeo (n—1)mensinez
dimenze g, rovna n(n— 1)/2. V soufadnicovém systému pevné spojenym s t¢-
lesem, integraly <m,a A b > maji tvar <M,A(t)AB(f)> kde A=—-0A,
B=-0B. Systém (10.3) mé integraly pohybu E=2"'<M,Q>—(p,y),
(integral energie) a dale integral (y,y),. Pro n=3, rovnice (10.3) se
shoduji s Eulerovymi-Poissonovymi pohybovymi rovnicemi tézkého setr-
vacniku s jednotkovou hmotnosti. Integral pohybu <m,e, ne, > pron=3
znaci zachovani projekce kinetického momentu do sméru pole F.
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11 INTEGRACE KOMPLEXNi ANALOGIE
POHYBOVYCH ROVNIC
n-DIMENZIONALNIHO TEZKEHO
TELESA

Eulerova rovnice ve tvaru

dM

e [M,Q], (11.1)
vniz M a Q jsou komplexni matice snulovou hlavni diagonalou,
M=AQ + QA a kde A je diagonalni matice s prvky a;, je pfi realnych
antisymetrickych maticich Q pohybovou rovnici n-dimenzionalniho tuhého
télesa. Matice M(x), Q(x) jsou jednoznacné vyjadieny pomoci komplexniho
potencialu V(x) s nulovou hlavni diagonalou: Q =[A,V], M =[A%V]. Tim,
Ze se pii integraci jisté tiidy B-systému setkdvame s rovnici (11.1), nabizi se
moznost integrovat systém (11.1) zobecnénim integrace B-systému Vv troj-
dimenziondlnim prostoru; konkrétn¢ se jednd o rovnici geodetiky na troj-
dimenzionalnim anuloidu. VSimnéme si, Ze rovnice (11.1) mé tvar H-
systému (oddil. 3)

a,—a, OoF
. 1 J —
Xy = a_’ Xij =0,
a,+a; ox,
_ _n-1
Q=(x,), F=3"% xx,x,
i,j.k

s matici symetrizatoru, kterd je antisymetrickd a pfti rozdilnych dvojicich a;
je nedegenerovana.
Plati, Ze rovnice (11.1) mlze byt piepséna do tvaru
_ 2
M:[M_gAZ,Q_gA} (11.2)
dx

s komplexnim parametrem & ktera je ze tiidy staciondrnich rovnice typu
Kortewega de Vriesa v maticovém tvaru.
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Zastavme se u této rovnice a uved’'me si nékteré jeji vlastnosti. Uvodem
poznamenejme, ze ne vSechny prvni integraly rovnic klasické mechaniky
implikuje explicitni symetrie ulohy (napft. specifické integraly Keplerovy
ulohy ¢i ulohy o geodetikach na elipsoidu). V takovych ptipadech hovofime
o ,,skryté symetrii“ a zajimavy ptipad takové skryté symetrie poskytuje
pravé Kortewegova de Vriesova rovnice u, = 6uu, — iy, (indexy jako obvy-
kle pfedstavuji parcidlni derivace podle pfislusnych proménnych). Je to
nelinearni parcialni diferencialni rovnice, ktera se prvné objevila v teorii
melké vody. Posléze jsme se sni mohli setkat v fadé uloh matematické
fyziky, v€etné ulohy o pohybu zobecnéného tuhého télesa.

Pfi numerickych experimentech s touto rovnici byla zjisténa udivujici
vlastnost jejich feSeni s nulovymi okrajovymi podminkami v nekone¢nu:
tato feSeni se pro ¢— too ,rozpadaji“ na solitony. Slovo soliton je
v soucasné dob& pouzivano v riznych kontextech, tfeba zalozenych na
pojmu metody obracené¢ho rozptylu [15]. Nam zde postaci, kdyz fekneme,
ze solitony jsou vIny urcité formy, pohybujici se riznymi rychlostmi.

Vénujme pozornost nasledujicimu piikladu, pfevzatému z [14]. Abychom
dostali soliton pohybujici se rychlosti ¢, sta¢i do jmenované rovnice dosadit
vyraz u = g(x — ct). Dojdeme k rovnici ¢, =3¢’ +cp+d, kde d je parametr.
Je to Newtonova rovnice s kubickym potencidlem. Na fdzové roviné (¢, ,)

se u ni setkdvame s fdzovym portrétem typu sedla. Separatrisa vychézejici
ze sedla a do n¢ho se vracejici (v ném je ¢ =0) udava feSeni sméfujici
k nulovému bodu pro x — oo a toto feSeni je solitonem. Ttebaze pfi
»Srazkach® solitoni dochdzi k dosti slozitym nelinearnim interakcim,
z numerické analyzy vyplyvd, ze rozméry a rychlosti solitonii se neméni.
Tato skutecnost nachazi redlny protéjSek v zdkonech zachovani [14,15].
Uvazme Sturmiv-Liouvilletiv operator zavisejici na funkei u(x) L= — & +
u. Pak plati, ze Kortewegova de Vriesova rovnice je ekvivalentni rovnici
u, =[L,A], kde 4=40"—3(ud+0u). Disledkem tohoto teorému je nésle-
dujici tvrzeni: Operatory L jsou pro vSechna ¢ unitarné ekvivalentni a tak

kazdé z vlastnich ¢isel 4 Sturmuvy-Liouvilleovy tlohy Lf'= Af s nulovymi
podminkami v nekonec¢nu piedstavuje prvni integral Kortwegovy de Vrieso-

vy rovnice [14,15]. Tyto integraly maji tvar I, = J'PS (u,...,u)d x, kde Py je
polynom. Poznamenejme, Ze kazdy integral I urcuje ,,vy$s$i Kortewegovu
de Vriesovu rovnici® tvaru u, =Q,[u] , kde Q, =(d/dx)(51,/Su) je poly-
nom zavisejici na u, u',...,u”"". Integraly I jsou v involuci a jim odpovi-
dajici toky ve funkcionalnim prostoru komutuji. Explicitni tvary polynomi
P a QO jsou popsany v terminech feSeni pifimé a obracené tulohy teorie
rozptylu na potencialu u [14,15].
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Dtivod, pro¢ zde hovoiime o potencialu vychazi z moznosti zapsat
Koertewegovu de Vriesovu rovnici jako podminku integrability jiné¢ho
systému nelinedrnich rovnic ur¢ené¢ho parametrem ka (jakoby zndmym)
feSenim zkoumané rovnice. Snadno lze ovétit, ze spliuje-li f'(x, #) soustavu
rovnic fi. = (u(x, 1) — K)f, -f,=(403, -6ud, ~3u,) s, pak zpodminky
foe =[x plyne rovnice wutuy, — 6uu=0. Ukazuje se, Ze podminky
integrability l1ze charakterizovat téz pomoci tzv. Laxova paru operatori nebo
jako podminka nulové kiivosti jakési variety. Pro nds je zde podstatné
dalezit€jsi skutecnost, ze v druhé zuvedenych rovnic proménna ¢ (Cas)
vystupuje jako parametr. Tato rovnice je dobie znama jako Schrédingerova
bezcasova rovnice neboli Sturmtiv-Liouvilletv spektralni problém. Sou-
vislost Cauchyho tulohy s prvou zde napsanou rovnici tkvi v tom, ze feSeni
Kortewegovy de Vriesovy rovnice vystupuje v prvém zapisu jako ,,potencial
kvantové mechanického systému®. Fyzikdln¢ nanejvys dilezitd tloha je
urceni potencidlu u(x) (¢ je zde pouze parametr) z méfitelnych dat kvanto-
vého systému. Tato loha se nazyva obracenou tlohou rozptylu.

Nyni s pfihlédnutim k [6] jiz mUzeme obratit pozornost k staciondrni
rovnici typu Kortewega de Vrieseho zapsané v maticovém tvaru.

Ve stacionarnich maticovych rovnicich tohoto typu neznamou je poten-
cial, ktery zde ozna¢ime V(x), aby nedoslo k zamén¢ s rychlosti u. V(x)
nabyva hodnot v komplexnich maticich n-tého fadu s nulovou hlavni diagona-
lou. Budiz A pravé takova matice s po dvojicich rozdilnymi vlastnimi hod-
notami, Q = Qa = [A,V] — £A, kde ¢ je komplexni parametr. Reseni rovnice

dR _ R.Q,] (11.3)

dx
piSme ve tvaru formalni fady R =R, + cf"lRl + szz +... takové, ze Ry=B
je nezavisejici na x diagonalni komplexni matice s po dvojicich rozdilnymi
vlastnimi hodnotami b; - R; je polynom v neurcitych V, dV/dx,... , &'V
(s koeficienty ve tvaru racionalnich funkci diagonalnich prvkt matic A, B)
aplati Ri=0 pro V=0. Rovnice (11.3) je ekvivalentni nekonecnému
systému rovnic

dR,
_[RO’A] =0, HZ[RO’[A’VH_[RU A] =0,
iR : (11.4)
R _[R [AV]-[R,.A]
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Z (11.4) pro dRy/dx vyplyva, ze prvky matice R;; nelezici v hlavni diago-
nale jsou polynomy v neurcitych — prvku matic V, R;, dRy/dx. Snadno
nahlédneme, Ze formalni fada Tr((R(x)) ) nezaV151 na x. Standardmm
feSenim systému (11.4) nazvéme formalni (podle &) fadu R(x) VyhOVulel
(11.4), a takovou, ze pro k=1, 2, ..., n mame Tr((R(x))")= Tr(R}) =
= Tr(B"). Témito podminkami jsou uréeny diagonalni prvky matic R;. Na-
lezneme je z linearnich rovnic

TrR, =0, TrRR)=¢R,.R,..R,,),
: (11.5)
Tr(Rg*IRj) =¢,,(R,,R,..,R ).

Determinant matice koeficientt systému (11.5)

s s ceey

b b, .. b
I/n(blabb---abn):

', B, .., b
je determinant Vandermondiiv (b; = b;; jsou diagonalni prvky matice B). Pro
tento determinant plati

n-1 n
V,(b.by,b) = TT15 - b0)-

k=1 i=k+1

Vandermondiv determinant V), (b, by, ..., b,) se rovna nule pravé tehdy,
kdyz alespon dva z jeho prvki by, ba, ..., b, se sobé rovnaji. Cramerovo pra-
vidlo aplikované na feSeni systému linedrnich rovnic TrR; =0, Tr(RoR)) =
=ci(Ro, Ry, ..., Ry1), ... ndm umoznuje ziskat dopliujici vyjadieni pro
diagondlni prvky R; v zavislosti na prvcich matice Ri, Ry, ..., Ri.
Nyni si jiz feknéme, Ze stacionarni rovnici typu Kortewega de Vrieseho
rozumime zapis
[A.R,,]=0, (11.6)

kde Ry:1 =Ry:18 jsou koeficienty u f’(NH) standardniho feSeni systému
(11.4). Pokud potencial V(x) vyhovuje rovnici (11.6), plati

dR

—[R [A.V]]. (11.7)
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Mezi (11.7) a (11.6) plati vztah ekvivalence a mizeme polozit

dv d'Vv
F.IV,—,..., =0,
N( dx dej

kde Fy je matice sestavena z homogennich polynomu stupné N+1 (pocitame
s tim, Ze V a d/dx maji stupen jedna), s koeficienty racionalnimi v A a B.

K zapisu (11.6) dodejme: Rovnice f, =(u(x,t)-k>)f, —fi=
= (40> —6ud_—3u ) f lze zapsat téz ve tvaru Lf=Kkf, -f = Af, kde L, 4

jsou linearni operatory, pro které plati L =-0° +u(x,t), A=40]_ —6ud, —
—3u,. Rovnice Kortewegova de Vriesova je tak ekvivalentni podmince
L,=[L, A], ktera je téz ekvivalentni pozadavku nezavislosti vlastnich hodnot
operatori L na Case. Praveé rovnice [A,Ry+1] = 0 miiZze byt zapsana ve tvaru
komutatoru [Ly, A]=0, kde L,=d/dx+Q,=d/dx+[A,V]-ZA, A=

=Ay, =&V +&E 'R +..+R,, kde R;=R;p jsou koeficienty u & ve

standardnim feSeni systému (11.4). Platnost tohoto tvrzeni je ziejma, nebot
podminka [L4, 4] = 0 je ekvivalentni rovnici d4/dx = [4, [A,V] —¢A] a ta je
ekvivalentni rovnici [A, Ry1]=0. V [6] je zminka o tom, ze [Ly, A] =0
s operatory Ly a A polynomicky zavisejicimi na parametru ¢, se nazyvaji
Novikovovou reprezentaci rovnice [A, Ry+1] = 0.

Je na mist¢ zde fici, Zze diive uvedend stacionarni skaldrni ,,vyssi
Kortewegova de Vriesova rovnice™ pro téméi periodicky potencial u(x)
rovnéz pfipousti Novikovovu reprezentaci s maticemi druhého fadu

0 &-u
-1
fese-ni rovnice Lip=( —d*/dx* + u — &)p = 0 na ptimce, a 4, pro n-tou skalar-
ni Kortewegovu de Vriesovu rovnici je polynomicky (v téze bazi) vyjadieno
pomoci &, u, du/dx, ..., d*"u/dx™".

Rovnici (11.7) pro N=1 (s piihlédnutim k systému (11.4)) mizeme
zapsat ve tvaru

[d/dx +Q, 4,]=0, kde Q, = v odpovidajici bazi v prostoru

dR, =[R,.[A.V]]=[R,,A]=0, [R,.A]=0,

dx
dR, (11.8)
p =[R,.[A.V]].

Snadno se piesvéd¢ime, ze diagonalni prvky matice R; jsou nulové, nebot’
systém (11.5) proj = 1 ma pravé strany rovné nule.
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Poznamka 13: Novikovy studie Kortewegovy de Vriesovy rovnice s periodickymi
okrajovymi podminkami vedly k zajimavé tfidé pln¢ integrabilnich systému s kone¢nym
poctem stupiii volnosti. Naznac¢ime zde, alespon v hrubych rysech cestu, po niz k takovym
systémim dospéjeme. Vyjdeme z jakékoliv koneéné linearni kombinace prvnich integralt
Kortewegovy de Vriesovy rovnice [ = ZC.[ -a necht' ¢y=1. Ukazuje se, Ze mnozina

1 n—-i
stacionarnich bodii toku s hamiltonidnem / je ve funkcionalnim prostoru invariantni vici
fazovému toku s hamiltonianem I, jmenovité vici fazovému toku rovnice u; = 6uu, — uy,,.

Na druhé stran€ tyto staciondrni body uréime z rovnice

i[ﬂjzo, éiﬁ:O.
dx \ ou ou

Posledni zapis ptedstavuje Eulerovu-Lagrangeovu rovnici pro funkcional /-d/ . Je to
rovnice 2n-t€ho fadu a muze byt zapsdna jako systém Hamiltonovych rovnic v 2n-
dimenzionalnim Euklidové prostoru. Ziskany hamiltonovsky systém s n stupni volnosti ma
n integralll vinvoluci a je pln¢ integrabilni v soufadnicich akce-uhel. Tak dojdeme ke
kone¢nédimenziondlni soustavé partikuldrnich feSeni Kortewegovy de Vriesovy rovnice,
zévisejicich na 3n+1 parametrech (2n fazovych soufadnicich a jesté n+1 parametrech ¢y, ¢,
..., Cp; d). Tato feseni, jak ukadzal Novikov, maji pozoruhodné vlastnosti. Napiiklad
v periodické uloze vedou na funkce u(x), pro néz linearni diferencialni rovnice
s periodickymi koeficienty —X, +u(x)X = A.X ma kone¢n¢ mnoho zon parametrické rezo-
nance na ose A. (Jestlize parametry systému periodicky zaviseji na Case, jeho rovnovazna
poloha mize byt nestabilni a to dokonce tehdy, je-li stabilni pii kazdé pevné zvolené
hodnoté parametru. Diky takové nestabilit¢ miizeme rozhoupat houpacku).

Vratme se k systému (11.8). Z podminky [Ro,A] = 0 plyne, ze [Ro,[A,V]] =
=—[A, [V, Ro]] a pak na zaklad¢ (11.8) mame —[A, [V, R¢]] =[R;, A] =—
—[A,R;]. Protoze matice R; a [V,R¢] = [V,B] maji nulové hlavni diagonaly,
bude R;=[V, Ry]. Kdyz nyni polozime Q=[AV], M=-R;=[Ry,V],
z (11.8) dostaneme, ze

dM

—=|MQ]. 11.9

dx [ ] ( )
Nediagonalni prvky matice M= (m;) budou vyjadieny pomoci prvki
Q=(x;):m; =[(b-b, )/(ai —a)lx,;. Jestlize totiz Ry=B= A’, bude

m; = (a; + aj)x;;, M=AQ+QA. Pokud v pocatku X, matice M a Q jsou
antisymetrické, pak tyto matice si tuto vlastnost zachovaji pro vSechna Xx.
Pro diagonalni matici A, zadavajici operator (tenzor) setrvacnosti n-dimen-
zionalniho tuhého télesa, pro B = A% systém (11.7) se na invariantnim pod-
prostoru antisymetrickych matic shoduje s Eulerovymi rovnicemi (11.9) pro
pohyb n-dimenzionalniho tuhého télesa.
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V souvislosti s Eulerovou rovnici podotknéme, ze pro N=1 rovnice
dA/dx=[AQ,]=[A[AV]-EA] pii volb¢ B=A’, M=[BV],
Q =[A,V] piechazi na tvar

d 2 2

a(gA ~M)=[£A’-M,Q-¢A]. (11.10)
Ze zapisu (11.10) rovnice pro [M,Q] vyplyva existence souboru integrala
pohybu a;; a uplna integrabilita pohybovych rovnic n-dimenziondlniho tu-

hého télesa — hamiltonovského systému na orbitach koadjungované repre-
zentace ortogonalni grupy SO(n).
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12 GEODETIKY NA RIEMANNOVYCH
VARIETACH

Ptejdéme nyni od pohybovych rovnic n-dimenzionalniho tuhého télesa
k proudéni dokonalé¢ (nestlacitelné, nevazké) tekutiny v oblasti D. Jejimu
pohybu odpovidaji difeomorfismy, tvofici grupu difeomorfismt SDiffD,
zachovavajicich element objemu oblasti D. Lieovu algebru g pfisluSejici
grupé SDiffD zadédvaji nedivergentni vektorova pole te¢nd k okraji 0D
(pokud 0D # ). Skalarni sou¢in dvou prvkl vy, v, této algebry definujeme
zapisem (VI,V2>=I(V1,V2)dX, kde je ( , ) skalarni soucin udavajici
D

Riemannovu metriku na D a dx zna¢i Riemannuv element, indukovany
touto metrikou.

Ukéazeme, ze kinetickd energie pohybujici se tekutiny — Riemannova
metrika na grupé difeomorfisma SDiffD — je pravoinvariantni. Ozna¢me g;
difeomorfismus spojeny s pohybem tekutiny po dobu ¢, jejiz rychlost je dana
v tomto Case vektorovym polem v. Tehdy v Case 7+ 7 (7 je malé veli¢ina)
pfipadd v uvahu difeomorfismus exp(v7)g;, kde exp(vr) je jednopara-
metricka grupa s vektorem rychlosti v, tj. fazovy tok zadany polem
v diferencialni rovnice. Protoze pole rychlosti v ziskame z vektoru g tec-
ného ke grupé v bod¢ g pravou translaci, rovnéz kineticka energie tekutiny
je pravoinvariantni. Pfi jednotkové hustoté je tato energie urena vztahem
T=(12)<v, v>.

Vztah mezi geodetikou (jeji definici zahy uvedeme) a hydrodynamikou
1ze popsat nasledovné. Necht’ geodetika n;, je prvkem grupy SDiffD Reiman-
novy variety s pravoinvariantni metrikou. Necht' v, = (d/d¢) n, je rychlost.
Polozme u,=v, on'. Je tedy u, vektorové pole na varietd M, tené
k jejimu okraji OM. Lze ukézat, ze teSeni U, vyhovuje klasické Euleroveé
hydrodynamické rovnici pro dokonalou nestlacitelnou tekutinu (U, je zadano
pro ¢t =0):
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ou
ot

-+ V,u, = grad p,
divu, =0.

V této rovnici je V kovariantni derivace pole u, podle u, a funkce p:
M — R' udava tlak.

Necht' M je uzaviend dvojdimenzionélni orientovana hladké varieta vlo-
7ena do R’ a opatfena metrikou gij» indukovanou z R’. Necht' x', x* jsou
lokalni soufadnice v néjakém okoli bodu z M. Je-li ' kontravariantni slozka
nedivergentniho vektorového pole na M, pak pro kovariantni derivaci u
podle u, kterou oznac¢ime V U, dostavame

. . o
(V,u) =u'Vu =u (§+F;ku’j ,

kde je

-
ij :ZI:E(ajgkz +ajgjl _algjk)g]

a (¢"") je matice inverzni k matici (gij)- Je-1i u vektorové polena M, ueTM ,
pak pro kovariantni derivaci mame

2
V,u= V%—UX rot, u,
V = grad.
Je-li M jednotkova kulova plocha S* ota&ejici se s thlovou rychlosti w, pak
Eulerova rovnice na M ma tvar
uZ
8tu+V7—uxrotnu+ n/xu =grad p,
divu =0,

kde / = 2wsing je Coriolistiv parametr (4, ¢ jsou zeméepisna délka a Sitka),
n je vndjsi normala k M =S’. Za piitomnosti vazkosti v dochazime
k Navierové-Stokesove rovnici v kovariantnim tvaru

2
u
ou+V——uxrot,U+nlxu+vrotrot, U =grad p,
2

divu =0.
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Tato rovnice (v ponc¢kud nestandardnim tvaru) je dobfe zndma v dyna-
mické meteorologii a je jednou z jednodussich rovnic popisujicich velkome-
fitkovou dynamiku barotropni atmosféry na rotujici kulové plose. Jsou dany
funkciondlni prostory, v nichZ ma dynamicky systém generovany Naviero-
vou-Stokesovou rovnici globalni atraktor.

Nyni jiz obratme pozornost na rovnici geodetiky. S vyhodou pfitom po-
uzivame Christoffelovy symboly prvniho a druhého druhu, tj. symboly

1 Og, Og og
ki I il ml km
[ ,m] [ ox" * ox* * ox' ]’

[ e

kde s¢itame podle m. V poslednim vztahu je g™ = g™ (x', X%, ..., ") kontra-
variantni tenzor 2. fadu. Poté pro geodetiku dostavame rovnici
r
X = Wi =0,
k 1 (12.1)

r=12,..,n.

Tato rovnice reprezentuje kvazilinedrni systém diferencidlnich rovnic pro
funkce x'(1). Parametr A je afinnim invariantem geodetiky. Na Riemannové
varieté za A mizeme vybrat délku oblouku kiivky.

Povsimnéme si, ze v kartézském soufadnicovém systému, v némz jsou

vSechna {k] l} identicky rovna nule, se rovnice geodetiky redukuje na tvar

X =0. Soufadnice x; jsou tedy linearnimi funkcemi A, tj. dostdvame para-
metrické rovnice pfimky v Eukleidové prostoru. Zatimco v Eukleidové geo-
metrii mohou byt libovolné dva body spojeny tisekem piimky, na Rieman-
nov¢ variet¢ ulohu piimky pfebird geodetika. Prikladem geodetik na
dvojdimenziondlni varieté jsou oblouky hlavnich kruznic na plose kulové.

Dale vezméme v uvahu nasledujici ulohu. Budiz déna hladké ktivka C na
Reimannové varieté M. Necht' C lezi na jedné soufadnicové map¢ variety M
a je na ni popsana parametricky vyjadienymi rovnicemi x/(1), j =1, 2, ..., n;
0 < A < 1. Hledejme funkci x/(1) takovou, Ze

jéj — _{k-] l}xk)-cl’

0<A<Lj=12..n
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Piedpokladejme, Ze x/(0) a x/ (1) jsou znamé funkce. Whitehead [16, 17]
dokézal, ze plati: Libovolny bod 4€M ma okoli U takové, ze pro libovolné
dva body Bj, B,eU se soufadnicemi x’ (0) a x/ (1), j=1, 2, ..., n, existuje
jedina geodetika spojujici By a B, a cela lezici v U.

Dusledky tohoto teorému lze zformulovat do vét:

Véta 1. Jestlize je kiivka x/ (1) spojita pro a < A < b a vyhovuje rovnici
geodetiky (12.1) pro a < A < b, pak tato kifivka vyhovuje této rovnici rovnéz
proA=aald=b;

Véta 2. Jestlize feSeni uvazované ,,dvojbodové ulohy* v uvedeném
Whiteheadové teorému zapiSeme ve tvaru x/ (4, Bi, By), poté pro libovolné
A € <0, 1> funkce x/ (4, By, B,) spojité zavisi na soutadnicich x/ (0) a x’ (1)
pocatecniho a koncového bodu B a B;.

Pro Riemannovy variety lze dokazat, 7e¢ pokud vyhovuje kiivka x/(1)
rovnici geodetiky pro a <A <b a lezi v kompaktni oblasti variety, existuji
limity x/(1) pro A—>a a A— b a plati: Pokud je kfivka x/ =x’(A)
geodetikou pro a < A <b a je spojitou kiivkou pro a < A < b, lze geodetiku
prodlouzit o jistou hodnotu A>b a také o jistou hodnotu A <a. Jestlize
rozumime geodetikou (na rozdil od useku geodetiky) feSeni rovnice
geodetiky, prodlouzené nakolik je to mozné ptes nékolik map, mizeme fici,
ze pro Riemannovy variety (rovnéz pro pseudoRiemannovy variety) nemu-
ze mit geodetika na varieté svlij pocatek, ani konec. To vSak neznamena, ze
pro geodetiku 4 — too a ze geodetika nemiize mit pocatek ¢i konec
v né¢jakém prostoru, do néhoz je vnoiena dana varieta. Pro varietu M
a prostor P to znaci, ze M c P a kterékoliv dva body z M maji v M touz
vzdalenost jako v prostoru P.

Chceme podotknout, ze existuje dulezitd vazba mezi tzv. @-limitnimi
mnozinami a klicovymi otdzkami o reverzibilité pohybu [16]. Necht je dan
na kone¢nédimenzionalni varieté M dynamicky systém x =f(x), kde je f
hladké vektorové pole na M. Poté plati, ze feSeni x(¢) této rovnice, nazvané
pohybem na M, nelze v obecném piipadé prodlouzit pro vSechna zaporna ¢.
Nemiizeme to provést ani v piipadé feSeni Navierovy-Stokesovy rovnice
s ohledem na jeji parabolicky charakter. AvSak prodlouzeni feSeni na mno-
zinu zapornych hodnot 7 je mozné v nekterych specialnich ptipadech.

Nez se o této moznosti zminime, je tieba zavést pojmy w-limitni bod a
@-limitni mnozinu. Bod § € M je w-limitnim bodem pohybu x(7), jestlize
plati |x(tn) - | — 0 pro t, = c0. Mnozinou vSech @-limitnich bodti pohybu
je jeho @-limitni mnozinou 2y, kde je x(0) pocatecni bod pohybu. Pozna-
menejme, ze L2y je uzavienou mnozinou.
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Ptredpokladejme, ze k pohybu systému dochazi z jeho @-limitniho bodu.
Poté miizeme takto se odvijejici pohyb prodlouZzit na mnozinu vSech zépor-
nych hodnot ¢ (tj. nekone¢né daleko do minulosti) a stale nalezi mnoziné
hodnot £2y() pro vSechna ¢.

Z hlediska fyzikalnich pozorovani ¢i numerického modelovani se zda
takovy zavér paradoxni. Ve skutecnosti tomu tak neni. Uvédomme si, Ze
kazdy numericky experiment se vyznacuje konecnou presnosti. Trebaze
podle definice @-limitni mnoZiny 2y fakticky libovolny ohrani¢eny pohyb
X(t) po uplynuti kone¢ného ¢asu ,,vstoupi* do své vlastni @-limitni mnozi-
ny, skutecny stav udalosti je jiny. Neplati, Ze pifi aplikaci konecné-di-
ferenCnich schémat se mizeme pohybovat po takové trajektorii libovolné
dlouho v opa¢ném sméru, aniz bychom se pfitom nevzdalili od £2y). Toliko
to znaci, ze pohyb systému v pfimém sméru pro dostatecné velka ¢z, ktery ne-
ni vystaven zadnym podstatnym zménam, Ize chapat jako dostate¢né pie-
snou aproximaci pohybu, ktery v idedlnim smyslu nalezi £2y) pro vSechna .
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13 SOUVISLOSTI S NELINEARNIMI
SYSTEMY MECHANIKY TEKUTIN

13.1 Adjungované rovnice systému hydrodynamického
typu

Technika konstrukce adjungovanych rovnic pro linedrni a nelinearni tlohy
matematické fyziky doznala v poslednich letech Sirokého uplatnéni. Thned
z kraje je teba Tici, ze existuji velké rozdily v ziskani téchto rovnic mezi li-
nearnimi a nelinearnimi problémy spojené s formulaci adjungovaného ope-
ratoru v linedrnim a nelinearnim piipadé. Abychom vybrali z mnoziny ad-
jungovanych rovnic takové rovnice, které¢ jsou pro naSe ucely vskutku
nezbytné, je tfeba presn¢ formulovat vychozi tulohu vedouci k témto
rovnicim [18].
Nejprve obratime pozornost na linearni nehomogenni rovnici

i—‘;-l—A(t)u:f, ul_,=u, . (13.1)

Pfedpokladame, Ze f, ueR" a A je matice s redlnymi koeficienty. S (13.1)
adjungovanou rovnici zapiSeme ve tvaru

du”
dt

TA (U =F.

Pro realna u, f, A plati Lagrangeova identita
(Au,v)=(u,A'v)=(A'v,u),

kde (, ) chapeme jako obycejny skalarni soucin v R". Lze ukazat, Ze plati

(u,u), = (u,u), +][(f,u*)—(f*,u)]dt. (13.2)
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Uvazime-li nyni nelinearni ulohu

%+B(u>:f,u|,_o —u,, (133)

adjungovanou rovnici dostaneme, jestlize B(u) vyjadiime ve tvaru
Bu)=Auu, (13.4)

kde A(u) je jisty nelinearni operator. V tomto piipadé pozadovana
adjungovana rovnice ma tvar

du”
dr

Pritom pfedpokladame, ze zname feseni ulohy (13.3), tj. A(u) pii znamém u
muzeme povazovat za linedrni operator, k némuz ziskdme operator adjungo-
vany standardnim zptsobem. V nasem konkrétnim piipadé to bude matice
transponovana k A(u). Poté vztah (13.2) plati i pro nelinearni tlohu (13.3).
Je ziejmé, Ze reprezentace (13.4) je v obecném piipadé nejednoznacna
a také nejednoznacna je adjungovana rovnice (13.5).

Bud'tez f=0, f = 0. K tomu poznamenejme, Ze volba f je libovolna, coz
vyusti na moznost fesit rizné tfidy uloh zalozenych na poruchové teorii.
Zapis (13.2) v tomto ptipadé nabyva tvaru

(u,u’), =,u),. (13.6)

+A" (wyu =f. (13.5)

Na (13.6) lze nahlizet jako na soubor zakonu zachovani ulohy (13.3) pfi
f=0, pokud pro nelinearni tlohy zavisi u" na u. Je tieba zde ¥ci, Ze pfi f,
f =0 vztahy (13.6) a (13.5), (13.3) nejsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze
z (13.3) a (13.5) vyplyva (13.6): jestlize plati (13.6) pfi libovolnych datech
pro u’, v obecném piipad¢ je tato rovnice rovnici adjungovanou s vychozi,
plus zbytek ortogonalni k u.

Napftiklad, je-li u rovnéz teSenim adjungované rovnice, z (13.6) bez-
prosttedné vyplyva zakon zachovani energie pro vychozi rovnici. Ziskame-
li ptislusnym zplisobem adjungovanou rovnici, mizeme dostat fadu zajima-
vych zédkonl zachovani.

V tomto dodatku zformulujeme tvrzeni tykajici se adjungovanych rovnic
pro jednu tfidu rovnic matematické fyziky a sice pro systémy hydro-
dynamického typu.

Pro jednoduchost obratime pozornost na tyto systémy s realnymi koefi-
cienty, jejichz feseni jsou z realnych konecnédimenzionalnich prostort.
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Uvazme nasledujici systém nelinearnich rovnic

W | =u, =12, (13.7)
dt
Systém (13.7) budeme nazyvat syst¢émem hydrodynamického typu tehdy,
pokud je tento systém kvadraticky nelinedrni a existuje kvadraticky zakon
zachovani

0, _,
I/li '

u'u’ =konst a plati

Poznamenejme, Ze kvadraticky zakon zachovani muze obecné mit dosti
slozity tvar:
(Su, u) = konst,

kde je S pozitivné definitni operator. Pesto zaménou S"?u=vlze vzdy
systém zapsat ve tvaru, kde pro zdkon zachovani docilime vyse uvedené¢ho
tvaru.

Necht' tedy mame kvadraticky nelinearni systém rovnice s kvadratickym
zédkonem zachovani

a

T RTLTAR (13.8)

kde 77 spliuje podminky symetrie /7 = /7. Abychom se v systému (13.8)
setkali se zakonem zachovéni, E =konst, je tieba, aby byly splnény
podminky cykli¢nosti

I, +T

ij kji

+ 1, =0. (13.9)

Proved’'me linearizaci (13.8) vzhledem k feSeni u. Oznacime-li ou odchylku
od feSeni, dostaneme rovnici

d(f]: :Ejk&lj”k+17jk”j5’4k- (13.10)

Poté plati, Ze systémy (13.8) az (13.10) p¥ipoust&ji zdkon zachovani u'du’ =
= konst.

Provedme dikaz tohoto tvrzeni. Vynasobme (13.8) S’ a poté rovnici
(13.10) veli¢inou u'. Po se¢teni dostdvame
iu’&/ = w'u ou' + T, ou'u'u' + T u ou*u'
dt ijk ijk ijk .
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Protoze

rwuéu’ =T uu'éu’' =T

ijk J kij

Joic k k oic j ko jc i ok i
Fyw'v'ou” = Luu'éu’ =T uvwou' =1 u'u"ou',

e
uu ou’,

mame

+1I

%u’é’ui :(Fijk i +iji)uiuk5ui =0
a tvrzeni je dokdzano. V nékterych piipadech je systém (13.10) adjungo-
vany k (13.8).

Uved’me si, ze v daném piipadé je zakon zachovani u'di’ = konst splnén
pro rozsahlejsi tfidu rovnic, nez pro systémy hydrodynamického typu.
K dikazu nevyzadujeme, aby 80,/du’ = 0.

Nasim ukolem neni studovat limitni pfechod k nekonecnédimenzional-
nimu pfipadu. Pfesto uvadime, ze v celé paleté iloh matematické fyziky lze
vyrok o tom, ze skalarni soucin feSeni vychozi nelinearni tlohy s kvadratic-
kou nelinearitou a kvadratickym zakonem zachovani a rovnéz feseni linea-
rizované ulohy jsou invarianty, bezprostfedné ovéfit pfimym vypoctem.
Plati to naptiklad pro rovnici homogenni hydrodynamiky s periodickymi
okrajovymi daty:

ou ou

—4+u—=0, u(x)=u(x+1L).
o o (x)=u( )
Dostavame
@+u@+5ua—u=0,
ot Oox ox
nebo
obu 0
—+—(6u,u)=0, ou(x)=du(x+L).
ot 8x< ) ) ( )

Tato rovnice je adjungovana s rovnici vychozi. Jestlize nyni vyndsobime
rovnici pro U vyrazem ou, rovnici pro ou funkci U a ob€ rovnice secteme,
dospivame ke vztahu

0 ou 0
—(ou,u)+(ou,u)—+u—(du,u) =0,
az( )+( )ax ax( )
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tedy

0 0

—(ou,u)+—((ou,u),u)=0.

8t( ) ot ( )

Provedeme-li integraci podle x od 0 do L a pfihlédneme-li k podminkam

periodicity, ziskame
L
.[(5u,u)dx = (ou,u) = konst.
0

V druhém ptipadé to bude jednodimenzionalni Kortewegova de Vriesova
rovnice s periodickymi okrajovymi podminkami:
ou ou ou
o —bu—_—=——.
ot ox Ox

Existence invariantu zde vyplyva z jeho existence pro rovnici jednodimen-
zionalni hydrodynamiky, nebot’ Kortewegovu de Vriesovu rovnici dostane-
me z rovnice jednodimenzionalni hydrodynamiky ¢asovou inverzi a ptida-
nim linedrniho antisymetrického operatoru.

Tteti priklad se tyka rovnice dvojdimenzionéalni hydrodynamiky na ploSe
kulové:

aA—"”+J(g//,Al,//):O,
ot
kde je y proudova funkce a J jakobian.

Na zakladé téchto rovnic Ize zformulovat jesté celou tfidu uloh, pro které
plati dfive uvedena tvrzeni.

Z existence invariantu (ou, U) = konst lze vyvodit fadu uzitecnych zave-
ri. Prvy z nich se tyka tvrzeni o tom, Ze stabilni a nestabilni varieta feSeni
systémi hydrodynamického typu je ortogonalni k feseni. Stabilni a nestabil-
ni varietou rozumime variety odpovidajici pozitivnim a negativnim Ljapu-
novovym exponentim. Pokud je feSeni linearizovan¢ho systému v pocatec-
nim ¢asovém okamziku zadano ortogonalnim feSenim vychoziho systému,
zlstava ortogonalnim pro vSechna ¢.

Dalsi zavér se tyka systémt hydrodynamického typu, které lze vzdy
pfevést na tvar

(cil—l;+K(u)u:0, (13.11)

283



kde je K(u) antisymetricky operator: K'(u) = — K(u). Takovou reprezentaci
budeme nazyvat antisymetrickou.
Nebudeme zde dokazovat platnost tohoto vyroku v obecném piipadé
a dikaz provedeme pro jednodussi systémy hydrodynamického typu a sice
pro triplety. Ostatné (13.9) plati prave v piipadeé tripletové vazby. PiSeme
du,

du du
o, Pt d—;unl%, d—;zruluz, p+q+r=0. (13.12)

Tehdy je reprezentace (13.11) jednoparametricka:

u, 0 pau, (1-a)pu,| | u,
dr U|=| —pau, 0 (g+opu;| uy|;  (13.13)
uy | |=(-a)pu, —(g+apu, 0 Uy

a je libovolné realné ¢islo. Uvedena reprezentace je jedina.
Plati:

Necht’ je systém hydrodynamického typu zapsan ve tvaru (13.12). Tehdy
jeho feSeni vyhovuje adjungované rovnici. Snadno se o tom pfesvédcime,
uvazime-li, ze v tomto ptipad¢ adjungovand rovnice ma tvar

-——+K (u)u =0,
P (u)
neboli
_U g’ =0
dt

a je tedy zfejmé, ze U vyhovuje této rovnici.

Z existence antisymetrické reprezentace pro systémy hydrodynamického
typu vyplyva platnost néasledného tvrzeni. Pro systém hydrodynamického
typu lze vzdy nalézt adjungovanou rovnici, jejiz feSeni je stabilni podle
Ljapunovova.

Protoze systém hydrodynamického typu ptipousti antisymetrickou repre-
zentaci, prislusnd adjungovand rovnice bude mit kvadraticky zakon
zachovani

(u*,u*)t =u",u),.

Jelikoz je adjungovand rovnice linedrni, z existence kvadratického zakona
zachovani vyplyva stabilita jeho feSeni podle Ljapunovova.
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Jestlize tedy je feSeni vychoziho systému hydrodynamického typu
nestabilni podle Ljapunovova, vzdy lze fici, Ze existuje adjungovana rov-
nice, jejiz feseni je stabilni. Tento vyrok plati i pro nekone¢nédimenzionalni
systémy. Mizeme se o tom presveédCit v piipadé rovnice jednodimenzi-
onalni hydrodynamiky

ou  Ou
—Fu—-=
ot Ox

jejiz antisymetrickou reprezentaci bude rovnice

ou 1( Ou Ouu
—+|u_—+—1[=0,
ot 3\ ox oOx

k niz mé adjungovana tloha tvar

out 1 ou  ouu
+—|u + =0.
ot 3 ox ox

0,

Pristupme déle k problému tripletu. Z antisymetrické reprezentace pro
triplet dojdeme k zavéru, Ze tfeSeni ulohy (13.13) vyhovuje odpovidajici
adjungované rovnici a tedy z (13.6) dostdvame zakon zachovéni energie.
Mame-li na mysli triplet, dochazime k zavéru, ze feseni ulohy (13.13) vyho-
vuje piislusné adjungované rovnici a podle (13.6) dospivame k zdkonu
zachovani energie. V pripad¢ tripletu vsak existuje jesté jeden zédkon zacho-
vani ve tvaru

I=(q—r)u +(r—p)us +(p—q)u; =konst. (13.14)

Pro (13.12) lze ziskat adjungovanou rovnici, jejimz disledkem bude prave
kvadraticky zdkon zachovéani (13.14).

Nahlizime-li na funkcional 7 jako na skaldrni soucin (u,u*), je ztejmé, ze
nutnou podminkou splnéni (13.14) je, aby k (13.12) adjungovana rovnice
méla feseni U = ((¢ — Pur, (r—puz, (p — q)us)'. Poznamenejme, Ze v da-
ném piipadé rovnéz dostavame jednoparametrickou tiidu reprezentaci pro
triplet, jmenovité

u, 0 pu, 0 u,

d

dr u || = Bqu; 0 (1=L)qu, || || u, ||, (13.15)
u, 0 ru, 0 u,

kde f=-p(q — r)/q(r — p). Tehdy adjungovana rovnice ma tvar
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u, 0 Pqu, 0 |l fu
—— | u, || =|| pu; 0 ru, | ||u;

Uy 0 (A-Pqu, 0 ||u

Postacujici podminkou existence invariantu (Su,u) =konst je existence
takové reprezentace vychoziho systému hydrodynamického typu, feSeni
jejiz adjungované tulohy spliiuje podminku v =Su. Bude-li S nedegenero-
vany symetricky operator, tato podminka prechazi na vztah -S'A" S=A,
neboli SA+ A'S =0 a tento zapis je ekvivalentni SA = K, kde je K anti-
symetricky operator.

V ptipad¢ reprezentace (pro triplet) (13.15) a S =diag(qg —r, r —p, p — q),
takovym antisymetrickym operatorem bude

0 (q—7)pu, 0
K= -(g-r)pu, 0 r(p—qu, |-
0 —r(p—qu, 0

Zaveérem poznamenejme, ze technika adjungovanych rovnic nés ptivadi
nejenom k novym uziteCnym zékontim zachovani pro nelinearni rovnice, ale
téz ke konstruktivnim formulacim celé tfidy diagnostickych tloh.

13.2 K problému uzavirani fetézce rovnic pro momenty
trojdimenzionalniho systému Navierovych-
Stokesovych rovnic pfi velkych Reynoldsovych
Cislech

Reseni tohoto problému pro mald Reynoldsova &isla bylo publikovano
v [19]. Pro velk4 Reynoldsova ¢isla byla Glloha feSena v [20].
Uvazme systém Navierovych-Stokesovych rovnic ve tvaru

ou(x,t)+ Au+B(u)="Ff(x,t) (13.16)
s periodickymi okrajovymi podminkami
u(..,x’ +2m, ., t)=u(..x’, .., 1) (13.17)
a pocatecni podminkou

ul,_, =Uy(x). (13.18)
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V t&chto vztazich je ¢ z intervalu (0, T), x = (x', x*, x’) € 2=R21Z° (Z je
mnozina vSech celych cisel) a £2je anuloid. Pro kazdé 7 je

ux,t)=w'u’u’)eH’ = {v(x) e(L,(£))’ :divv = O,J'V(x)dx = 0},

Au =—PAu, B(u) = Pu’ (0u/0x’)(s¢itime podle j), kde je A Laplacelv
operator, P: (L»(£2))> >H" ortoprojektor. Polozme H® =H° N (Q)),
a2 0, kde je W,”(£2) Sobolevlv prostor, tj. mnozina vSech funkci vel, (£2),
jejichz viechny zobecnéné derivace D? v #adu « existuji a patii opét do
L(Q:D’veL(Q) pro |f<a.

Budiz dale B(X) o-algebra borelovskych mnozin Hilbertova prostoru.
Necht' pocatecni podminka uy v (13.18) je zapsana pro ndhodnou funkci
s pravdépodobnostni mirou uy(w); @ € B(H”) je jeji distribuéni funkce
anecht f na pravé stran¢ rovnice (13.16) je deterministickd funkce. Poté
stacionarnim feSenim ulohy (13.16) az (13.18) nazvéme jednoparametricky
soubor mér i (@, £) = o (S (¢, . , H ') pro viechna w € B(H%). Zde je
S(t,. . Hlw = {ugeH* S(t, up, ) € @} aS(t,.,.): H*L0, T; H*")— H"
operator, pfifazujici dvojici (up,f) feseni u(z) ulohy (13.16) az (13.18)
v ¢asovém okamziku ¢.

Necht' M je libovolna mnozina, N systém podmnoziny M. Rikdme, Ze N je mnozinova o
algebra v M prave tehdy, kdyz ma tyto tii vlastnosti:

1. MeN;

2. Je-li Ae N,paktaké M\Ae N;

3. Je-li A, € N pro v8echna n z n&jaké nejvyse spocetné mnoziny /, pak také UAn eN.

nel

Je-li N mnozinova o-algebra v M, pak dvojici (M,N) nazyvame méfitelnym prostorem
a prvky o-algebry nazyvame meéfitelnymi mnozinami v M. Necht' V' je jakykoliv systém
podmnozin mnoziny M. Pak existuje nejmensi mnozinova o-algebra N vM takova, Ze
V < N . Tato véta ndm umozZiiuje popsat jednu dileZitou téidu mnoZinovych o-algeber na
topologickych prostorech, tzv. mnozinovou o-algebru vsech Borelovych mnozin daného
topologického prostoru (M,S). Definujeme ji jako nejmensi mnozinovou o-algebru N v M
obsahujici S, tj. obsahujici vSechny oteviené mnoziny v (M,S). MizZeme se tedy na kazdy
topologicky prostor divat jako na méfitelny prostor, jehoz mnozinova o-algebra je
generovana topologii, tj. systémem vsech otevienych mnozin.

Nejprve uvazme ptipad, kdy v (13.16) je f= 0. Moment k-tého tadu M(f)
statistického feSeni U(¢,w) je definovan vztahem
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M, (t)=M,(t, xl,xz,...,xk):fu(xl)®u(x2)®...®u(xk)u(t,du)

k
:f®u(xl,x2,...,xk)u(t,du).

Analogicky definujeme momenty my = my(x, X2, ..., X;) pocatecni miry rsp.
Jestlize je mira u(w) soustiedéna na H® supuycH® a existuje jeji k-ty
k
moment my, pak m, e H*(k)=H" @ H" ®..Q H" =® H (k-krat).
Momenty M;(¢) statistického feSeni ulohy (13.16) az (13.18) pti fe 0
vyhovuji Friedmannovu-Kellerovu systému rovnic
oM ()+AM, +BM, =0, k=0,12,..,

(13.19)
M, ()], o =m, k=0,12,..,

kde jsou 4y, By nulové operatory a pii k>1

k k
A=Y I(1-Y®A®I(k—-1), B,=Y II-1)QB®I(k—I);
=1 1=l
I(D): HX)—H"(I) je jednotkovy operdtor a B: H*"'(2) — H® pro o>1/2 je
linearni spojity operator takovy, ze B(U) = B(u®u).
Problém uzavirani fetézce rovnic (13.19) lze formulovat takto: Je tieba
nalézt posloupnosti uloh Uy takovou, ze Uy obsahuje N+1 neznamou funkci

{M oMY, MY } a piitom fedeni M" ulohy Uy, zapsané ve tvaru M =
= MéV,MIN,_,_,MJJVV,O,_,.,O,.,.},aproximuje feseni M={M M, .. M,,..}
ulohy (13.19).

Zaved’'me si prostory

HE(0)=R,HE (k) =|m, : 49°m, € H* (k)| pro k> 1,
Y (k) =[ M, (0) € L,(0.T; HY (k)):0,M, (1) € L, (0. T: HA(K) |, k>0,

2 0
-2k
HY :zR ” my
q.R
k=0

2 o0
M, ” =ZR’2"||Mk
v¢ k=0

2 ,HaEHa

b 2
HE (k) R 0.R

H R=[]H;k),|m
k=0

2
Ya(k) b

Yy =QY“ (k),

kde m = {mo, my, ..., my, ...}, M= {Mo, My, ..., M, ...}. V prostoru Hj
jsou obsazeny pocatecni tdaje ulohy v poctu vsech slozek vektoru ma Yy
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je prostor feSeni ulohy (13.19). Budeme psat Y <t,,t, > v piipad¢, kdy
Casovy interval <t;, £,>, na némz jsou definovana funkce z prostoru Yz se
neshoduje s <0, 7> nebo kdyz je tfeba zdlraznit, Ze defini¢ni oblasti je
praveé uzavieny interval <ti, t,>.

Vektor m ={l,m;,m,,...,m,,..} € Hy nazvéme pozitivn¢ definitni, je-li
déan momenty pravdépodobnostni miry g Kdyz sup puc B, = {u Jul,.< R}
am={m;} jsou momenty miry u pakme Hj. Jestlize je vektor
m ={m,} e H; pozitivn¢ definitni a odpovid4d mu mira z, pak sup u c B,.
Tehdy je R charakteristickd rychlost toku tekutiny s momenty me H,
aparametr R v H,,Y,; lze povazovat za Reynoldsovo Cislo. Nadale nas
bude zajimat ptipad proudéni s velkym R.

Zaved'me si dale prostor

Oy =M =|{MY MY, .M}, Jevs <0,T > M) =0]

pro viechna k> N a M" spliuje (13.19). Vyslovme:

Teorém 1. Necht a>2, R>0 a je dano feSeni M €Y, <0,0) tlohy
(13.19) s pozitivné definitni pocatecni podminkou m = {m,}. Tehdy existuje
posloupnost M" € Oy takova, ze

\M-M"| -0 pfi N>, kde p >R.

Y5<0.T>

Teorém 2. Necht jsou splnény podminky teorému 1. Tehdy

(M-M"| >0 pii N—,

a
YRI <0,7>

kde Ry > p> R a pje parametr z teorému 1.

Problém uzavirani fetézce rovnic (13.19) je tedy feSen za predpokladu, ze
feSeni M(¢) ulohy (13.19) je z Yy <0,0). tj. existuje pro ¢ € <0,00). Je-li
znamo, ze teseni M(¢) je z Y, <0,T >, je tedy definovano pro ¢ € <0,7>,
pak problém uzavirani se podafi vyfesit v $irsi tfidé nez jen v On. Tak je
tomu v ptipadé rovnic (13.16) s ndhodnou pravou stranou f. U tohoto
piipadu se nyni zastavime. Odtud ziskané vysledky dovoluji fesit problém
uzavirani nejenom ulohy (13.19), ale i rovnic pro momenty v obecnégjSich
modelech turbulence.

Necht’ v (13.16) je f nahodna velicina. Poté funkcionalni prostor definu-
jeme zapisem

X7t =[Y (), L0, T H ]

289



vnémz je Y%(1) prostor Y*(k) pro k=1, y e <0,1>. Je-li vedle f ndhodnou
funkci rovn€z uy, obratime pozornost na simultanni pravdépodobnostni roz-
déleni dané mirou

Vy (W, G),weBH),Ge %(Xﬁ’,ufl)'
Tehdy statistické feSeni tlohy (13.16) az (13.18) udava vztah
v(t,0,G)= jvo (S(t,.,F)" w,dF),

G

kde S(z, . ,f)_la) je definovano vztahem S(z, . ,f)_la)= {uy € H*: S(t, uy, ) € w}.

Necht k>0, n>0 jsou cela Cisla a (S,¥)" =(s,,,:8,,,5---35,,¥,) . Mo-
mentem My, fadu (k,n) statistick€ého feSeni Uz, ®,G) nazyvame funkci

My, (0= M, (6.x7; (5,9)™) = [ @) © @F)(5.) " y(t,du,dF),

kde W:(xl,xz,...,xk). Analogicky definujeme momenty mk,n(ﬁ,

(5,)™) miry w(®,G), e BHY), G e BX**"), zadavajici rozdsleni
pravdépodobnosti pocatec¢nich tidaji lohy (13.16) az (13.18). Lze dokazat,
ze momenty M ,(¢) statistického feSeni Uz, w,G) spliuji Cauchyho tlohu
8th,n 0+ AkMk,n + BkMk+1,n + Dk,anfl,nH =0,
k>0, n>0, (13.20)

M O:mk,n,kZO,nZO,

b,

kde my , jsou momenty miry vy(w, G) a operator Dy, je dan vztahem

_ : L
(Dk,an—l,n+l)(t’x(k); (SaJ’)(n)) = kilZMkfl,nJrl(t,X(k)(l); t,Xx (S,J’)(n));
=1
k21,120, X¥(1) = (x1, X2, ..., Xi1, X111, X). Predpokladejme, ze v (13.20)

AM,, =0, BM, =0, D, M 0.

—Lnt+l —

Poté, co jsme zavedli prostor X**"' =[¥(1), Ly(0,T; H‘H)]l,y, definujme
prostory

X=X Xy =[x ),
n=0
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2
X7 ()

IF

r,

2 o0
—2n
= E R
X",.a—l
8 n=0

kde F= {Fy, F1, ..., F,, ...}. Plati:

Teorém 3. Necht a>2, y>1/2, R> 0. Tehdy teseni M(t) = {M; (1)}
Gilohy (13.20) je jediné v prostoru Y ® X7, kde Yy ® X;*" jsou pro-
story diive zavedené.

Teorém 4. Necht > 2, > 1/2, R>0 a M(¢) = {M;,} € YR®X;*" je
feSeni ulohy (13.20) spozitivné definitni pocatecni podminkou
m= {mk,n}e Hi ® X*". Tehdy pro libovolné ¢ € <0,7> je vektor M(z) =
= {M,(t)} pozitivné¢ definitni a jemu odpovidajici mira Wt du, df) je
statistickym feSenim ulohy (13.16) az (13.18).

Nakonec si zaved’'me prostor

Oy =| MY ={M} | Vi @XM\, =0, ktn>N

a M" spliiuje (13.20). Vyslovme:

Teorém 5. Necht a>2, y>1/2, R>0a M) = {M;,} € Y7 @ X" je
feSeni tlohy (13.20) s pozitivné definitni pocatecni podminkou m = {my,}.
Tehdy existuje posloupnost M € 6y takova, Ze

HM—MN

=0 pfi No>oo,
veex, !

kde p > po(R) a po(R) je dostatecné velké Cislo zavisejici na R.
Zastavme se u nasledujici ulohy:

| MY ©)—m"| —infM" e, |M"|

2 2
@ ,a—1 29
H L(0,T:H, )@ X <¢

(13.21)

2
L, (0.T:H{ )®X77"?

kde p>p,(R), & =M M je feseni ulohy (13.20), m" =

:{m,fn}, piicemz m,, =m,, pro k+n<N a m}, =0 pro k+n>N.

Tehdy ma tato Gloha jediné feseni M" € 6,. Uved'me:
Teorém 6. Necht’ jsou splnény podminky v teorému 5. Tehdy

HM—MN

>0 pro N>,
Yo @Xje!

kde R, > p> py(R) a M je feseni predchozi Glohy.

291



Vsimnéme si problému uzavirani tlohy (13.19), je-li feSeni definovéano
M(t) e Y, <0,T >na konecném casovém intervalu <0,7>. Na zakladé feSeni
M ={M, } €Y, sestrojme vektor L = {L;,}:Lio= Mo pro k> 0; L, = 0 pro
k>0,n>1.Poté¢ L= {Lk,n}e Y¢ @ X" vyhovuje fetézei (13.20) a rovnéz
pocate¢nim podminkam L,  =m, L, , prok>0,n>1.

Vratme se k tiloze (13.21), v niz m" = {m,ﬁvn} je definovano podminkou
m.'y=m, pro0<k<Na m,, =0 pro ostatni k, n. Necht' L" je feseni ulohy
(13.21). Poté podle teorému 6

HL -L" — 0 pro N—o.

Y ®X§]’“’]

Odtud dostavame, e HM—MN
Y,,0,...,0,...}

=0 pro N—> o, kde M" ={L) ,L,...,
Y s

0,0°
R

13.3 Arnoldova konstrukce zobecnéného tuhého télesa

Pro pohodli ctenatfe, ale také s ohledem na dal§i vyklad o hydrodyna-
mickych invariantech, opétovné zde vénujeme pozornost zobecnénému tu-
hému télesu a budeme sledovat jeho konstrukci podle Arnolda [21]. Ziska-
me tak dalsi poznatky, doplilujici informace podané v kapitole. 10.

Jak jsme jiz uvedli, zobecnénym tuhym télesem budeme rozumét dyna-
micky systém s konfiguraénim prostorem danym libovolnou Lieovou gru-
pou G, opatienou levoinvariantni Riemannovou metrikou, ztotoznénou
s Lagrangeovou funkci — kinetickou energii zobecnéného tuhého télesa. Je ji
pozitivné definitni kvadratickd funkce uhlové rychlosti v télese (soutadni-
covy systém je pevné spojeny s télesem). Ve smyslu analogie s klasickou
teorii otaCivého tuhého télesa (Eulerova teorie) upevnéného v bod¢, s kon-
figuratnim prostorem SO(3) (grupa vlastnich rotaci trojdimenzionalniho
Eukleidova prostoru), jsou uhlové rychlosti v télese a v prostoru dany
rovnostmi

w:Lgfl*g'Gg, -Q:Rgmg'éga
kde je g(?) trajektorie (orbita) zobecnéného tuhého télesa na grupé G, Lg a R,

jsou zobrazeni te¢nych prostort indukovana levymi a pravymi translacemi
L, a Ry, g je Lieova algebra grupy G, tj. tecny prostor v jednotce grupy. Plati
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Q=Ad, w; (13.22)

zobrazeni Ad, :(Rg,]Lg)*e :g— ¢ je adjungovana reprezentace grupy

(Adg, = AdgAd)).
Matrika zadand na Lieov¢ algebte g kvadratickou pozitivné definitni fun-
kei uhlové rychlosti v télese

E=tcwws=(ww=1<gé>, (13.23)

urcuje levoinvariantni metriku na celé grupé¢ G (tthlovou rychlost v télese
dostaneme z ¢ levou translaci) a nezdvisi na poloze télesa v prostoru.

V (13.23) je | symetricky pozitivné definitni operator, nazyvany operatorem
(nebo tenzorem) setrvacnosti, zobrazujici g v dudlni prostor (koalgebru) g

(a, §) je hodnota ac g na g a <, > udava skalarni souin na Lieové
algebie: <§, ¢ >=(1¢§, ¢) pro libovolna ¢, § €g.

Prvek koalgebry m = lw nazvéme momentem hybnosti v télese (kine-
tickym momentem v télese) a vztahem (13.22) indukované zobrazeni ko-
algebry g* do sebe zadava moment hybnosti v prostoru:

M=Ad  m.
K Ad, dualni operétor Ad; :g — g nazyvame koadjungovanou reprezen-

taci grupy (Ad:,h =Ad, Ad;). Diagram zde uvadénych zobrazeni je na obr.
13.1, kde ¢" znaéi koalgebru.

g Ay ) o, o,
Ledrg” Res \é/
I |1 I=L"}IL
. LG, m
L, % / \
A * 2 mC [ ms
Ad; Ad;

Obr. 13.1 Komutativni graf linearnich operatort [14].
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Derivaci adjungované reprezentace v jednotce grupy ve smeéru vektoru
§ € g (oznatme ad;) udava rovnost

d

adf =|—Ad
dz

exp(£§) ] >
t=0

kde je exp(t§ ) jednoparametricka grupa s tecnym vektorem §. Odtud do-
stavame, Ze pro libovolna §a n eg mame

ad, n=1[¢,n|.

V tomto zapisu znaci [ , | komutator.
Derivace koadjungované reprezentace v jednotce grupy ve sméru vektoru §

* d *
ad, :(thdexp(lg)jto (13.24)
je operator sdruzeny s ad,:

(ad; aa n) = (aaadf ’7)

pro libovolnd acg” a €, n eg.

Oznacime-li ad, @ ={§,a}, posledni rovnost vyhodn& zapiSeme ve tvaru

({g.a}.n)=(a.[¢.n)).

Podle principu nejmensi akce dochazi k pohybu zobecnéného tuhého
télesa po geodetice jeho konfigura¢niho prostoru — Lieové grupé se zadanou
levoinvariantni metrikou. Jeho pohybova rovnice se odvodi stejn€, jako pro
obycejny mechanicky setrvacnik. Je dualezita naslednd invariantni vlastnost
pohybu zobecnéného tuhého télesa spocivajici v tom, Ze moment hybnosti
v prostoru splituje vztah

M =0. (13.25)
Odsud nalezneme pohybovou rovnici v soufadnicovém systému pevné spja-
tym s télesem. Jestlize derivujeme M = Adg,] m podle ¢ ve sméru trajektorie
zobecnéného tuhého télesa, s prihlédnutim k (13.25) dostadvame

d , d ' .
O0=|—Ad , m| =|—Ad,, ,..,|l mMm+(Ad. ., ] m.
[dt g'® ]z_o [dt p( )]1_0 ( p( ))t:O
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Avsak podle (13.24) mame
m=—ad’,m=ad, m={w,mj}. (13.26)

V terminech uhlové rychlosti v télese zapisujeme pohybové rovnice takto:
w = B(w,w), (13.27)

kde pro bilinearni formu B(§,n) plati

<B(.n).s >=<[n.g].§ >

pro libovolna n, §, ¢ <g.

13.4 Kelvintiv (Thomsonuv) teorém a Moffativ
hydrodynamicky invariant

Se zfetelem na postup vyustici ke vztahu (13.23) je ziejmé, Ze veliCina E je
prvym integralem pohybu Eulerovy rovnice (13.26) ¢i (13.27). Dale
moment hybnosti zaujima v prostoru pevnou polohu a to znamena, ze kazda
slozka vektoru momentu hybnosti v koalgebie g Lieovy algebry g se za-
chovava. Odtud dostavame, Ze existuje jesté N (N je dimenze prostoru g')
nezavislych prvych integralli pohybu zobecnéného tuhého télesa. Mame-li
nyni na mysli uplatnéni zobecnéného tuhého télesa v popisu nekonecné-
dimenzionalnich dynamickych systémt, pak tvrzeni (13.25) Arnold formu-
loval v invariantni formé jako:

Teorém 1. Orbity koadjungované reprezentace grupy v prostoru dualnim
k algebfe jsou invariantnimi varietami toku vtomto prostoru, tj. tokem
piislusné diferencialni rovnice.

Pii diikkazu tohoto teorému je tieba si uvédomit, ze m(¢) ziskame z M(¢)
plisobenim koadjungované reprezentace a M (M = 0) zaujima v prostoru pe-
vnou pozici.

Nez vyslovime dalsi teorém vyplyvajici ze zapisu M =0, poznamenej-

me, ze je-li prvek § e g pevny v prostoru, tedy plati fs =0, vsou-
fadnicovém systému pevné spojenym s télesem bude

§ =€ w|. (13.28)

O platnosti (13.28) se presvédcime tak, ze ptihlédneme ke vztahu
§,=Ad,, §.. spojujicim spolu prvky Lieovy algebry § a § . Odtud
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fs = [E Adexp(tw) fc] = adw fc + fc - 0
t=0

Teorém 2. Pro libovolné v prostoru pevné § € g je velic¢ina
H,=(m.§,) (13.29)

prvym integralem pohybu toku zadaného systémem (13.26), (13.28) na
g *g. .

K diikazu tohoto teorému nam poslouZzi vztah (d/df)(m,§ )= (m,§ )+
+ (m,§ )a pak s ohledem na (13.26), (13.28) plati

(e m}. ) +(m.[g ) = (m.[w.8.) + (m[€..]) =0

Pijde-li v ptipadé zobecnéného tuhého télesa o kone¢nédimenzionalni
konfiguracni prostor, mezi teorémy 1 a 2 plati vztah ekvivalence, a proto
vedou ke stejnym disledkim. To vSak neplati pro nekone¢nédimenzionalni
Lieovy grupy. Podrobme uvaze dva ,,krajni* ptipady Lieovych grup ptiso-
bicich v trojdimenzionalnim Eukleidové prostoru, a sice ptipad grupy vlast-
nich rotaci tohoto prostoru SO(3) a ptipad grupy difeomorfismti ohrani¢ené
oblasti D trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru, tj. grupy SDiffD zobra-
zeni zachovavajicich objemovy element.

V prvém ptipadé (jde o konfiguracéni prostor obycejného setrvacniku)
muzeme Lieovu algebru a k ni dudlni prostor ztotoznit s fyzikalnim prosto-
rem, v némz se téleso pohybuje. (Ve skutecnosti dochéazi ke ztotoznéni Sesti
prostort riznych dimenzi: R, R g4, T Gga T G;. V N-dimenzionalnim

piipad€ maji tecné prostory dimenzi N(N — 1)/2). Pohybové rovnice (13.25),
(13.26) zapisujeme ve tvaru

M =0,

. (13.30)
m=m,w|,m=lw,

kde uhlové rychlosti a momenty hybnosti jsou obecné zadany antisymetric-
kymi maticemi (pro N=3 se ztotoziiuji s trojdimenzionalnimi axidlnimi
vektory), | je symetrickd pozitivné definitni matice momentl setrva¢nosti.
Pti ztotoznéni prostorii pfechazi [ § ,a] v komutator [a, § ], v uvazovaném
piipadé ve vektorovy soucin.

Orbity koadjungované reprezentace mechanického setrvacniku jsou kulo-
vé plochy
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m} +m3 +m; =konst (13.31)

a teorém 1 vyjadiuje zachovani ¢tverce momentu hybnosti v (13.30). Totéz
dostavame z teorému 2; pii ztotoznéni prostoru (m, &) = m -§ (teckou zde
vyznaCujeme obycCejny skalarni soucin vektorti trojdimenziondlniho Eu-
kleidova prostoru) lze za € vzit v prostoru pevny moment hybnosti. Uhrnem
z teorému 2 vyplyva vztah H, =m-m=m +m; +m; =konst a dosahu-
jeme shody s (13.31).

Upfeme nyni pozornost na grupu SDiffD zobrazeni zachovavajicich
plosny element du(x), xeD. Lieova algebra g(D) této grupy je dana nedi-

vergentnimi vektorovymi poli v D, te¢nymi k okraji 0D oblasti D. Skalarni
soucin na g(D) je dan zépisem

<&n>= [§-nou00), (13.32)

kde teckou je vyznacen obycejny lokalni skaldrni soucin vektorovych poli.

Postaveni uhlovych rychlosti piebira Eulerovo pole rychlosti u(x,f)
nestlacitelné tekutiny s konstantni hustotou, kterou pro jednoduchost kla-
deme rovnu jedné. Nyni plati m = rot U a operatorem setrvacnosti, ,,ztotoz-
nujicim* (s pfesnosti az na potencialni vektorové pole grade(x,f)) Lieovu
algebru s Lieovou koalgebrou grupy SDiffD, je operace rotace. Uhlovou
rychlost, tedy Eulerovo pole rychlosti, ziskame z vektoru g te¢ného ke
grupé v jejim bodé g pravou translaci, takze skaldrni soucin (13.32) zadava
na SDiffD pravoinvariantni metriku

E:l(m,w):l(rotu,u):l<rot*‘rotu,u >:l<u,u >,
2 2 2 2

Dochazime k zavéru, ze pii pravoinvariantni metrice pohyblivy a pevny
soufadnicovy systém si vyménuji tlohy. Moment hybnosti — vektorové pole
rot U(x,t), nabyva pevnych hodnot vzhledem k tekutiné¢ a nikoliv v sou-
fadnicovém systému spojenym s prostorem, tj. piislusné vektorové pole se
pohybuje spolu s tekutinou. Poznamenejme, ze ptechod od popisu v pro-
storu k popisu v télese odpovidd v hydrodynamice ptechodu od Eulerovy
metody (pohyb tekutiny vySetfujeme z hlediska pole) k metod¢ Lagrangeo-
ve, kterd vySetfuje pohyb tekutiny z hlediska individudlni ¢astice. Rovnice
(13.26), nyni odpovidajici popisu Eulerovou metodou, ma tvar Helmholtzo-
vy rovnice a Eulerova rovnice popisujici pohyb dokonalé tekutiny nabyva
pfi konstantni hustoté tekutiny formy Gromekovy-Lambovy:
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orotu
ot

={u,rotu}, (13.33)

%‘tl: [u,rotu]+gradgo(x,t), (13.34)

kde {a,b} =(bV)a — (aV)b je Poissonova zavorka vektorovych poli, pro
uvazovanou Lieovu algebru majici ulohu komutdtoru — obycejného
lokalniho vektorového soucinu vektorovych poli, dale pak ¢ je kalibracni
funkce, zabezpecujici nedivergenci pravé strany (13.34) a pro tuto funkci
mame p+1/2u°, kde je p tlak.

Vychodiskem naSich dalSich uvah je nyni objem infinitezimélniho
elementu tekutiny ve tvaru

S = 61-[61,,61,) = 61-6s.

Veli¢iny o1, 61, oI, jsou primky vytvarejici objem, o8 je vektor s modu-
lem rovnym ploSce orientovaného pii¢ného fezu tekutym elementem s vy-
tvarejicimi ptimkami o1y, o b, ktery je k témto pfimkam kolmy (obr. 13.2).
Uvédomme si, Ze infinitezimalni element délky proudnice, podavajici obraz
o poli rychlosti proudici tekutiny, vyhovuje Helmholtzové rovnici

0ol
—=lu,01}, 13.35
= {u,sl} (13.35)
kterou Ize ptepsat do tvaru
dél d 0
—=(1,.VYu, —=—+W,V). 13.36
1 ( ) PRy (u,v) ( )

os

Obr. 13.2 Orientovany plosny element, pohybujici se spolu
s Castici tekutiny v bodé r = r(f) [21].
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Je tedy rychlost zmény &1 v (13.35) a (13.36) rovna rozdilu rychlosti te-
kutiny na jeho koncich. Kone¢né zpozadavku zachovani objemového
elementu

dép  d(sl.6s)
dt dt

0

dochazime k rovnici
dos ou
—=-0S—.
dt or
O platnosti této rovnice se miizeme presveédcit tak, ze do (13.36) dosadime
(13.35) a poté prejdeme k tenzorovému oznaceni. Popsanym postupem

ziskame rovnost
51| 55, e 995 g,
ox, d¢

l

(13.37)

Nyni ptihlédneme k tomu, ze S/ je libovolna veli¢ina a proto je predchozi
zépis ekvivalentni (13.37).

Poznamenejme, ze jak rot u, tak &/ vyhovuji Helmholtzové rovnici
a skalarni veli¢ina

K:rotu~6s:56u-6l; K=0,
C

(C okrajova kiivka ohrani¢ujici element 6S) je lagrangeovskym invariantem
pohybu.

V takovych piipadech hovoifime o tom, Ze pole rychlosti proudici
tekutiny zachovavd hodnotu cirkulace rychlosti podél libovolné tekuté
kivky. V terminech teorému 1 to znaci, Zze obraz orbity koadjungované re-
prezentace v Lieové algebfe Lieovy grupy SDiffD sestava z vektorovych
poli izovifivych s danym polem a je invariantni varietou toku Eulerovy
hydrodynamické rovnice pii konstantni hustoté. Muizeme tedy fici, Ze
v hydrodynamice se teorém 1 vyslovuje ve tvaru Kelvinova cirkulacniho
teorému, ktery je piimym disledkem stalé hodnoty momentu hybnosti rot u
vzhledem k tekutin¢ a také zachovani objemového elementu. Jesté dodejme,
7e pii zachovéavajicim se momentu hybnosti si 1ze vybavit dalsi invariant

Jg =rotu-grad S,

kde je S = S(x.f) pasivni skalar, naptiklad pfimés neménici hustotu tekutiny,
pro ktery plati S =0. V tomto piipadé grad S vyhovuje rovnici (13.37).
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Obrat'me nyni pozornost k teorému 2. V nasem piipadé je tteba ve vztahu
H, = (m,f{v) povazovat § za element Lieovy algebry s pevnou hodnotou
v soufadnicovém systému spojenym s tekutinou, jakym je napft. pole rot u,
pokud toto pole je tecné k okraji 0D oblasti D. Dojdeme tak ke znamému
integralnimu Moffatovu invariantu v mechanice tekutin (helicity of the
velocity field)

H, =2(M,M)=2<T"M,M>=2<rot 'rotu,rot U >= fu-rot uéy,
D

(13.38)

ktery s vyhodou zapisujeme v terminech vektorového potencidlu:

H, :fﬂ-rot’lﬂé,u, 0O =rotu.
D

Uhrnem muizeme fici, Ze v piipadé grupy SDiffD na rozdil od kone&né-
dimenzionalnich konfiguracnich prostorii zobecnéného tuhého télesa, odpo-
vidaji teorémim 1 a 2 rozdilné integralni invarianty. Prvym je lagran-
geovsky invariant — cirkulace rychlosti podél libovolné tekuté kiivky,
druhym pak integralni Moffativ invariant Hj. Na téchto zakladech lze
zformulovat dalsi teorém:

Teorém 3. Budiz Gy konecnédimenzionalni podgrupa grupy SDiffD
s pravoinvariantni Riemannovou metrikou, indukovanou pravoinvariantni
metrikou na SDiffD. Tehdy k pohybu homogenni dokonalé tekutiny se ,,spi-
ralovitou® strukturou podle rychlosti a popsaném rovnicemi zobecnéného
tuhého télesa s konfiguraénim prostorem — grupou Gy—, bud’ nedochazi, ¢i
v opa¢ném piipad¢€ se proudéni tekutiny v procesu pohybu nezachovava.

Pii dikazu tohoto tvrzeni vychazime z faktu, Ze pro tuhého téleso
s kone¢né¢ dimenziondlnim konfiguraénim prostorem po jeho odmitnuti,
nejsou teorémy 1 a 2 ekvivalentni. Teorém 3 neni v rozporu s Moffatovym
teorémem, nebot’ od nuly rizna veli¢ina Hy se nemiize zachovavat, pokud
pole vitivosti tekutiny neni tecné k hranici 6D oblasti D.

Pristupme k ilustraci téchto zavérd na piikladé znadmé interpretace
Eulerovych rovnic pohybu obyc¢ejného tuhého télesa upevnéného v bode,
kniz je vhodné se uchylit, abychom pochopili hydrodynamicky smysl
invariantu m” pro rovnici (13.30). Grupa SO(3) je izomorfni grupé afinnich
zobrazeni, prevadéjicich do sebe plochu elipsoidu s riznymi osami. Tato
grupa je ¢asti SDiffD, kde trojdimenzionalni oblast D je ohrani¢ena plochou
elipsoidu s hlavnimi poloosami a;, i = 1, 2, 3:
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x x x
S="L+=2+3=1
a a, a,

Grupé afinnich zobrazeni S — S odpovidaji partikularni feSeni Eulerovy
rovnice pro pohyb dokonalé tekutiny o konstantni hustoté uvnitt elipsoidu
ve tfid¢ linedrnich poli rychlosti

W, = x3j +8 x,K,
a3 a,

W, = ——xlk+

a a,
W,=-2xi+Zxj.
a, a,
Tato pole vyhovuji podmince ortogonality f W, -W 6. =0, i# a spliujici

D
pozadavek (W;,V)S=0, i=1, 2, 3. Pole rychlosti proudéni zapisujeme ve
tvaru rozvoje

u(x,t)= ia)k (W, (x), (13.39)

v némz na Case zavisejici veliciny ax(¢), k=1, 2, 3, nazyvame Poincarého
parametry. S operaci Q =rot U jsou spojeny vztahy

a4,

w =250 =123 (13.40)

aply

Zde jsou [, Za —a;, k=1,2, 3, prvky diagonalni matice I.

Jestlize nyni dosadlme (13.39), (13.40) do Helmholtzovy rovnice (13.33)
a provedeme integraci podle prostorovych proménnych, s pfihlédnutim k or-
togonalité poli W;, i =1, 2, 3, dosp&jeme k zaveéru, ze Poincarého parametry
vyhovuji rovnicim

m=[w,m|, m=lw. (13.41)

Vztahy (13.41) se aZ na zdménu w — — w shoduji s Eulerovymi rovnicemi
pohybu tuhého télesa upevnéného v nepohybujicim se bod€. Nutnost takové
zameény je spojena s tim, Ze kinetické energie télesa (respektive tekutiny)
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jsou v jejich konfiguracnich prostorech dény levo (pravoinvariantnimi)
metrikami.

Hledejme protéjsky hydrodynamickych invarianti FE :;juzéy,

D

K= 9§ u-él aH, = f u-rotudp v tridé uvazovanych teSeni. K dosazeni
C D

tohoto zaméru dosadme (13.39), (13.40) do vyrazu pro energii. Vysledkem
této operace je zapis
1 1 1
E :E,uEm, u:Ealazap E,, :Ew-m,
kde je 4 hmotnost veskeré tekutiny o jednotkové hustoté v dutiné elipsoidu
a Em vyjadfuje kinetickou energii mechanického setrva¢niku. Abychom
spocetli levou stranu rovnosti

. drotu dés d 0
K= 6s+rotu——=0, —=—+(u,V 13.42
o o V) (1349
X3
A
! 05

Obr. 13.3 Plosny element 65 prochézejici pocatkem soufadnicového systému, ktery je

v

s ohledem na uvazované proudéni tekutiny zvolime za &8s element plosky P,
prochézejici stfedem soufadnicového systému (obr.13.3), kterym je stied
elipsoidu. Protoze pti pohybu tekutiny dochazi k zachovani vitivosti, pone-
chavajici pevnou polohu tekuté ¢astice v pocatku soufadnicového systému,
vymezeny element jako povrch tekutiny se bude deformovat a otacet v pro-
storu, aniz pfitom dojde k zmén¢ polohy jeho stiedu. To vSak znamena, ze
08 = 0s(t) bude jen funkci ¢asu a nikoliv funkci prostorovych soufadnic.
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S pfihlédnutim k tomuto faktu vysledkem dosazeni (13.39) a (13.40) do
(13.27) a (13.42) je vztah

. a. .

I=[w,l], [|=—"—F6s, i=12,3, (13.43)

a,a,d,

roz$ifeny o zapis
d
—(m,H=0. (13.44)
dt

Muzeme tedy fici, Ze pii proudéni z tfidy uvaZovanych poli se element Js
vici tekuting pevny se vyviji v prostoru podle Poissonovy rovnice (13.43)
a pro Kelvinav invariant dostavame

K,=m-l.

Uvazime-li dale, Ze m se rovnéZz nepohybuje vzhledem k tekutiné a formal-
n¢ lze rovnici (13.41) ztotoznit s rovnici (13.43), zaménou I za m v (13.44)
dosp&jeme k zavéru, e invariant m” pro hydrodynamicky setrvacnik je pii-
mym diisledkem Kelvinova teorému, tedy thrnem teorému 1 pro zobecnéné
tuh¢ téleso. Tehdy

m* =n([ + 1, +1),

kde 7;, i=1, 2, 3, je cirkulace rychlosti na okraji i-t¢ého hlavniho fezu
elipsoidu.

Pojednani o Kelvinové teorému a Moffatové hydrodynamickém inva-
riantu zakon¢ime studii o potencidlovém viru [22].

Vyklad zahéjime pfipomenutim Eulerovych-Poissonovych rovnic, popi-
sujicich pohyb zobecnéného tézkého setrvacniku v soufadnicovém systému
pevné spojenym s télesem:

m=[m,w|+ ug|l,y], (13.45)

y=[r wl, (13.46)

kde je [, ] vektorovy soucin, g gravitacni zrychleni, ¢ hmotnost setrvacniku,

v

vektor ve sméru sily tize s potencidlem ¢. Existence prvych integralt
pohybu systému (13.45), (13.46)
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E:%m~w+glo~y, I, =my, y=yvy (13.47)

vyjadiuje zachovani celkové energie tuhého setrvacniku, projekce jeho
momentu hybnosti do sméru pole a zachovani délky vektoru ¢ v pevném
soufadnicovém systému. Invariance nejvice nas zajimajici veliiny 77, je
spojena s teorémem Noetherové, podle néhoz piitomnost tohoto prvého
integralu pohybu je dusledkem invariance potencidlni energie té¢zkého se-
trvacniku rotujiciho kolem sméru plisobeni gravita¢niho pole.

Zatimco je konstrukce zobecnéného tézkého setrvacniku pifi platnosti
jmenovanych mechanickych invariantii zaloZena na jeho konfigura¢nim pro-
storu SO(3), orientaci na konfigura¢ni prostor SDiffD vznikd potieba
formulovat pfislusné invarianty pro SDiffD, tj. pro grupu difeomorfismt
ohranicené oblasti D trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru, zachova-
vajicich objemovy element.

Uhlova rychlost tohoto zobecnéného tuhého setrvaéniku piedstavuje
nedivergentni Eulerovo pole rychlosti proudéni nestlacitelné stratifikované
tekutiny popsané rovnici

%‘tl:[u,rotu]—grad(p+;u2)+pg. (13.48)

Zde je g vektor gravitacniho zrychleni a p= p(x,f) odchylka hustoty stra-
tifikovaného prostiedi od jeji konstantni stfedni hodnoty, podle domluvy

rovné jedné. Pro nestlacitelné prostiedi je p lagrangeovsky invariant, tj.

dp.dp
dt ot

V terminech momentu hybnosti M =rot u zapisujeme rovnici (13.48) ve
tvaru

+WU,V)p=0.

orotu
Ot

ktery je spojovan se jménem Friedmannovym. Pfechod od (13.49) k (13.48)
lze provést pomoci bilinearni formy B=(§,n), dané vztahem

<B(§.n).§ >= <[n,§]§ > prolibovolnd n, ¢, § € g.
Ze zpusobu konstrukce zobecnéného tuhého setrvacniku s lagrangianem
uréenym rozdilem kinetické a potencidlni energie je zfejmé, Ze prvému

={u,rotu} +[g,grad p], (13.49)
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invariantu (13.47) odpovidd v hydrodynamice celkova energie tekutiny,
v nasem piipade

E :é j w2+ j 2p(X,1)z6U, (13.50)
D

D

kde je z vertikéalni soufadnice.

Z pozice teorému Noetherové (viz oddil 13.7) nyni posudme otazku
o tom, existuje-li hydrodynamicka analogie invariantu 77,, a jaky je jeho
hydrodynamicky smysl. Predesilame, Ze vektor ¢ ve vztahu (13.47) muze-

me povazovat za normalu k ekvipotencidlni plose t¢zkého setrvacniku. Neni
tézké si predstavit, Ze Ulohu ekvipotencidlnich ploch ve stratifikované
nestlacitelné tekutiné hraji plochy konstantni hustoty, protoze celkova po-
tencialni energie tekutiny se zachovava pii libovolnych zobrazenich
z SDiftD, neménicich funkci p(x,f). Uvédomme si, Ze infinitezimalni tekuta
kiivka Cj celd lezici v pocateCnim Casovém okamziku na takové ekvi-
potencidlni ploSe na této plose nadale ziistava spolu s orientovanym elemen-
tem 08y, ohranicenym touto kiivkou. VSimnéme si, Ze 88y zaujima pevnou
polohu vici tekuting, plati (13.37) a k evoluci rot u dochazi podle (13.49).
Odtud sezname, Ze veliCina

K, =rotu-s,= fu-5l, K,=0 (13.51)

G

je lagrangeovskym invariantem pohybu; protoze jsou vektory sy a gradp
kolinearni, druhy s¢itanec na pravé stran€ (13.49) nema vliv na chovani K.

Na zékladé poslednich vyrokd muzeme fici, Ze prvy integral pohybu,
ktery podle teorému Noetherové existuje v disledku vzpominané symetrie,
je zvlastnim ptipadem Kelvinova invariantu — cirkulace rychlosti podél
uzaviené tekuté kiivky, uplné lezici na plose konstantni hustoty. Tim jsme
dosli k invarianci potencialového viru

I1, =rotu-grad p, (13.52)

ktery lze povazovat za hydrodynamickou analogii mechanického invariantu
71, (viz (13.47)).

Abychom se presvédcili o spravnosti tohoto tvrzeni, predstavme si viro-
vou trubici protinajici plochu konstantni hustoty p= py. (Virova trubice je
utvar analogicky k proudové trubici v poli rychlosti). Prifezem trubice je
uzaviend kontura Cy, celd lezici na ploSe konstantni hustoty. Dvé blizko
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sob¢ lezici plochy konstantni hustoty oy a py + dp vymezuji valcovy ele-
ment trubice o objemu

Su =58, |on, (13.53)

kde je oh vyska vélce. Pro dp mizeme psat
op = grad p-noh. (13.54)

V (13.54) je n jednotkovy vektor normaly k ploSe konstantni hustoty, lezici
ve sméru gradp. Porovnanim rovnic (13.53) a (13.54) dostavame

ou ou
oS, =—-—n="grad p. 13.55
0= 5, 5pg p ( )

Kdyz nyni dosadime (13.55) do (13.51), je zfejmé, ze invariance K, impli-
kuje invarianci potencialového viru (13.52), nebot’ pro nestlacitelné pro-
sttedi se ou pti pohybu tekutiny zachovava.

Na tomto misté je vhodné poznamenat: k analogii mezi popsanymi
mechanickymi a hydrodynamickymi invarianty se témét bezprostiedné
dopracujeme, jestlize ve vyrazu pro I7,, (viz (13.47)) zaménime y vekto-

rem grade a pravou stranu (13.52) vynéasobime veli¢inou g. Tehdy oba in-
varianty jsou dany skalarnim soufinem momentu hybnosti a gradientu po-
tencialu vnéjsiho pole, nebot ve stratifikované tekutin€ je zrychleni volného
padu vyslednici gravitacniho a archimedovského zrychleni.

Také neni bez zajimavosti okolnost, Ze popsanou analogii lze v jistém
smyslu rozsifit na rovnice dynamiky plynti. Podobné jako je ideélni neho-
mogenni nestlacitelnd tekutina stratifikovana na plochy konstantni hustoty,
dokonala stlacitelna kapalina je stratifikovana na navzdjem se neprotinajici
plochy stejné entropie a tekutd Castice nachazejici se v poc¢atecnim ¢asovém
okamziku na libovolné plosSe, stale na ni zlstava, nebot’ specifickd entropie
je lagrangeovskym invariantem pohybu. Vice o tom v [21].

Diive nez nazna¢ime cestu mozného uplatnéni vysledkii nasi ¢innosti
tykajici se invariance jistych objektii, podotknéme, Ze rovnice zobecnéného
tézkého setrvacniku s konfiguraénim prostorem P(3) (danym grupou afin-
nich zobrazeni plochy rovnoosého elipsoidu do sebe) a pravoinvariantni me-
trikou, velmi dobfe popisuji pohyb stratifikované tekutiny v dutin€ elipsoidu
ve tfid¢ linearnich poli rychlosti a hustoty, a az na zaménu W — —w se
shoduji s Eulerovymi-Poissonovymi rovnicemi (13.45), (13.46). V tomto
piipadé slozky vektoru jsou rozdily hustoty na hlavnich poloosach eli-
psoidu, Iy je konstantni vektor zavisejici na orientaci elipsoidu v prostoru
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vzhledem k sile tize, u=1/py (oo je stiedni hustota tekutiny) a invariant
II, =m-y odpovidd potencidlovému viru (13.52) vuvazované tiidé
feSeni.

Prestoze nelze ocCekavat okamzity prakticky vyznam zde uvedenych
zéveért, pod zornym uhlem obecné hydrodynamiky neni obtizné si pred-
stavit, s jakymi vlastnimi fyzikalnimi objekty mame co Cinit, pokud je na
misté jejich invariance. Ziskané zavéry o fundamentélnich hydrodynamic-
kych invariantech bezesporu mohou byt pro nés uzitecné pii ziskavani
jednodussich hydrodynamickych modeld, zachovavajicich zékladni vlast-
nosti symetrie vychozich pohybovych rovnic. Je na misté¢ otdzka, co je
podstatné pro vznik a vyvoj takovych objektli, jakymi jsou napf. tornada
a tropické cyklony a nema-li zde urcujici ulohu prave ,,spirdlovy” pohyb
s integralnim Moffatovym invariantem. S ohledem na slozitost takovych
utvarit a potize pii jejich popisu, pfitahuje nasi pozornost piechod ke
kone¢nédimenzionalnim modelim hydrodynamickych Eulerovych rovnic
pro nestaciondrni proudéni dokonalé tekutiny s rtiznou nenulovou ,,spiralo-
vitosti“. Podle teorém 3 neexistuje nestaciondrni feseni pohybovych rovnic
dokonal¢ homogenni nestlacitelné tekutiny pro kone¢nédimenzionalni dy-
namicky systém ze tiidy zobecnénych tuhych téles s nenulovym invariantem

Hy (viz H,, = f u-rotudu). V geofyzikalni hydrodynamice pro analyzu
D

a interpretaci uvedenych zavéri povazujeme souradnicové plochy za plochy
konstantni entropie a potencidlového viru. Pohyb dokonalé nehomogenni
tekutiny se déje na téchto plochach, nebot' se zde setkavame s lagran-
geovskou invarianci entropie a potencidlového viru. Informace o ptivodu
potencidlového viru mohou pfispivat k pochopeni ulohy nediabatickych
faktort porusujicich invarianci potencidlové vifivosti [21].

13.5 Zobecnéné tuhé téleso a dynamika globalnich
barotropnich a baroklinnich toka v geofyzikalni
hydrodynamice

Ziskéavani poznatkli o chovani t€zkého setrvacniku v poli Coriolisovych sil
a jejich vyuzivani v geofyzikalni hydrodynamice si zaslouzi pozornost zej-
ména ze dvou diavodi [22]. Oba reflektuji fakt, Zze Eulerovy rovnic setr-
vacniku a Eulerovy-Poissonovy rovnice tézkého setrvacniku, na strané jedné
a Eulerovy pohybové rovnice nestlaCitelné tekutiny a pohybové rovnice

307



slabé stratifikované tekutiny v Boussinesqové aproximaci na stran¢ druhé,
jsou riznymi modifikacemi rovnice zobecnéného tuhého télesa. Jsou to
geodetiky libovolné Riemannovy metriky na libovolné Lieové grupé, po
nichz dochazi k pohybu zobecnéného tuhého télesa v konfigura¢nim (fazo-
vém) prostoru danym touto grupou. Jeho kinetickd energie je pozitivné
definitni kvadraticka forma na Lieové algebfe Lieovy grupy. V mechanice
je to grupa vlastnich rotaci SO(3) trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru,
v hydrodynamice grupa difeomorfismii SDiffD ohrani¢ené oblasti D Euklei-
dova prostoru, zachovavajicich element objemu. Grupa SO(3) je izomorfni
grupé P(3), tj. grup¢ afinnich zobrazeni elipsoidu s riznymi osami do sebe a
tato grupa je podgrupou SDiffD. Proto feSeni rovnic zobecnéného tuhého
télesa na grupe SDiffD s ,,hydrodynamickou metrikou* je ze tiidy ptesnych
partikularnich feSeni rovnic hydrodynamiky.

Dalsi vyklad zapo¢neme pohybovymi rovnicemi tuhého télesa s pevnym
bodem v poli Coriolisovych sil a jejich naslednou hydrodynamickou
interpretaci. Otaci-li se tuhé téleso kolem pevného bodu, zvolime jej za

pocatek souradnicové soustavy Ox;x,x; Vv prostoru pevné a zaroven za
pocatek soufadnicové soustavy Oxix,x3 v télese pevné. Jestlize je vysledny

moment silové dvojice N= O, plyne z rovnice M = N , Ze moment hybnosti
M je vektor velikosti i sméru v prostoru konstantni. Pro pozorovatele
v soustavé Ox;x;x; je to vektor stalé délky a stalého sméru. Pro pozo-
rovatele v soustavé Oxixpx3 je to vektor stalé délky, jehoz smér se spojité
meéni. Nasim tkolem je uvést, jak se méni.

Poznamka 14: z pohledu teorie grup se mechanické a hydrodynamické systémy od sebe lisi
tim, ze jejich kineticka energie zadavajici metriku na jejich konfiguracnich prostorech je
levo a pravoinvariantni. To znamend, Ze pii hydrodynamické interpretaci feSeni rovnic
v mechanice a naopak, jim odpovidajici soufadnicové soustavy Ox;x;x; a Oxxx3 si vymé-
ni ulohy. Napfiklad Lagrangeové popisu tekutiny odpovidd v mechanice popis v sou-
fadnicovém systému pevnym v prostoru a pii Eulerovu popisu volime soufadnicovy systém
v télese pevny. Mame-li tedy na zfeteli pouziti rovnic mechaniky pro Eulertiv popis pohybu
tekutiny v poli Coriolisovych sil, zajima nas pohyb tuhého télesa kolem pevného bodu
v systému, ktery se ota¢i konstantni uhlovou rychlosti £, v soustavé v télese pevné.

Nez ptikro¢ime k vlastnimu tématu, vezméme na védomi tuto pozndmku ke
zvolené terminologii: Pujde-li o vychozi (vzorové) pohybové rovnice,
mluvime o plvodnich rovnicich. O jejich kvazigeostrofické aproxima-
ci piSeme jako o ,,kvazigeostrofickych rovnicich* a pfi rozvoji urcité stavo-
vé proménné podle jistého fidicitho parametru, jenz je ,,mnohoclenem
urcitého stupné®, zavadime termin ,,redukovany rozvoj«.
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Budiz nyni w thlova rychlost rotace télesa ve vybraném soufadnicovém
systému. Poté vzhledem k soufadnicové soustavé Ox;x,x; v prostoru pevné
se tento systém otaci s uhlovou rychlosti w + Qy a plati

M =M, +|w+0Q,M,]. (13.56)

Zde je M; moment hybnosti vzhledem k prostoru, M, kineticky moment
vztazeny ke zvolenému soufadnicovému systému. Za nepfitomnosti vnéj-

sich sil M. = O a dale
M =M, w+0Q) (13.57)
Oznac¢ime-li M moment hybnosti vzhledem k systému pevnému vici télesu,
mame
M =M+M,, (13.58)
kde je My, moment hybnosti odpovidajici thlové rychlosti .
Ptejdéme k soutadnicovému systému pevnému vzhledem k télesu, které

se otaci vici prostoru s uhlovou rychlosti —Q,. Uvazime-li (13.58), mizeme
polozit

M+M,—[Q),M+M,]=[M+M, w|+M+M,Q,].

Pti MO = O pohybové rovnice tuhého télesa v poli Coriolisovych sil, indu-
kované rotaci systému vuci télesu s konstantni rychlosti £, maji tvar

M=M+M,w|, M=lw, M,=1Q,. (13.59)

V (13.59) je | tenzor setrvacnosti, ktery v souradnicovém systému pevném
vzhledem k télesu nezavisi na Case.

S ptihlédnutim k Eulerovym-Poissonovym pohybovym rovnicim tézkého
setrvacniku (otaci-li se tuhé téleso kolem pevného bodu, ktery neni jeho
vzhledem k nému; takové téleso se nazyva tézkym setrvacnikem), pohybové
rovnice tuhého télesa v gravitatnim poli a v poli Coriolisovych sil zapisu-
jeme ve tvaru

M =M +M,,w)|+ ugly.1,), (13.60)

y=[r.w, M=lw; (13.61)
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4 je hmotnost télesa, g zemské zrychleni, y jednotkovy vektor ve sméru

A%

Jak bylo jiz feceno, mechanické systémy popisujeme v terminech grupy
SO(3), izomorfni grupé€ afinnich zobrazeni elipsoidu do sebe, ktera je pod-
grupou SDiffD. Proto spojujeme zobecnéné tuhé téleso na této grupe,
opatfené ,,hydrodynamickou metrikou®, s pfesnymi partikularnimi feSenimi
rovnic hydrodynamiky. Pfi hledani takovych dynamickych systémt vyjde-
me z rovnic, popisujicich pohyb rotujici slab¢ stratifikované nestlacitelné
tekutiny v Boussinesqové aproximaci

%—:+(V,V)V+2[.QO,V]:—p01Vp—gT/To, (13.62)
Z-I—(V,V)T:O, divv =0. (13.63)

Zde je vpole rychlosti, py stfedni hustota tekutiny, p tlak a 7" odchylka

teploty prostfedi od rovnovazné hodnoty 7, spojené s odchylkou hustoty p

od py; T/Ty =—p/py. Zajima nés pohyb tekutiny v dutiné elipsoidu

2 + x—zz + x—%
a, 3

S(ry="1
1

-1=0
ve tfidé prostorové-linearnich nedivergentnich poli rychlosti
3
v(r,n = o(w,r), (13.64)
i=1

te¢nych k okraji proudové oblasti (w;,V)S=0, i=1, 2, 3) a také v pro-
storove-linearnich polich teploty (VT nezavisi na r)

T(r,t):(r,VT):a—Txli+a—Tx2j+a—Tx3k; (13.65)
ox, ox, Ox,4

i, j, kjsou jednotkové vektory ve sméru kartézskych soutadnicovych os.
Vztahy (13.64) a(13.65) plati v soufadnicovém systému, jehoz osy se
shoduji s hlavnimi osami elipsoidu. Nedivergentni pole w;, i =1, 2, 3, jsou
ortogonalni:

[w,w))dx dx,dx, =0, i= .
D
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Poissonovy parametry @; jsou spojeny se slozkami vorticity vztahy
a +a; a+al a +a
p = a)l s X = 29 ‘(")’x =
1 2 3
a,a, a,a, a,a,

Na zakladé vyse uvedenych vztahi s piihlédnutim k Friedmannové rov-
nici a rovnici pro q=V7/Ty

Ye)
§+{n+2ﬂo,v}=[g,q],

oq ov

—+ vV, V =Y

o (v.V)g=—-q .
kde je {A, B} =(B,V)A —(A,V)B Poissonova zavorka vektorovych poli A,
B, dospivame k zapisu

M =[w,M+2M,|+¢[l,,0], (13.66)
0 =[w,o]. (13.67)
Zde je M=lw, My=lw,, | diagonidlni matice snenulovymi prvky

I,=a;+ai, I,=a; +a., I,=a +a,, g zemské zrychleni, Iy = acosai +

+ arcosapf + ascosask (cosay, i=1, 2, 3 jsou smerové kosiny uhll, které

svira smér vektoru g s hlavnimi osami elipsoidu) a slozky vektoru o jsou

rozdily teplot na hlavnich poloosach elipsoidu pii bezrozmérné hodnoté 7:
oT oT oT

o="T," (a,—i+a,— j+a,—k).
o (@ ox, % Ox, I a Ox, )

Povsimnéme si, ze (13.66), (13.67) se shoduji, az na zdmény w — —w,
Wy — —Wy, s rovnicemi (13.60), (13.61), tj. s pohybovymi rovnicemi tuhého
télesa v souradnicovém systému otacejicim se vzhledem k télesu tthlovou
rychlosti 2wy a pfi =0 (homogenni tekutina) s rovnici (13.59) volného
pohybu setrvacniku v poli Coriolisovych sil. Nutnost takovych zamén je
dana rozdilnymi metrikami v mechanickych a hydrodynamickych systé-
mech. Riemannova metrika konfigura¢niho prostoru, indukovana kinetickou
energii proudici tekutiny, je v pfipadé¢ grupy SDiffD proudové oblasti D
pravoinvariantni na rozdil od grupy SO(3) prostoru R’, kde je levo-
invariantni. Dvojnasobek rychlosti systému je dan tim, Ze rotor rychlosti je
dvojnasobkem uhlové rychlosti lokalniho rotacniho pohybu tekutiny.
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Jesté nez prikroCime k vykladu barotropniho hydrodynamického setrvac-
niku v poli Coriolisovych sil, feknéme si, ze na (13.59) az (13.61) nahlizime
jako na model globélnich barotropnich a baroklinnich tokl v rotujicich
tekutinach.

Mame-li na mysli prave takovy setrvacnik, jsou 7"a 0 rovny nule a pohyb
je popsan rovnicemi

M=w,M+2M,)], M=lw, M,=Ilw, (13.68)
Po substituci M’ = M + 2M, nabyva systém (13.68) tvaru
M =[wM], M =lw+2w,). (13.69)

Vynasobenim (13.68) vektorem w a (13.69) vektorem M'ziskame dva prvé
integraly

2FE = (w,M)= .o} + Lo, + Lo;, (13.70)
M” = (Ml +2M01)2 +(M2 +2M02)2 +(M3 +2M03)2- (13.71)

V hydrodynamice s integralem (13.70) spojujeme zachovani kinetické
energie v uvazované tiidé proudéni. Druhy invariant (13.71) je disledkem
Kelvinova cirkula¢niho teorému. Jestlize bez jmy obecnosti polozime
M, =0 a je-li C uzaviena kontura ohranicujici infinitezimalni orientovany
element plosky ¢s, Kelvinlv invariant 1ze vyjadfit ve tvaru

K= f (v,51) = (Q,55).

Zachovani K znadi, Ze

4K _d o 55 8050 qdds
dt dt dt dt
d 0
—=—+(V,V).
t Ot ( )
Protoze v homogenni tekutiné vyhovuje 2 Helmohltzové rovnici
Lo =(Q,V)v,
dt
dostavame
dés _ . _ov
ds or’
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Pro veli¢inu os tedy plati rovnice analogickd diive uvedené rovnici pro
casovou zménu vektoru g, popisujici evoluci V T'v nehomogenni tekuting.
Nazna¢me postup, kterym lze prokazat platnost véty o smyslu invariantu
(13.71). Pro uvazovanou tiidu proudéni vezméme za oS element plosky se
psoidu. Pti proudéni s konstantni vorticitou, které zde mame na mysli, kde
castice tekutiny v poc€atku referen¢niho systému zistava v klidu, se vymeze-
ny element, povazovany za tekutou plochu, bude jen deformovat a pootacet
v prostoru, aniz pfitom dochazi ke zméné polohy jeho stiedu. Proto
0s = 85(1) a tato velicina je funkei Casu a nikoliv prostorovych soufadnic.
Oviem pak (d/dr) (M))=0, kde je I=[w.l], ;= (al/arazas)Ss;, i=1, 2, 3
atak Kelviniv invariant mizeme zapsat ve tvaru K= (M|). Zavér je
nasnad¢€. Protoze rovnice pro vektor M je formalné totozna s Poissonovou
rovnici, staci provést zaménu | za M a tak je platnost tvrzeni o invariantu
(13.71) zfejma. Podotknéme, ze pii Q# 0 misto M je tfeba uvazovat
M' =M +2M, a ptislu$na rovnice je rovnéz formalné shodna s Poissonovou

rovnici.

Vratme se k zapisim (13.70) a (13.71). Odtud ziskame informace o cho-
vani barotropniho setrva¢niku v poli Coriolisovych sil, aniz bychom museli
integrovat jeho pohybové rovnice. Zjistujeme, Ze v prostoru momentl
hybnosti jsou trajektorie setrvacniku kiivky, ptedstavujici priniky ,.ener-
getickych® elipsoidli

MP My M
+ +
2EI, 2EI, 2EI,

=1

s ,,cirkulacnimi* kulovymi plochami

1

(M, +2M,,)" | (M, +2M,)" | (M, +2M,,)°

M" + M" + & -
se stiedem v bodé —2M; a s polomérem |M'|=|M +2M,|. Typické fazové
trajektorie dynamického systému (13.68) jsou na obr. 13.4 a vztahuji se
k riznym hodnotam Rossbyho parametru ¢ = |M|/ |2M0|. Z hlediska hydro-
dynamiky tyto portréty ilustruji proces postupného zaniku slozitych pohybii
pii nartstajicim vlivu Coriolisovych sil. Pfi poklesu hodnot & (pocinaje
& = o) dochazi postupné k ,,vymizeni“ nejprve jednoho a poté i druhého
hyperbolického bodu.
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Obr. 13.4 Zmény fazovych portrét pro trajektorie pohybu trojosého elipsoidu
v rotujicim soufadnicovém systému pii zmensujicim se parametru & [21].

Poznamka 15: necht’ X, je rovnovaznym stavem soustavy X = f(x), kde x = (x, x5, ..., X,) €

e R" af:R">R". Oznaéme A= Df(x,) diferencidlni zobrazeni f:R"—>R" vbodé x;
(Jacobiho matici zobrazeni f vbod€¢ X;). Rovnovazny stav nazyvame hyperbolickym,
jestlize vSechna vlastni ¢isla matice A maji nenulové realné ¢asti. Potud definice. Dodejme,
ze diferencidlni rovnice X =f(x) je lokalng strukturdlné stabilni v okoli svého rovno-

véazného stavu X, pravé tehdy, je-li rovnovazny stav X, hyperbolicky. Rovnice X = f(x) je
strukturalné stabilni, existuje-li takové okoli U pole f, Ze pro kazdé pole veU je soustava
X = v(x) topologicky orbitaln& ekvivalentni se soustavou X = f(x). To znadi, Ze existuje
homeomorfismus h: R"—>R", ktery zobrazuje trajektorie jedné soustavy na trajektorie druhé
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soustavy pfi zachovani sméru jejich probihdni, aniz parametrizace trajektorii musi byt
zachovana.

Globalnim geofyzikalnim toklim odpovidaji mald Rossbyho disla, pii
nichz trajektorie barotropniho setrvacniku jsou priniky elipsoidu se soubo-
rem ploch ortogonalnich k vektoru M,. Odtud dochazime k poznatku:

1. Fazovy portrét geofyzikalnich tokG hydrodynamického barotrop-
niho setrvacniku tvofi uzaviené eliptické trajektorie bez hyperbolickych
bodu;

2. Pti malych Rossbyho cislech se prakticky zachovava projekce mo-
mentu hybnosti do sméru M (s presnosti az na O(&%), kde je O Landauiv
symbol.

Pohyb po uzavienych trajektoriich nejjednoduseji popiSeme za piedpo-
kladu, ze smér vektoru My lezi ve sméru jedné z hlavnich os elipsoidu,
feknéme z (tj. x3). Tehdy (13.68) lze ptepsat do tvaru

Lo, =, —1,)o,0, +2l,0,0,,
Lo, = (I, - L)oo, +21,0,0, (13.72)

Lay = (1, —1))0,0,.

Jestlize s<<1, M, = O(&”), M, =M, ,+O(s*), M3y =konst = O(¢), s pies-

nosti az na Gleny fadu & pro proménné X =(L)"’M,, Y= (1))"*M, plati

rovnice
X =2(1,1,)"’ LY,Y =-2(1,1,) "’ Lo, X.

Odtud nahlédneme, Ze se koncovy bod vektoru M a také vektoru M™ po-
hybuje po eliptické draze M /I, +M?*/I, =konst s (thlovou rychlosti

o= -2L(1,1,)"w, =2aa,(1,1,)"*Q,,

tedy ve sméru proti rotaci souradnicového systému.

Uhrnem lze ¥ici: Pii dudlnim pfistupu k pohybovym rovnicim tuhého
télesa upevnéného v bod¢ 1ze takové pohyby barotropniho setrva¢niku spolu
s ptfibliznou invarianci projekce jeho momentu hybnosti do sméru vektoru
M, povazovat za preobraz S§ifeni planetarné-setrvaénych vin. Tyto viny
unaseji moment hybnosti ve sméru proti rotaci Zeme¢ a plati piiblizna in-
variance (lagrangeovskd) vertikdlni vorticity globdlnich atmosférickych
pohybt [22].

Stale m¢jme na zieteli to, Ze z pohledu Arnoldovy konstrukce zobec-
néného tuhého télesa (obsahuje Eulerovy pohybové rovnice dokonalé teku-
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tiny) a jejiho rozsifeni na pohyby ve vnégjSich silovych polich, mizeme
povazovat pohybové rovnice tézkého setrvacniku v poli Coriolisovych sil za
model baroklinniho toku rotujici tekutiny v gravitacnim poli. Pfi nulové gra-
vitaéni sile interpretujeme rovnice mechaniky jako model barotropniho
proudéni v rotujici tekutin€. V tomto ohledu ndm vice napovi tfi prvé inte-
graly systému (13.66), (13.67):

E=(1/2)(w,M)+¢g(l),0), M=(M+2M,),0), G=(0,0). (13.73)
Tyto integraly po fadé predstavuji zdkon zachovani celkové energie

E:(1/2)poj(v,v)dxldx2dx3—(pO/TO)J'(g,r)deldxzde, (13.74)
D D

lagrangeovskou invarianci potencidlového viru
IT=((2+2Q,)),VT) (13.75)

a teploty 7 vuvazované tfidé¢ feSeni vychozich rovnic hydrodynamiky
(13.62), (13.63).

Poznamka 16: systematicky zde pouzivame tvaru ,,potencialovy misto ,,potencialni®, aby
nedoslo k nedorozuméni. Termin ,,potencialni je opravnén u potencialni energie a pouziva
se téz ve slouceninach, kde chybny vyklad nehrozi: ,ekvipotencialni plocha®“. Rovnéz
v hydrodynamice se mluvi o proudéni potencialovém a nikoliv potencialnim [23, 24].

V terminech grupového formalismu, uplatiiujiciho se v konstrukei zobec-
néného tuhého télesa, budeme povazovat veli¢iny (13.73) za mechanické
preobrazy hydrodynamickych invarianti (13.74), (13.75) a teploty 7. A to
v tom smyslu, Zze obéma modelim piisuzujeme zékladni vlastnosti symetrie
rovnic hydrodynamiky.

Dalsi vyklad, sméfujici k ziskani kvazigeostrofické aproximace pohy-
bovych rovnic baroklinni tekutiny, zapocneme vyctem pozadavkl ptfiznac-
nych pro geofyzikalni hydrodynamiku:

1. Rossbyho parametr £=U/fL=w/f, spolu sparametry &=
= 2%/ gH, = 0(s), n=N"H,/g=0(¢g)povazujeme za mala &isla. Zde je fo
Coriolistv parametr, L a H charakteristické horizontalni a vertikalni métitko
geofyzikalnich tokti, U a w jejich typicka rychlost a vertikéalni vorticita. Déle
je N Bruntova-Vaisalova frekvence N = ((g/7)(07 Jox3))"2, T/ox5>0;

2. Pohyb povazujeme za kvazistaticky a kvazigeostroficky tj. s pies-
nosti az na O(¢) uzivame vztahu pro termalni vitr;

3. Plati rovnice zachovani potencidlového viru a potencidlové teploty
(v nasem pftipadé 7), jejichz rozvoj podle malého parametru & provadime
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s piesnosti az na O(&%). Také pozadujeme, aby smér vektoru g byl rovno-
bézny s hlavni osou elipsoidu Ox; (poloosa a3), kterd je osou rotace systému
s thlovou rychlosti Q) a uvazime vyse uvedené pozadavky pro ziskani
kvazigeostrofické aproximace rovnic (13.66), (13.67).

Jako parametry &, L* a H, v Gvahu pfipadaji veli¢iny

2 2 2N\1/2
e=0/2w, o= +o,+o;)",

20 =1,=a’ +a;, H,=a,.

Poté dostavame
_4ol(@+ad) 20},

£ ~0(e), (13.76)
2a,g a8
2
=8 g aN o) (13.77)
T, ox, a, g

Pro rovnice hydrodynamiky (13.62), (13.63) v Boussinesqové aproxima-
ci piSeme vztah pro termalni vitr ve tvaru

-2(0,,V)v =T,'[9,VT]+O(¢). (13.78)

Podle (13.78) pomér zanedbanych ¢lent k ¢lenim zbyvajicim je fadu & Ve
slozkéach (13.78) plati

X X
5 ’ 1 ‘(’9T ? (13.79)
&2 L 0.
Ox, 20T, Ox,
Ptihlédneme-li k rovnicim (13.66), (13.67), pro termalni vitr dostavame
(w,2M, |+ g[l,,0]=O(¢) (13.80)
atedy (I, = (0, 0, —a3))
0,4,8 04,8
0, =———=24+0(¢), o =———==24+0(¢). 13.81
) 2o, (), o 2L, (&) )

Vezmeme-li nyni na védomi (13.79), dospivame k vyjadieni @, oc Ou/Ox3 oc
oc —0T/0xp, @y o -Ow/Ox3 o« —0T/0x; a tyto vyrazy lze povazovat za slozky
termalniho vétru.
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Na zéklad¢ zapist (13.81) a (13.76) mizeme polozit @/ < @/ ay o<
o O(&) = 3/0(&) = 61/0(¢) a tak bude oy o< 03 = O(&?).
Nasim dal§im pocinem je ptepis rovnic (13.66), (13.67) do slozkového
tvaru:
Loy =, —L)w,0, +21,0,0, + 0,a,g,
Lo, =, —1,)oo,-2,0,0 +0,a.g, (13.82)
Loy =(1, —1))o,0;
0, = 0,0, — 0,0,,
0, = 0,0, — 0,0, (13.83)
0, = 0,0, —0,0,.

Pro pevné body systému (13.82) a (13.83), popisujici stacionarni rotacni
rezimy (k rotaci dochazi kolem hlavnich os elipsoidu), plati vztahy

w=0,=0, 0=0,=0, 0=a0,,

(a)
O3 = O3
w=0,=0, 0=0,=0, 0 =0,,
(b) O, =0,),
2[,0,0,, + 0,a,8 = 0;
w,=w,=0, 0,=0,=0, o =0a0,,
(©) O, =0y,

2Lo,w,, +0o,,a,g = 0.

Proménné oznacené indexem 0 mohou nabyvat libovolnych redlnych hod-
not, nikoliv v§ak proménné s vn¢j$im parametrem ay. Jeste¢ dodejme, ze li-
bovolnym reprezentantem vlastnosti (b) ¢i (¢) je netrivialni piisné geostro-
ficky stacionarni pohybovy rezim pfii libovolné, od nuly rizné hodnoté ay.

Pokracujme v tivahach, jejich smyslem a cilem je ziskani kone¢ného tva-
ru rovnic pro proménné @y, @» a tim i kvazigeostrofické aproximace rovnic
(13.81) a (13.82), popisujicich pohyb hydrodynamického setrvacniku v poli
Coriolisovych sil. Nejprve si povSimnéme, ze z rovnice (13.83) s piihlé-
dnutim k odhadim oy ¢ 03 = O(&%), O3 o« O(¢) a vztahu pro termalni vitr
(13.81) s ohledem na zapis & =21, /a,g = O(¢) dostaneme &, = O(e*).
Je tedy o3 = 030 s vysokou presnosti konstantni veli¢inou a lze uvazovat
rovnice
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o, — 0,0, — 0,0

| 030 50755

) (13.84)
O, = W0;0, — W0y

Na (13.84) nahlizime jako na analogii ,redukovaného* rozvoje (podle
parametru &) vztahu pro ,,potencidlovou‘ teplotu (ptesnéji pro jeji gradient),
vyjadfenou v terminech termalniho vétru.

Nyni je tieba fici, co minime potencialovym virem v kvazigeostrofické
aproximaci. Tohoto zdméru docilime, vezmeme-li na védomi, ze v disledku
vyse provedenych odhadt Ize vyraz pro (viz (13.73))

7=(M+2M,),0)= 100, + 1,00, +21,0,0,
vyjadfit vztahem
T = L,2w, + ,)o,, + 0(&?). (13.85)

Odtud vidime, Ze prvy s¢itanec na pravé stran¢ (13.85)

1T =1,Qw,+ w,)o,, 11 =200,

predstavuje potencidlovy vir v kvazigeostrofické aproximaci. Jeho evoluci
popisuje prva rovnice v systému (13.82), kterou Ize s pfihlédnutim k sché-
matu (a) az (c) ziskat zrovnic F =0, (13.81), (13.83) a dvou poslednich
rovnic (13.83).

Vyslovme nyni dilezité tvrzeni o kvazigeostrofické aproximaci pohy-
bové rovnice hydrodynamického setrvacniku v poli Coriolisovych sil:

Véta 1. Kvazigeostroficka aproximace rovnic (13.82) a (13.83) Sestého
fadu popisujicich pohyb hydrodynamického tézkého setrvacniku v poli
Coriolisovych sil, nas pfivadi k dynamickému systému tretiho fadu ve tvaru

Lo, =, —1)ow,,

_| %8 o, + o, |, 13.86
30 3 2
2L,

4,8
2Lw,

, = Oy T @5 |0,

Protéjskem tohoto systému jsou rovnice pro ,,pomalé” proménné v teorii
relaxacnich kmitii, v naSem ptipad¢€ jsou to rovnice popisujici pomalou evo-
luci hlavnich slozek globélnich tok, a to vertikalni vorticity tekutiny a ter-
malniho vétru.
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Poznamka 17: v literatuie se systémy sestavajici z ,,pomalych“ a ,rychlych® proménnych
nazyvaji Tichonovovy systémy. O téchto systémech stru¢né pojedname v oddilu 13.12.

Aditivni konstantu v zdvorkach poslednich dvou rovnic systému (13.86)
stanovime, vydé&lime-li ob& strany rovnic systému (13.86) veli¢inou wy,
piihlédneme k vyrazu pro N v (13.77) a k vztahim a3;=H,, 3= 212
a 4o, = ;. Dostdvime

. a8 HOZN2
=—>0;3 :W
0

B 2071,
V geofyzikalni hydrodynamice povazujeme veli¢inu S za kriterium podob-
nosti s vyznamem parametru stratifikace.
Vénujme 1 nadale pozornost systému (13.86). Po zavedeni bezrozmér-
nych proménnych

(13.87)

x="2 y="2 z7_5:%
23 2 23

7 = w,t (pomald proménna)

ptechazi (13.86) na systém rovnic (nadale bez Ujmy obecnosti necht’ je
a > ap)

X=-YZ, Y=XZ, Z=TIXY, (13.88)

kde I'=(,—1)/1,=(a —a3)/(a; +a;). Systém (13.88) ma dva pozi-
tivné definitni prvé integraly pohybu

QE=TX*+7% 6=X"+7Y". (13.89)

Prvy z nich vyjadiuje celkovou energii systému, druhy chadpeme jako zacho-
vani entropie. Nyni jiz mizeme vyslovit dalsi vétu o kvazigeostrofické apro-
ximaci pohybovych rovnic tézkého hydrodynamického setrvacniku v poli
Coriolisovych sil:

Véta 2. Kvazigeostrofickd aproximace pohybovych rovnic téZkého hy-
drodynamického setrvacniku v poli Coriolisovych sil je ekvivalentni
Eulerovym rovnicim mechanického setrvacniku, v nichz, jako zavislé pro-
ménné, vystupuji vertikalni vorticita tekutiny a slozky termalniho vétru.

Podle této véty je ,,pomala™ varieta (simplest slow manifold) tj. varieta
s pomalou dynamikou tézkého setrvacniku v poli Coriolisovych sil, vnoiena
do trojdimenziondlniho podprostoru jeho Sestidimenzionalniho fazového
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prostoru prinikem ,,vertikalnich® kruhovych valct s ,,horizontalnimi‘ valci
eliptického prufezu, jehoz dalsi osa je osou OX, je-li 0 < "< 1 (obr. 13.5).

Obr. 13.5 Fazovy portrét geostrofického pohybu tézkého setrvacniku [22].

V matematice samotnou varietou rozumime souvisly topologicky prostor, jehoz kazdé-
mu bodu pfislusi okoli, které 1ze vzajemn¢ jednoznacné a spojité zobrazit na okoli bézného
Eukleidova prostoru. Nazornymi piiklady variet jsou plochy, které jsou ¢asti (jsou vnofeny)
do trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru. Je-li X normovany linearni prostor s normou

|| . ||>< a Y normovany linearni prostor s normou || . ||Y , pak prostor X je spojité¢ vnofen do
prostoru Y, jestlize XY a existuje konstanta ¢ tak, ze pro vSechna ueX je
||u ||Y = c|| u||>< Vysledky vyplyvajici z existence a stability zminéné variety (také hovo-
fime pfimo o kvazigeostrofické varieté nebo o hydrodynamické varieté) se mohou uplatnit
i v matematické teorii klimatu, zalozené na teorii dynamickych systémt a jejich ge-
nerickych bifurkacich”.

Podotknéme, ze uvedenymi vlastnostmi (a) az (c) stacionarnich piisné
geostrofickych teSeni Uplného systému pohybovych rovnic (13.81) az
(13.83) zcela popiseme pevné body redukovaného systému (13.88):

(a) X=Y=0, Z=2,

" Vlastnosti trajektorii toku piisluiného k vektorovému poli nazyvame generickymi, maji-li je ,,témét viechna“
vektorova pole. Rikame, Ze n&aka vlastnost je splnéna pro témét viechna x = (2 (skoro viude) v uzavéru

0 mnoziny €2, je-li splnéna pro vSechna x z mnoziny 2\ M, kde M C 2 je mnozina s nulovou Lebesgueovou
mirou. Vezmeme-li napf. ve vektorovém prostoru R" néjakou usporadanou n-tici vektort, pak skoro ve vech
ptipadech jsou tyto vektory linedrné nezavislé. Slovo bifurkace znamend rozdvojeni a pouziva se v SirSim
vyznamu pro oznaceni riznych kvalitativnich zmén nebo metamorféz riznych objekti pfi zménach parametru,
na nichz tyto objekty zavisi. Teorii generickych bifurkaci je mozno povazovat za dynamickou verzi teorie
singularit diferencovatelnych zobrazeni, jejiz specidlnim pfipadem je teorie znama pod ndzvem teorie katastrof.
Vstup teorie dynamickych systéml do geofyzikalni hydrodynamiky a do matematické teorie klimatu
(mathematics of climate modeling) povazujeme za velice progresivni trend, ktery ve svych disledcich dost
mozna zmensi odstup mezi ¢istym a aplikovanym vyzkumem v oblastech hydrodynamiky, ktery mnohdy vedl
k potizim v dorozumivani.
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(b) X=7=0, Y=Y,
(c) Y=2=0, X=X,

VeliCiny s nulovymi indexy mohou nabyvat libovolnych redlnych hodnot
a nulova feSeni X = Y = 0 pfi S # 0, popisujici cirkulaci kolem vertikalni osy,
jsou netrivialni reprezentaci (a).

Pti kvazigeostrofické aproximaci predstavuji feSeni (a) a (b) stabilni sta-
vy, zatimco feSeni (c) je nestabilni. Proto lze veli¢inu 7X* ve vyrazu pro
energii (13.89) povazovat za dostupnou (available) potencialni energii,
schopnou transformace v kinetickou energii vertikalni vorticity.

Pribéh fazovych trajektorii (fazovy portrét) pro rizné hodnoty E je na
obr. 13.6. Stacionarni bod odpovidajici feSeni (b) je pii uvazované apro-
ximaci bodem stabilnim, pfislusejicim stabilni rotaci setrva¢niku kolem
kratké osy. Dalsi stacionarni bod (c) a trajektorie z ného vychazejici, jsou
nestabilni. Pro periodu pohybu po uzaviené orbité¢ dostavame rovnici

do _ (2E - I@sin’* p)"?,

dt
ktera je fteSitelna kvadraturami (tgp= Y/X), tj. elementarnimi funkcemi.
Trajektorie obtaceji kruhovy valec pii /@< 2FE a faze ¢ se méni od 0 do 2.
Jesté dodejme, Ze pii velkych hodnotich E je pohyb po orbité¢ systému
blizky ke kruhovému pohybu s frekvenci f= dg/ds = 2E)">.

Poznamka 18: uvazime-li pfibliznou invarianci o3, 1ze prvé integraly vychoziho systému
(13.82)a(13.83) 2E =10 + 1,0, + [,0; —=20,a,g, @ =0, +0, +0, zapsat ve tvaru

r_ 2 2 2 r_ 2 2
2E' =l + L0, + Lo;, 0 =o0] +0);.

Diive nez pojedname o struktufe a mozné stabilit¢ pomalé variety hydro-
dynamického tézkého setrvaéniku v poli Coriolisovych sil, zdlraznéme fakt,
ze rovnice pomalych pohybii musi byt kvadraticky nelinedrnim dynami-
ckym systémem 3. fadu se dvéma pozitivné definitnimi invarianty pohybu.
Tento systém je ekvivalentni Eulerovym pohybovym rovnicim klasického
setrvacniku, které¢ zaménou proménnych lze vzdy prevést na tvar (13.88).
Avsak je tieba fici, ze prvy z integralti (13.89) po provedené zadméné pro-
ménnych pfechdzi na 2E” jen tehdy, kdyz S = 0. Proto povazujeme parametr
stratifikace S'za miru odklonu fazovych trajektorii vychoziho modelu od
variety systému (13.88).

Této otazce nyni vénujme pozornost, zaméienou na vysledky nume-
rickych experimentl s kvazigeostrofickymi a vychozimi rovnicemi. Vysled-
ky vypocti budeme ilustrovat na prubéhu trajektorii v projekci na fazovy

322



prostor geostrofického systému (@, @, @s). Proudovou oblasti pfitom bude
dutina elipsoidu s poloosami a; = 3, a, = 1, a3 = 2. Pocate¢ni podminky spo-
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Obr. 13.6 Pohyb stratifikované tekutiny v trojosém elipsoidu. Projekce fazovych trajektorii

na rovinu (@, @»). Silnéji je zndzornéna geostroficka aproximace, slab&ji ,,presnd*
trajektorie. Hodnoty parametru stratifikace ¢ini: S = 0,2 (a), —0,2 (b), 0,6 (c), —0,6 (d), 0,65

(e) a 0,65 (f) [22].

jime s nestabilitou kvazigeostrofického tripletu w = (0, 1, 0) pifi pocatecni

perturbaci, w’ = (0, 0, 10”) a piisluiné hodnoty o} a o3 nalezneme ze vztahii

pro termalni vitr. UrCujicim parametrem je parametr stratifikace S [22].
Féazové portréty systémil jsou na obr. 13.7 a 13.8 v potadi rostouciho

modulu S: 0 < | S| < 1. Tato volba odpovidd podminkdm charakteristickym
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pro zemskou atmosféru; parametr S je neménny toliko v kvazigeostrofické
aproximaci. Siln¢ vyznacené kiivky pfislusi kvazigeostrofickému tripletu,
slabé c¢ary jsou projekcemi fazovych trajektorii vychoziho modelu na
dvojdimenziondlni a tfidimenzionalni podprostor zavisle proménnych.

Z obr. 13.7, 13.8 je patrno, Ze dochazi k odklonu od kvazigeostrofického
stavu tim vice, ¢im vét§i hodnoty parametr S dosahuje. Nicméné, pfi vSech
uvazovanych velikostech parametru stratifikace lezi ,,pfesnd* trajektorie
v okoli orbity kvazigeostrofické aproximace a vznika dojem, Ze pii menSich
hodnotach S je kvazigeostrofickd varieta tvofena uzavienymi oboustranné
»zrcadlovymi plochami®, odrazejicimi fazové trajektorie neredukovaného
modelu. Pti > 0 lezi trajektorie uvnitt zrcadel, pii S <0 v jejich vnéjsku.
Popsana situace zlstdva zachovana dokonce tehdy, kdyz ageostroficka
odchylka je srovnatelnd s geostrofickou hodnotou, a to az do S=1 (neni to
kriticka hodnota parametru stratifikace; ptfipady, kdy S> 1 neuvazujeme)
pro kladna S a S| = 0,6 pro zaporna S. V okoli této hodnoty S dochazi
k priichodu trajektorii zrcadlovou plochou z vnéjsi strany. Numerické expe-
rimenty dokladaji, ze pfi S=-0,65 nastdva kvalitativni zména fazového
portrétu: v koneéném &ase (7 ~ 10%) trajektorie zadinaji vypliiovat jim diive
nedostupny prostor (@, @y, @s) a generuje se chaos. Od tohoto okamziku se
méni topologie fazovych portrétl jak pro kladné, tak i zaporné hodnoty S.
Podle obr. 13.7 popsané situaci ptedchéazi utvarejici se symetrie fAzového
portrétu.

Poznamka 19: termin ,,chaoticky” obvykle pouzivime pro popis ndhodného pohybu
v disipativnich systémech a termin ,stochasticky” vztahujeme k hamiltonovskym systé-
mim. I kdyz Ize nahlizet na oba terminy jako na rGiznd vyjadieni ,,stupné¢ nahodnosti®,
obvykle je povazujeme za synonyma. Regeno intuitivné, mame nahodny (stochasticky)
proces tehdy, kdyz jistd veli¢ina se méni v ¢ase ndhodnym zpisobem podle urcitych
pravdépodobnostnich zakonitosti. Da se pak pro kazdy okamzik mluvit napf. o pravdé-
podobnosti toho, ze zkoumana veli¢ina (jde-li o veli¢inu nabyvajici redlnych hodnot)
nabyla hodnoty z ur¢itého intervalu; da se také mluvit o pravdépodobnosti toho, ze celkovy
Casovy prubeh veliCiny mé tu a tu vlastnost, ovS§em jen pokud jde o vlastnost v jistém
smyslu ,,dostatecné j ednoduchou*”.

Zménu v chovani trajektorii pfi poklesu hodnot Sod 0,6 do —0,65
dokumentuje obr. 13.8, na némz jsou zakresleny pruseciky trajektorii s ro-
vinou @; =0 (leva ¢ast obrazku) a @, =0 (prava Cast obrazku). Po ztraté
symetrie fdzového portrétu nabyvéa plocha, na niz lezi trajektorie, velmi
komplikovany tvar.

" Pro zijemce o dostate¢né piesnou, i kdyZ ne zcela standardni, definici stochastického procesu v piipadé velidiny
s &iselnymi hodnotami pfipojujeme: Stochasticky proces je dan, je-li ddna neprazdna mnozina TcR' (velmi
Casto se za T bere mnozina vSech nezapornych realnych c¢isel nebo vSech pfirozenych ¢isel), neprazdna mnozina
AcR” (mnozina piipustnych asovych pribéhti &ili realizaci stochastického procesu) a pravd&podobnostni
rozdéleni na 4 spliujici jisté podminky: pfesnéji fe¢eno, je dana mnozinova o- algebra 2.
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Obr. 13.7 Fazova trajektorie ,,pfesného* a geostrofického rezimu (silngj$i kiivka) v prostoru
proménnych (@, @, @;) pro hodnoty parametru stratifikace S =-0,6 (a), —0,65 (b) a 0,6 (c)
[22].

L g { 1—0.2“
-0.5 0 05 -10-05 0
(Dl o) (,01 2

(@) . (b)

Obr. 13.8 Zmény polohy priseciki fazové trajektorie w(s) s rovinou @ = 0 (1éva cast
obrazku) a @, = 0 (prava cast obrazku) pfi zmensujicich se hodnotach parametru
stratifikace S = 0,6 (a), —0,65 (b) [22].

Informace o mife vlivu ageostrofickych efektl pfi zméné parametru
stratifikace S ziskame pomoci spektralnich charakteristik kvazigeostro-
fickych a vychozich pohybovych rovnic. Pfi malych hodnotach S se v pt-
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vodnim systému realizuje rezim se dvéma nizkymi frekvencemi, blizkymi
k frekvenci kvazigeostrofického systému, v némz nedochézi k vysokofrek-
venénim oscilacim. Pfi kladnych (zdpornych) hodnotach Sje nizka frek-
vence vychoziho (piivodniho) systému nizsi (vyssi) nez kvazigeostroficka.
V oblastech malych Rossbyho Ccislech ziskdme kvazigeostrofické feSeni

Af
60

4ot

20H

AV .
0 50 100 f

Obr. 13.9 Frekvencni distribuce Fourierovych koeficientl pro kvazigeostroficjy triplet

vvvvvv

vychozich rovnic vystfedovanim podle rychlé slozky pohybu. Odtud zjistu-
jeme, Ze rozvoj podle malého parametru @ a vystfedovani podle periody
rychlych oscilaci systému jsou ekvivalentni operace. S rtistem modulu
zapornych hodnot parametru stratifikace S se méni fazovy portrét: generuji
se nizkofrekvencni oscilace jako ptiznak (zarodek) chaotického chovani
trajektorii a dochazi k naruSeni procedury vystfedovani. PovSimnéme si
prubéhu frekvencéni distribuce Fourierovych harmonickych pro kvazigeo-
strofickou trajektorii (silngji vytazend kiivka) a odpovidajici slozky pohybu
ptvodniho systému pii S=-0,65 (obr. 13.9). Vyzvednéme okolnost, ze
presnost numerické integrace systému nenarusila platnost zékonii zachovani
(vzdy je tfeba volit kompromis mezi pozadovanou piesnosti a ¢asovou
naro&nosti). Systém byl integrovan v &asovém intervalu (0, T), T~10% a ve
viech piipadech relativni chyba vypoétené hodnoty nepievysila 10, Jests si
feknéme, ze pii velkych hodnotdch parametru stratifikace S (s piesnosti
prevysujici 10°), doslo v systému k jeho navratu do pocate¢niho stavu
a takové presnosti bylo dosazeno pro 7~107 [22].

Stru¢né shriime fakta o dynamice globalnich barotropnich a baroklinnich
tokl v geofyzikalni hydrodynamice, vystavéné na pojmu Arnoldova zobec-
néného télesa a jeho rozsifeni na pohyby ve vnéjSich silovych polich. Na
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téchto zakladech ziskana teorie systémt hydrodynamiky je zaloZzena na
poznatku, zZe pohybové rovnice té¢zkého setrvacniku v poli Coriolisovych sil
jsou modelem barotropniho proudéni tekutiny. Dynamika systémti mecha-
niky s pohybovymi rovnicemi, majicimi zékladni vlastnosti symetrie pohy-
bovych rovnic rotujici homogenni a stratifikované tekutiny, je v jistém
smyslu dynamikou globalnich barotropnich a baroklinnich geofyzikalnich
tokl. ,,Precesni pohyb* barotropniho setrva¢niku ve sméru opacném ke
sméru jeho rotace, v aproximaci zachovani projekce momentu hybnosti do
sméru vektoru rotace, je mechanickym preobrazem planetarnich Rossbyho
vln v aproximaci lagrangeovské invariance vertikalni vorticity barotropni
rotujici tekutiny. Také by nemél uniknout nasi pozornosti zjistény piimy
vztah mezi zachovanim ¢tverce momentu hybnosti a Kelvinovym cirku-
laénim teorémem. Jiz tyto okolnosti €ini aktudlnim pfistup k geofyzikalni
hydrodynamice postaveny na mechanice tuhého télesa a jeho zobecnéni. Je
to analogie platici mezi konecnédimenziondlnimi aproximacemi rovnic
hydrodynamiky idedlni nestlacitelné tekutiny a Eulerovymi rovnicemi
tuhého télesa, preformulovana do teorému o ekvivalenci hydrodynamického
tripletu a téchto rovnic. Ta mé zasadni vyznam pro skladbu teorie tekutin,
spoc¢ivajici na grupovém formalismu. Tehdy jako zavislé proménné vystu-
puji vertikdlni vorticita a slozky termalniho vétru, tj. zdkladni charakteri-
stiky globalnich geofyzikalnich tokidi. VnéjSim parametrem je parametr
stratifikace s vyraznym vlivem na pohybovy rezim kvazigeostrofického
tripletu. Také proto je ucelné vénovat pozornost matematickym uloham
dynamiky stratifikované tekutiny, z nichz nékteré dosud nebyly uspokojiveé
vyteSeny (viz kapitola 13.11). Je vSak zfejmé, ze praveé nestabilita vertikalni
stratifikace tekutiny mtize vést na chaotizaci trajektorii v jejim fazovém
prostoru. Otevienou otazkou stale zlstava vliv nestabilni vertikalni strati-
fikace na dynamiku globélnich geofyzikélnich tokl. Je mozné, Ze v této
oblasti nové vysledky pfinese stale vzristajici uloha teorie dynamickych
systétml v geofyzikalni hydrodynamice. Nazornym piikladem je zde
vytipovana pomald varieta, ,,regulujici® fazové trajektorie neredukovanych
rovnic hydrodynamiky.

13.6 Diferencialni formy
Vzhledem k tomu, Ze kalkul diferencialnich forem definovanych na euklei-

dovskych prostorech (obecnéji na diferencovatelnych varietach) je jiz bez-
nym prostfedkem moderni matematické analyzy a jeho podrobny vyklad je
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standardni souc¢asti dostupnych pramenti (napft. [25]), omezime se na stru¢né
shrnuti podstatnych vlastnosti diferencialnich forem a zakladnich operaci
S nimi.

Je-li funkce f spojité diferencovatelna v oblasti 4 = R" a je-li dan bod
a € A, pak zobrazeni df;:R" — R!, které kazdému vektoru U = u;e; + u,e; +

u,e, € R" (e, e,, ..., e, je standardni baze prostoru R") piifazuje ¢&islo
gradf(a)-u, nazyvame diferencidlem funkce f'v bod¢ a. Je tedy
df,(u) =1(a)u1 +i(a)u2 +...+1(a)un.
ox, ox, ox,

Diferencidl df; se zapisuje obvykle ve tvaru

df, =§j:(a)dx1 +§){(a)dx2 +...+;{(a)dxn.

n

Zde je dx; diferencidl j-té soufadnicové funkce x;, kde j=1, 2, ..., n, .
linearni funkce pftifazujici vektoru u=u,e; + u,e; +...+ u,e, jeho j-tou
soufadnici u;

dxj(u) =u, j=L2,...,n
Diferencialy dx; budeme nazyvat elementarnimi diferencidlnimi 1-formami.

Je-li dano n skalarnich funkci f1, f, ..., f,, definovanych v néjaké mno-
ziné D c R", pak zobrazeni

w=fdx +f,dx,+..+f dx,
které kazdému bodu x € R" a kazdému vektoru u= (u1, u, ..., u,) € R"
pritazuje Cislo
w(x,u)= f,(x)dx,(w)+ f,(x)dx,W)+...+ £, (x)d x, (u)
= £,00u, + £,(X0u, +...+ f,(X)u,,

budeme nazyvat diferencidlni 1-formou v mnozing D.
Necht’ dx;, dx; jsou dvé elementarni diferencialni 1-formy v R". Jejich
vnéj§im soucinem nazveme zobrazeni
dx, Adx;:R"xR" =R/,

které kazdé dvojici vektord U= (uy, ua, ..., uy,), v=0wi, v, ..., v,) € R"
prifazuje realné Cislo
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dx; Adx,(u,v)=dx,(u)dx,(v)-dx,(Vv)dx,(U)=u,y, —u yv,.

Zobrazeni dx; A dx;j, kde i, j =1, 2, ..., n, budeme nazyvat elementarnimi
diferencialnimi 2-formami.

Necht je dano n’ funkci fi» kde i,j =1, 2, ..., n, definovanych v néjaké
mnoziné H < R". Pak zobrazeni

w=>"fdx Adx,,

ij=1

které kazdému bodu x € H a kazdé usporadané dvojici vektori u, v € R"
pfifazuje redlné Cislo

w(X,u,V) - Zf;](X)(dxl /\dxj)(uav)a
i,j=1
nazyvame diferencialni 2-formou v mnoziné H.
Necht’ dxj, dxy, ..., dx, jsou elementarni diferencialni 1-formy v R". Vy-
berme z nich usporadanou r-tici (dx, ,dx, ,...,dx, ) a definujeme zobrazeni

dx, Adx, A..adx, (R"xR"x..xR" —R,

které kazdé uspotadané r-tici vektort uy = (uy1, w12, ..., U1,), Uz = (u21, U2,
ey Udp)y ooy Up = (U1, Upa, ..., Uy pEiTazuje Cislo
Uy, 5 Uy 5eees Uy,

Uny Uy seeslly
dx, ndx, A..Adyx, (U, U,,...,U,)=det

Kazdé takové zobrazeni budeme nazyvat elementéarni diferencialni -formou
v prostoru R".
Necht je dano n* funkci fio o, 1<y, B, ..., ix< n, definovanych v né-

Tjly..0y,

jaké mnoziné H — R". Pak zobrazeni

n
w= > f. . dx Adx A.Adx,,
i peensly =1
které¢ kazdému bodu x € H a kazdé uspotadané k-tici vektort ui, u,, ...,
u; € R" pfifazuje redlné &islo
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w(X,u,u,,...u)= > f. . ()dx Adx, A Adx, (U,U,,...u,),
el

nazyvame diferencidlni k-formou v mnoziné H. Funkce f;, . nazyvadme
iy

koeficienty diferencialni k-formy w.
Necht jsou dany diferencialni »-forma

W= Zwiliz_”ir dx, Adx, A..Adx,
a diferencialni s-forma
n= Za)mz--»js dle /\d)cj2 /\.../\dxjs.

VnégjSim soucinem diferencialni 7-formy w a diferencidlni s-formy n nazy-
vame diferencialni (7 + s)-formu w A n, definovanou vztahem

w/\n:Za)iliz"'iynj]hmjs dx, A..Adx, Adx; AAdx,,

kde se scita pres vSechny hodnoty indexti iy, iz, ..., iy, j1, j2, -+ s Js-

Definujme déle vné&jsi derivace diferencialni k-formy. Necht w je dife-
rencialni k-forma tiidy C' v n&jaké oblasti HCR”. Vngjsi derivaci dife-
rencialni k-formy w nazyvame diferencialni (k + 1)-formu dw, definovanou
predpisem

dw=> dw, , dx, Adx, A..Adx,,

kdedw,, , je diferencial funkce (koeficientu) @, , .

Vnéjs$i derivaci diferencidlni O-formy f, tj. spojit¢ diferencovatelné
funkce £, je jeji diferencial

dfzzdx1 +ﬁdx2 +...+ﬁdxn.
0ox, ox, ox,

Vnéjsi derivaci diferencidlni 1-formy
w=fidx, + f,dx,+...+ f, dx,
je diferencialni 2-forma

-3 fd:z[z[gid

i=1 | j=1|0X;

Adx, dx, Ndx,.

_N| 9L 9
_Z[ax, Ox;

1

i<j
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Specidlné€ pro n = 3 a w = fidx+f,dy+f3dz je

dw= %—% dy/\dz—i—[%—% dzAdx+ %—% dxAdy.
dy Oz z  Ox Ox Oy
Vnéjsi derivace diferencialni (n — 1)-formy
w=>_ fidx A..Adx_ Adx, A.Adx,
i=1
v prostoru R" je diferencidlni n-forma
dw= %—%+...+(—1)"*‘% dx, Adx, A..Adx,.
Ox, Ox, ox,

Specidln€ pro n =3 a w = fidyadz + fodzadx + f3dxAdy je

of,  of, , Of.
dw=|L4 =242
[ax oy Oz

Oznacime-li f= (1, 5, f3) a

divf=%+%+%,
ox oy Oz

dxAndyAdz.

muzeme diferencidlni 2-formu dw psat ve tvaru
dw=d(f,dyAdz+ f,dzAdx+ f;dxAdy)=divFdxAdyAdz.

Obecn¢ pro vnéjsi derivaci diferencialni (n — 1)-formy
w=Ff-dx! => (-1 fidx A Adx_ Adx A..Adx,
i=l
dostavame

dx, Adx, A...Adx,.

" Of
dw:[za—i

Oznadéime-li

divFf :%+%+...+%
ox, Ox, Ox

2

n
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pak pro vnéjsi derivaci diferencidlni (n — 1)-formy dw plati
dw=divfdx Adx, A..Adx, =divFdV,
kde dV je element n-dimenzionalniho plo§ného obsahu v R, t.
dx, Adx, A... Adx (U,U,,...U)

Necht w je diferencialni k-forma tfidy C' na n&jaké oblasti H = R".
Rikéme, ze diferencidlni k-forma w je uzaviena prave tehdy, kdyz dw = 0.

13.7 Teorém Noetherové

Diive nez vyslovime tento teorém, pfipomenime si pojmy vloZzena varieta,
teCny bandl a derivace zobrazeni [13].

Rikame, Ze M je vlozena do Eukleidova prostoru E” podvarieta dimenze
k, jestlize v okoli U kazdého bodu x € M existuje n — k funkei f;: U - R',
f: U R ..., fux: U— R takovych, e prinik okoli U a M je zadan rov-
nicemi f1 =0, /=0, ..., f,.x = 0 a funkce (vektory) gradf;, gradfs, ..., gradf,.«
v X jsou linearné¢ nezévislé. Je snadné zavést na M strukturu variety, tj.
soufadnice v okoli x. Lze dokazat, ze kazdou varietu lze vlozit do
Eukleidova prostoru.

Je-li M vlozena do E" k-dimenzionélni varieta, pak v kazdém bod¢ x ma
M k-dimenzionalni te¢ny prostor 7My. Jmenovité, TMx je ortogonalni do-
pln€k k {gradf,, gradfs, ..., gradf,}. Sjednoceni te¢nych prostorii k varieté
M v riznych bodech XLEJM TM , ma ptirozenou strukturu diferencialni variety,

jejiz dimenze je dvojnasobkem dimenze M. Tuto varietu nazvéme tecnym
bandlem variety M a oznaCime TM. Bod TM je vektor § te¢ny k M
v nékterém bod¢ x. Lokalni soufadnice na TM zavadime nasledujicim zpu-
sobem. Necht’ ¢, q2, ..., g, jsou lokélni soufadnice na variet¢ M a &, &, ...,
&, slozky te€ného vektoru § v tomto soufadnicovém systému. Tehdy 2n ¢isel
(G1, 925 -+ s Gns &1, &, ..., &) zadava na TM lokalni soufadnicovy systém.
Nyni se zastavime u derivace zobrazeni. Necht i M — N je zobrazeni
variety M do variety N. Zobrazeni f nazvéme diferencovatelnym, jestlize
v lokélnich soufadnicich na M a na N je zadano diferencovatelnymi funk-
cemi. Derivaci diferencovatelného zobrazeni nazvéme linedrni zobrazeni
tenych prostorll fix: TMx — TNjx) zadané nasledovné. Necht' v € TM,.

Uvazme kiivku ¢@:R" — M, @(0) = x s vektorem rychlosti d(p/dt|t:0 =V.
Tehdy fixv je vektor rychlosti kiivky fo@:R'— N, f.ov=
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= d/dt|t:0 f(@(1)). Vektor fixv nezavisi na kiivce ¢, ale jen na vektoru v

a zobrazeni fex:TMy — TNpx) je linearni. JeSt€¢ podotknéme, Ze f je diferen-
covatelné zobrazeni.

Pted formulaci teorému podotknéme, ze razné zdkony zachovani (hyb-
nosti, momentu hybnosti atd.) jsou dil¢imi ptipady jednoho obecného teoré-
mu, podle kterého kazdé jednoparametrické grupé¢ difeomorfismti konfigu-
racni variety lagrangeovského systému, zachovavajicich Lagrangeovu fun-
kci, odpovida prvy integral pohybovych rovnic.

Necht’ je M hladka varieta, L: TM — R' hladké &iselna funkce na jejim
te¢ném bandlu. Necht' #: M — M je hladké zobrazeni. Definujme, Ze La-
grangeho systém {M, L} ptipousti zobrazeni 4, jestlize pro libovolny te¢ny
vektor v e TM plati L(hVv)=L(V).

Uvedme jednoduchy piiklad. Necht M= {(x;, x2, x3)}, L=(m/2)
(X7 +%; +%7)—U(x,,x,). Systém piipousti (dovoluje) posuv A: (x, xz, x3) —>

— (X1 + 5, x2, x3) podél osy x; a nepiipousti obecné posuv podél osy x;.

Obr. 13.10 K teorému Neetherové [14].

Teorém Noetherové. Jestlize systém {M, L} pfipousti jednoznacnou
grupu difeomorfismit 4: M — M, s € R', h°=E, potom k L prislusejici
systém Lagrangeovych rovnic mé prvni integral I: TM — R'. V lokalnich
soufadnicich q na M integral / zapisujeme ve tvaru

OL di’(q)
0q ds

1(q.9)=

s=0"*

Proved'me dikaz tohoto tvrzeni postupem uvedenym v [14]. Zpocatku
budiz M=R" soufadnicovy prostor . Necht’ ¢: R' > M, g= (/) je feseni

" Uvazme direktni sou¢in R'xR® osy ¢ na trojdimenzionalni linearni prostor R* s pevnou euklidovskou strukturou,
tj. s pozitivné definitni bilinedrni formou - skalarnim soucinem. Takovy prostor nazvéme soufadnicovym
prostorem. V literatufe se miizeme setkat i s terminem soufadnicovy galileovsky prostor.
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Lagrangeovy rovnice. ProtoZe 4 zachovava L, posuv feseni h'o@:R' - M

pro libovolné s rovnéz vyhovuje Lagrangeové rovnici (obracené tvrzeni
neplati). Necht @:R'xR'>R", g= ®(s,)=h (@) (obr. 13.10).
Oznacéme si derivaci podle ¢ teCkou a derivaci podle s ¢arkou. Za uvedenych
podminek plati

OL@.P) _ 0L 4 , OL

“ @' =0,
0s oq oq

kde parcialni derivace L vztahujeme na bod g = @ (s,f), q = d)(s, t). Dale si

uvédomme, ze pii libovolné pevné hodnoté s zobrazeni @ :R' = R”

s=Kkonst

vyhovuje Lagrangeove rovnici

0

ot

a—L.(d’(s, 0),P(s, t))] = @(cp(s, 0),D(s,1)).
oq oq

Ozna¢me F(s,t)zg—g(d’(s,t),(b(s,t))a dosadme do posledni rovnice

OF/ot misto OL/0q. Zapiseme-li @’ ve tvaru (d/df)q’, nalezneme

dr 0q oglds dr|0g dr

coz jsme chtéli dokézat.

13.8 Simplekticka struktura na orbitach koadjungované
reprezentace a levoinvariantni metriky

Na kazdé orbit¢ koadjungované reprezentace grupy v prostoru dualnim
k algebife mame pfirozenou simplektickou strukturu a orbity tak maji vzdy
sudou dimenzi.

Simplekticka struktura na orbitdch koadjungované reprezentace je ur¢ena
nasledujicim zptsobem. Necht’ je X bod z prostoru dualniho k algebie a §
te¢ny vektor orbity vtomto bod&. ProtoZe je ¢ linearni prostor, miizeme
nahliZet na vektor § jako na vektor rychlosti pohybu bodu x v koadjungo-
vané reprezentaci jednoparametrické grupy exp(af) s vektorem rychlosti
a € g. Jinak feCeno, kazdy teény vektor § v bodé x orbity v koadjungované
reprezentaci grupy je dan vztahem
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§={ax}, acg xeyg.

Nyni jsme jiz pfipraveni urcit simplektickou 2-formu Q na dvojici vektort
$ a &, tenych k orbité v bodé x. Predev$im vyjadiime § a § pomoci
nekterych prvkl algebry a; a a; podle pfedchoziho zapisu a poté sestavime
skalar ze dvou prvki algebry a jednoho prvku k ni dudlniho prostoru ve
tvaru

Q¢,.$,) = (x,[al,az]), X Eg*, acgyg.

Mizeme se presvédcCit, Ze bilinearni forma Q je dana korektné, tj. ze jeji ho-
dnota nezavisi na volb¢ a;, forma Q je antisymetricka a udava diferencialni
2-formu na orbité a dale, ze forma Q je nedegenerovana a uzaviena. Formou
Q tedy je zadana simplekticka struktura na orbité koadjungované repre-
zentace.

Zbyva vénovat pozornost levoinvariantnim metrikdm. Riemannova me-
trika na Lieové grupé G se nazyva levoinvariantni, jestlize tato metrika se
zachovava pii vSech levych translacich L,, tj. jestlize pfevadi derivace levé
translace kazdy vektor na vektor téze délky.

Levoinvariantni Riemannovu metriku stac¢i zadat v jednom bod¢é grupy,
napf. v jeji jednotce. Tehdy do ostatnich bodl grupy lze metriku prevést le-
vymi translacemi. Dodejme, Ze levoinvariantnich Riemannovych metrik na
grup¢ je prave tolik, kolik je na algebie grupy eukleidovskych struktur. Tato
struktura na algebfe je urena symetrickym pozitivné definitnim operatorem
pusobicim z algebry do prostoru k ni dudlniho. Takze, necht’ A: g—»g* je

symetricky pozitivné definitni operator:
(A§.n)=(An,§)provsechna §.,n z g.

(Pozadavek pozitivnosti symetrického operatoru A neni podstatny, nicméné
v mechanickych aplikacich je kvadraticka forma (A¢, §) pozitivné definitni).
Definujme symetricky operator A,: TG,—T G, levou translaci

Ag=L_AL_.§

Dospé&jeme tak ke komutativnimu diagramu linedrnich operatort (obr. 13.1).
Operatorem A, urceny skalarni sou¢in ozna¢me lomenymi zavorkami:

<§,'7>g = (Agfan) = <'7,f>g-

Tento skalarni soucin zadava na grupé¢ G Riemannovu metriku, invariantni
vuci levym translacim.
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13.9 LiouvilleGv teorém a Hamiltonovy systémy

V predchézejicich pojednanich o systémech hydrodynamického typu jsme
se s Hamiltonovymi systémy setkali ptfi zavadéni symetrizovanych neline-
arnich systému (kap. 3). Setkani vSak bylo jen letmé, bez podrobnéjSiho
vykladu. Proto se k t€émto systémim jesté¢ vratime, tentokrat prosttedky teo-
rie hladkych variet”. Je to LiouvilleGv teorém o invariantni mife a prave
jedna z jeho moznych aplikaci, ktera nas ptivede k Hamiltonovym systé-
mum. Dodejme, Ze pro mnohé dynamické systémy na hladkych varietach
lze explicitn¢ zadat hladkou invariantni miru a ¢inime tak pravé pomoci
zminéného teorému, o némz nyni pojedname [27].

Budiz M m-dimenzionalni kompaktni uzavieni orientovana varieta tfidy
C” (symbol C” zpravidla oznacuje kategorii vSech hladkych variet a jejich
hladkych zobrazeni) a X vektorové pole tiidy C* na M. V lokalnich sou-
fadnicich (x;, x2, ..., x,) ma vektorové pole X tvar X (x, x2, ..., Xp) =
= (Xi(x1, X2, vy X))y Xo(X1, X2y ooy Xin)y «ves Xn(X1, X2, ...y X)), kde Xi(x1, X2,
ey Xm) € CP(M), 1 < k< m. Uvazme na M systém diferencialnich rovnic

dX

— L =X (x,%,,...,x ),

dt 1( 1 2 m)
dX,

=X, (X, X%5,.005X,,),

dt 2( 1 2 )
dXx

=X, (X,Xy,...,X, ).

dt m( 1 2 )

Na tento systém lze aplikovat teorém o existenci a jednoznacnosti feSeni
a proto miiZzeme zavést jednoparametrickou grupu {7'} difeomorfismi tfidy
C” variety M. Samotné zobrazeni T' je posuvem (shift), pfevadéjicim v ¢ase
¢t bod x podél trajektorie feSeni systému.

Budiz w diferencialni m-forma ttidy C* na M. Tato forma definuje
spojity linearni funkcional na prostoru C(M), jenZ je prostorem spojitych
linearnich diferencovatelnych realnych funkci na hladké varieté¢ M. Plati

"V dynamice atmosféry se mtZeme setkat s Hamiltonovymi systémy napi. tehdy, hledame-li Ljapunovovy
exponenty atraktori generovanych matematickymi modely vSeobecné cirkulace atmosféry pii jejich ko-
ne¢nédimenzionalnich aproximacich. Ukazuje se [26], Ze za jistych smysluplnych podminek danych dynamikou
procesu, model atmosférickych pohybti pfi pfechodu na hamiltonovsky tvar vykazuje pozoruhodnou vlastnost
parové symetrie Ljapunovovych exponenti. Povazujeme ji za dostate¢né obecnou vlastnost, charakterizujici
stochastické stavy atmosférickych rezimt. Pii velké dimenzi atraktord bude jejich dynamika kvaziha-
miltonovskd a dimenze bude blizkd dvojnasobku poctu Ljapunovovych exponentii. Takovy aproximacni vztah
byl potvrzen pii vypoctu dimenzi atraktori dobrych modelti barotropni atmosféry [26].
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w(f)= [ fOOmdx), fecmr).

Necht w (f) > 0, je-li /> 0. Kazda takova forma zadava na M miru, polo-
zime-li g1,(f)=w(/).

Zvolme libovolny, av§ak pevny atlas na M, tvofeny mapami (U, ¢;) a po-
zadujme, aby byl jakobian det‘(ol. o j‘ v libovolném bodé¢ x €U, NU, klad-
ny. To lze vzdy ucinit, nebot’ M je orientovanou varietou. Tehdy miize byt
forma w v kazdém bodé¢ oblasti U; zadana nezépornou hustotou p(x), funkci
tiéidy C”. Je zfejmé, ze pro libovolnou formu w bude forma w;, w,(f) =
= w(f(T'x)) rovnéz kladna a ob& miry jsou ekvivalentni.

Polozme si otdzku: Kdy existuje invariantni forma, tj. takova forma w,
pro niZ plati w, = w pro vSechna ¢? Pokud takova forma existuje, x,bude

invariantni mirou grupy {7'}.

Ptedpokladejme, ze forma w je zaddna hustotou p(x), takze diferencial
miry u =, ma vlokalnich soufadnicich tvar du=p(xi, x2, ..., Xu)
dx;dx;...dx,,. Poté plati:

Liouvilletv teorém o invariantni mife [27]. Nutnou a postacujici podmin-
kou invariance miry u (kone¢né ¢i o-kone¢né) vzhledem k {T'} je splnéni
rovnosti

> (px,)=o0.

i1 OX,

Dtikaz tohoto tvrzeni 1ze nalézt napt. v [27]. Liouvilletiv teorém ma lokalni
charakter; vektorové pole X je spojité a o invarianci miry u sta¢i se pie-
svédcit toliko v okoli libovolného bodu.

Poznamka 20: M si Ize predstavit ve tvaru sjednoceni spocetné mnoha podmnozin kone¢né
miry. Poté je M prostorem s o-konenou mirou. Prostor s mirnou se obvykle znaci (M, &, p).
Je to prostor M s mirou x na o-algebfe &. o-algebrou nazyvame soubor S podmnozin
prostoru M s vlastnostmi: 1. Pro libovolnou mnozinu 4 € S na S plati, Ze i jeji doplnek
A"=M\A4; je zS; 2. Pro libovolny spocetny systém {4,} mnozin z S sjednoceni UA,
a prinik N4, mnozin 4, rovnéZ jsou z A4.

Pristupme k jedné z moznych aplikaci zminéného teorému, ktera nds
piivede k Hamiltonovym systémiim [27].

Budiz dany m-dimenzionalni varieta O tiidy C* a T Q svazek diferen-
cialnich 1-forem na Q. Zvolme soufadnicové okoli U se soufadnicemi ¢', ¢°,
..., ¢". Tehdy kazda 1-forma je na U zaddna svymi m slozkami p, p, ...,
pm- Nedegenerovana diferencidlni 2-forma
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w=dprdg=> dp Adq
i=1
vytvaii na T *Q simplektickou strukturu. K libovolné hladké funkci H(p,q)
na T Q sestavme systém diferencialnich rovnic na 7" Q v proménnych p, q
ve tvaru

d¢' _0H dp,  OH

dt  Op,~ dt oq"’

i=1 2, ..., m.

Funkce H(p,q) je Hamiltonovou funkci (hamiltonianem) a uvedeny systém
diferencialnich rovnic Hamiltonovym systémem (téZ soustavou Hamiltono-
vych kanonickych rovnic). Nezavisi-li H explicitné na cCase ¢, tj. kdyz
OH/ot = 0, je H rovno thrnné energii.

Z tvaru tohoto systému a Liouvilleova teorému bezprostiedné dostdvame,
e je funkce p(p,q) = konst hustotou invariantni miry pro tok {7'} systému
Hamiltonovych rovnic. Tato mira neni kone¢nd. Hamiltonova funkce

H(p,q) je prvym integralem, tj.
dH <~OH OH <~0H oH _

0.

dt o Op; 0q°  5'0q" Op,

Mnozina 7I'= {(p,q): H(p,q) =konst} je v mnoha pfipadech kompaktni
a Liouvilleova mira indukuje na 7 konec¢nou invariantni miru. Je tomu tak
napf. v dynamice geodetickych tokii na Riemannovych varietach [27]. Je
znamo, ze Hamiltonovy systémy lze prevést na geodetické toky na m-di-
menzionalni varieté Q t¥idy C” pfi Riemannové metrice

ds* = (h=V@))_a, @V /12-V(q'.q",.q").

ivj
Zde je V potencidlni energie, 7 =(1/ 2)Zal.jv"v-’ kineticka energie, h =
ij

= H(p,q) = konst. Matice A s prvky a;; je pozitivné¢ definitni.

13.10 Hamiltontliv formalismus na Lieovych grupach

Pfipomenime si, Zze tuhym télesem v mechanice rozumime soubor kone¢ny
(¢i nekone¢ny) hmotnych bodu, jejichz vzijemné vzdalenosti se neméni.
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Polohu bodii tuhého télesa jednoznacné urCuje repér pevné spojeny s te-
lesem. Nadéle budeme uvazovat volné tuhé téleso. Jeho konfiguracni pro-
stor M ztotoznime se souborem vSech ortogondlnich repérii £ = {a, &, &,
&) vR’, kde a € R? a uspofadana trojice vektort &; je ortonormalni. Proto
miZeme psat M=R’xSO@3), kde SO(3) je grupa rotaci trojdimen-
zionalniho Eukleidova prostoru R”. Zvolme si pravé jeden takovy repér Ej.
Tehdy kazdy repér E € M jednoznacné uréuje pohyb g(E):R®> — R’, pieva-
dé&jici Ep do E. Tim je dana moznost ztotoznit M s Lieovou grupou G(3)
viech pohybu v prostoru R®.

Necht E € M. Pak te¢ny prostor Tp(M) = Ta(R}) @ (SO(3)), kde E = (&,
&, &) a kazdy vektor § € Tg(M) jednoznaéné zapiSeme ve tvaru = (V,w),
veTs(R%), w e T(SO®3)). Podotknéme, e w € R® znadi rotaci kolem osy
vektoru w v kladném sméru s thlovou rychlosti | w . Stav tuhého t&lesa
tedy je popsan vektorem rychlosti jeho translacniho pohybu a vektorem
rychlosti jeho rota¢niho pohybu.

Je vhodné umistit repér £y do bodu, v némz si myslime soustiedénou
urcen pozadavkem, aby v metrice E, zadané kinetickou energii tuhého téle-
sa, te¢né prostory 7. 2(R%) a T(SO(3)) byly ortogonalni pro vSechna E€G(3).
Poté je kinetickd energie Eyi, tuhého télesa ddna souctem kinetické energie

3

jeho transla¢niho a rota¢niho pohybu. Prva je rovna mz v /2, kde je m
i=1

hmotnost te€lesa, v=(v;, v», v3) a druhou zadava jistd kvadratickd forma

3
v neurCitych w, i=1, 2, 3, kde w= zgl.a)l.. Z divodil ziejmé symetrie tato
i=1

v

3
aby tato kvadratickd forma méla diagonalni tvar ZI @} /2. Struéné tikame,
i=1
ze je prevedena kvadraticka forma v soucet ¢tvercl neurcitych. Konstanty /;
se nazyvaji hlavni momenty setrvacnosti tuhého télesa. Uhrnem tak do-
stavame, ze

3 3
Eo(E)=mY v} /2+) Lo} /2.
i=1 i=1
Obrat'me zde pozornost na to, ze tento zapis pro Eiin(E) neni obycejnym
vyjadfenim metriky v lokdlnich soufadnicich. Zavedli jsme totiz soutad-

nicovy system (v;, @) v Ty (M) a poté jsme ho pievedli pohybem g(E) do
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Te(M). Takovy zpisob zavedeni souradnic neni spojen s vybérem lokalnich
soufadnic na M a zejména proto ma vyraz pro Eyi, konstantni koeficienty.
Lze dokézat, ze pii obyCejném zpisobu zapisu metriky nelze docilit
vybérem lokalnich soutfadnic konstantnich koeficientl pro veli¢inu Eji,.
Smysl provedené procedury objasnuje teorie Lieovych grup [28]. Necht
je G Lieova grupa, e € G jeji jednotka, L,:G — G leva translace. Je-li (e,
e, ..., €,) baze v T,(G), lze tuto bazi pievést do libovolného prostoru 7,(G)
pomoci izomorfismu (dL,).:T.(G) = T,(G) a tam ziskat bazi ef=
=(dL,),.(e). Vektorova pole X; takova, ze X jo =€/ Jsou ziejm¢ levoinva-
riantni, tj. Ly(X;) = X; pro vSechna geG a vytvaieji bazi nad R' prostoru
L = L(G) vsech levoinvariantnich poli na G. Jestlize X, Y € L, ztejmé [ X, Y]
(Poissonova zavorka) je zL a L je Lieovou algebrou £ grupy G. Tuto
algebru nazyvame algebrou ptidrzenou ke grupé G. Necht’ (ay, ay, ..., a,) je
baze v algebfe pridruzené¢ ke grupé G. Necht c;f , k=1,2, ..., r jsou

soufadnice vektoru [a;, a;] v této bazi, tj. [al., a j] = Zr:cl.’;ak . Potom Ccisla cg,
i, j, k = 1,2, ..., r, nazyvame strukturnimi konst;;tami grupy G (algebry
£) pii bazi (ai, a», ..., a,). Obratme nyni pozornost na bazi (e/,e,,....e’)
v prostoru 7, (G) dudlnik (e, €,, ..., @,) anecht e* = [(dLg )*e]_l(e;). Tehdy
formy w, € A'(G), w,, = e'* jsou levoinvariantni a tvoii bazi v L", dualni

k bazi (X1, X5, ..., X,) v L. K zépisu w, € A'(G) poznamenejme: Jestlize M

je C” varieta, F(M) okruh hladkych funkci na M, D(M) znaéi F(M) — modul
vektorovych poli na M, A M) (0 < k< n=dimM), je F(M) modul diferen-

cialnich k-forem na M (A°(M) = F(M)), A(M) = kéO A (M). Po této odboéce

podotknéme: X; (a odpovidajici w;) tvoti F(G) bazi na D(G) (odpovidajici
bazi v A'(G)) a kazdé vektorové pole (odpovidajici 1-formu) na G lze zapsat

ve tvaru X =ZaiX,. stejné tak w = Zaiwl.), kde ¢; € F(G). Jmenovite,
i=1 i=1
kazdou metriku £ na G lze zapsat ve tvaru

E(X,Y)= Zﬂijaiﬂja

i,j=1

340



kde X =Y aX, Y=Y BX, u=ucF(G). Je-li metrika E levo-
i=1 i=1

invariantni, pak z4; jsou konstanty. ProtoZe je E levoinvariantni, hamiltonian
H tuhého télesa je rovnéz levoinvariantni. Jsou-li (p;, v;) soutadnice v T' (M),
dualni k (v;, @), bude

3
H=>(p}/2m+v}/21).
i=1
Muizeme tedy fici, ze teorie pohybu tuhého télesa nas ptivadi k poznatku
o dilezitosti a nezbytnosti studovat levoinvariantni hamiltonovské systémy
na Lieovych grupéch.

Teorie levoinvariantnich hamiltonovskych systému na Lieové grupé G se
podstatné zjednodusi, budeme-li uvazovat jen levoinvariantni ¢ast Hamilto-
nova formalismu na 7' *(G). Ve svych duasledcich to vede k tomu, ze grupa G
je grupou (neskrytych) symetrii levoinvariantniho hamiltonianu H na T (G).

Vénujeme-li pozornost levoinvariantnimu Hamiltonovu formalismu na
T'(G) znadi to, Ze budeme pracovat toliko s funkcemi, formami, poli atp. na
T *(G), invariantnimi vzhledem k difeomorfismiim L, pro vSechna g € G.

Kazdé levoinvariantni funkci ¢ na 7'(G) lze prisoudit funkci L(@)=¢

T, (G)
na linearnim prostoru 7. (G), ktery lze piirozené ztotoZnit s L', L je
izomorfismus okruhu hladkych levoinvariantnich funkci na T *(G) a F(L*).
Jsou-li @ € F(T (G)) a X € D(T'(G)) levoinvariantni, rovn&z funkce X(¢)
bude levoinvariantni. Odtud dostavame, e pole X* e D(L") je korektn&
definovéa-no rovnosti X“(¥) = L(X(L ' (¥))), ¥ e F(L").

Diive nez se vratime k tuhému télesu, zakon¢ime kratkou exkurzi po

. . , .o , v . . * . . 7
levoinvariantni teorii vyrokem, Ze je-li H € F(T (G)) levoinvariantni, tuto
vlastnost ma rovnéz pole Xj. Je tedy definovano pole X a R' linearni

zobrazeni I7:F(L") — DL, I[1(¥)= X Nasim tkolem nyni je uvést

L
o’
vztah pro /7. Pfedevsim si uvédomme, ze [X ¢ j]= D ¢, X,. Dile je tieba
veédét, ze pokud 7; tvoii systém soutadnic na L, bude
XL _Zn: i k a
;= C; T Py
Jj=1 \ k=1 T,

Tehdy dostavame
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r(H=X; =Za—f(" S cgnkji= " ( icﬁnk]i

i=1 1 k=1 67@.
V pfedeslych  uvahach jsme za bazi v TJGQ3)) =T, (M)=
=T, (RH® T (SO(3)) zvolili vektory e;, €, €; ve smérech os setrvaénosti

uvaZzovancho telesa (baze v T, (R’)) a vektory ey, es, e jednotkovych
rotaci podél os e, €, €3 (baze v T,(SO(3))). Tehdy bude

le,.e,|=[e.e.;]=0, 1<i,j<3, [e,.e]=¢,,
[eS’e] e4’[e6’e4] esa[ewe] 93,[94,9 ]_ —€,,
[e3’el] 3’[e5’e3] el’[eﬁﬂel] eZ’[eG’eZ]_ e
Po aplikaci zapisu pro X, na hamiltonian
3
H=Y (p}/2m+v}/2I))
i=1

s pfihlédnutim k hodnotdm strukturnich konstant, danych vySe napsanymi
vyrazy, mame

X :{Vspz _V2p3ji+{vlp3 _V3p1j 0 +(Vzp1 Wb, Ji_i_
I I, )op, 1, Iy )ap, 1 1, ) op,

1 1)0 1 1)0 1 1)0
VLV, | ——— |tV ——— [— VY | ———
I, I, )ov, 1, I, )ov, 1, 81/3

Levoinvariantni Hamiltonliv systém pro tuhé téleso tak ma tvar

_Vsby _VoPs . _ViPy Vi o _ VoD ViPs
1; Lo Lo 1

V—L—va V—i—ivv V—i—ivv
1 13 12 273> 2 Il 13 172> 3 12 11 271"

Levoinvariantni je rovnéz Legendreovo zobrazeni oy, generujici zobrazeni
* v v v oo r ’
ay, L' — L. Vnasem ptipadé je a, dano vyrazy vi=pi/m, = v/l

5

a proto ma systém rovnic na L odpovidajici poli a},(X}) tvar
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VI =03V, —W,Vy, V, =0V3 = W3V, V3 =W,V —WV,,
12_13 13_11 [1_[2

W, = 0,05, @, = 030, Oy =

1 2 3

0,0, .

Prvé tfi rovnice tohoto systému vyjadiuji zdkony zachovani hybnosti ve
sméru soufadnicovych os zapsané v pohyblivém repéru £ a jsou pro nas
nezajimavé. Druhd trojice téchto rovnic jiz reprezentuje Eulerovy rovnice
ota¢ivého tuhého télesa. To ma za nasledek, Ze pole a;, (X} )na L v ptipadé
libovolného levoinvariantniho hamiltonianu H na T *(G) lze povazovat za
zobecnéné Eulerovy rovnice tuhého télesa (pochopitelné, je-li oy difeo-
3 3
morfismus). Funkce p*=> p’ a v’ =) v} jsou invarianty grupy G(3),
i=1 i=1

protoze Xﬁz =X, =0. Projekce variety {H=c} N (P*=c} N {V=c3)
na vprostor (= T, (SO(3)) T, r, (G(3))) zadavaji rovnice

3,2
Vi ) 2

——=¢ -, V =c¢;.
i 21, 2m
Miuizeme tedy fici, Ze pohyb tuhého télesa je popsan v neparametrické
formé témito kiivkami, ¢i s ohledem na oy kiivkami

3 3
Y Lo} =konst, » I'w!=konst,

i=1 i=1
které jsou fesenim Eulerovych rovnic.

Zavérem uved’'me, Ze existuje vazba mezi trajektoriemi pole Xy a ,,Eule-
rova pole* a} (X},); je-li axt) trajektorie Eulerova pole, projekce 1?) tra-
jektorie 7(¢) pole Xy na G ma tvar ff) = expa(f) a opacné. Zde exp:L > G
znaci exponencialni zobrazeni.

13.11 Matematické ulohy dynamiky stratifikované
tekutiny

Pii matematickém modelovani procesi v nelinearnich prostfedich Castou

pozornost vénujeme poznavani dynamiky nehomogennich, zejména stratifi-
kovanych tekutin. Velkou mérou to plati pro geofyziku, oceanologii, fyziku
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atmosféry, ale i1 tehdy, méme-li na mysli ryze technické problémy kolem
proudéni tekutin. Stratifikovanou tekutinou minime tekutinu, jejiz fyzikalni
charakteristiky, napft. jeji hustota, vazkost, tepelny obsah a dalsi, jsou ve sta-
cionarnim stavu funkcemi toliko jedné prostorové souradnice. Ke stratifi-
kaci prostfedi muze dojit z riznych fyzikalnich pficin, rovnéz plisobenim
zemské tize na tekutinu, generujici nehomogenitu jeji hustoty ve sméru
plsobeni gravitacniho pole. Takovd nehomogenita byva oznacovana jako
hustota stratifikace. Prave ta ve srovnéni s jinymi vidy stratifikace nejvyraz-
n¢ji ovliviiuje dynamické vlastnosti tekutin a vlnové procesy, k nimz
v tekutinach dochézi. Proto nadale budeme spojovat stratifikaci tekutiny
pouze s plisobenim tize.

Studium stratifikovanych tekutin pfed nas stavi dosti komplikované
otazky, jejichz feSeni miize byt obtizné a dosazitelné toliko numerickymi
metodami. Ne vzdy lze formulovat problém tak, aby existovalo jeho analy-
tické feseni. Zde je tieba fici, ze pokud viibec mizeme imitovat déje v neli-
nearnich prostfedich linearnimi matematickymi modely a zpisob feSeni
podat analyticky, plati to 1 pro ulohy tykajici se dynamiky stratifikovanych
tekutin. Nelze avSak opomenout, ze jejich matematické formulace mohou
byt poné¢kud ,,svérazné* a zhusta vyusti v nestandardni matematicky popis,
nemajici analogii v klasické matematické fyzice [29]. Také je tieba fici, Ze
zatimco matematicky model dokonalé stratifikované tekutiny ve tvaru
Eulerovy hydrodynamické rovnice je znam jiz davno, systematické studium
o korektnosti zde vznikajicich loh matematické fyziky prakticky je stale
jesté neuzaviené [29].

Uvodem zaméfime pozornost na zakladni okrajové a podate¢ni ulohy
dynamiky stratifikované tekutiny, tak jak jsou popsany v [29]. Pfitom bude-
me mit na mysli malé pohyby stratifikované stlacitelné tekutiny v kartéz-
ském soufadnicovém systému (x;, x2, x3) pevné spojenym s rotujici tekuti-
nou (takovy systém rotuje spolu s tekutinou). Pfedpokladejme, Ze k rotaci do-
chazi kolem osy Ox3, a tak pro Coriolistuv vektor Ky dostavame ko = (0, 0, ),
kde je o dvojnasobkem tuhlové rychlosti rotace. Necht’ je tekutina stratifi-
kovéna podél osy Oxs aproto je jeji hustota v neperturbovaném stacio-
narnim stavu jen funkci soutadnice x3, tedy py = po(x3). Malé pohyby takové
tekutiny v tthovém poli za nepfitomnosti dalSich vnéjsich sil poté lze popsat
rovnicemi [29]

ov
po(x3)§+p0(x3)[k0,V]+Vp +peg=0,

5 (13.90a)
Bt div(p, (x,v) =0
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% _ 2P, o ()@ g (ey,V), (13.90b)
ot ot
vnichz [, ]a(,) je vektorovy a skalarni soucin v R3, v = (v1, v, v3) vektor
rychlosti tekuté Castice, p; zména hustoty tekutiny zpiisobend jejim pohy-
bem, p dynamicky tlak, e; jednotkovy vektor ve sméru osy Ox;, g tihové
zrychleni Zemé, c rychlost zvuku v pfislusném tekutém prostiedi a @

¢tverec Bruntovy-Vaisalovy frekvence:

0 _ _
a)(f(x3):—g( 650 pol(x3)+c 2gj-
3

Podminka @; >0 vyjadiuje stabilitu rozd&leni hustoty py(x3) tekutiny a v ni
nepiitomnost konvektivnich pohybi.

Vsimnéme si, ze prvni rovnice systému (13.90) je zdkonem zachovani
hybnosti, druhé pfedstavuje linearizovanou rovnici kontinuity a tfeti rovnice
je zépisem stavoveé rovnice stlacitelné stratifikované tekutiny.
ve tvaru p|-= ¢|, za predpokladu, ze zname hodnotu dynamického tlaku p na
okraji / oblasti vyplnéné tekutinou. Neni to vSak volba jedina: podminku na
hranici proudové oblasti pro druhou okrajovou tlohu udava vztah (n,v)|- =
=0, ktery je podminkou nepropustnosti tekutiny tuhou sténou. O tfeti okra-
=0, jak

vyplyva z linearizovanych kinematickych a dynamickych podminek na vol-
né ploSe, v neperturbovaném stavu dané rovnici x3 = 7(x;, x2) s vektorem
normaly n této plochy. Veli¢ina g udava efektivni silu tiZze na volné plose a

jové uloze hovotfime tehdy, kdyz Jp/ot— p,(x;)g(n,v)

x3=17(x,%,)

je urCena gravitaénimi a centralnimi silami, tj. silami, stile mitficimi k témuz
bodu (stiedu pfitazlivosti).

Nadale budeme pozadovat, aby rychlost zvuku ¢ byla konstantni, coz pla-
ti pro izotermické procesy v atmosfére a v tekutinadch pfi zachovani entro-
pie. Navic nam ptjde o exponencialné stratifikovanou tekutinu s hustotou
po(x3) = Aexp(-2fx3), >0, odpovidajici boltzmannovskému rozdéleni
v homogennim tihovém poli. Tehdy @; =28z —cg> >0 je konstanta.

S ohledem na vektorovy charakter systému (13.90) se jednd v obecném
ptipadé o slozitou ulohu a je tedy zcela pfirozena snaha redukovat tento
systém pii konstantnich hodnotach ay a ¢ na jedinou skalarni rovnici.
Uvazime-li, ze funkci p; mizeme z (13.90) snadno eliminovat, feSenim
tohoto systému budeme nadale rozumét soubor funkci (v, p).
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Budeme ptedpokladat, ze feseni (v, p) systému (13.90) splituje podminky

ov o°v ) 0
vV, —, —.,Vp,—Vpel (2), —pel, (0), 13.91
PYRIPY: P ot peL,(£2) 6tp ,(£2) ( )

se zobecnénymi derivacemi piislusnych funkci. Vyslovme:

Teorém 1. Libovolné feseni (v, p) systému (13.90) v ohrani¢ené oblasti
2 s hladkym okrajem 7/~ vyhovujici podminkam (13.91) v piipadé pp(x3) =
= Aexp(-2/x3), B> 0 pro w; #a’, zapisujeme ve tvaru

o ) 07 2
p=- E-i-a)o E-i-a D, (1392)
o 0
po(x3)v :{¥+QSJ{EV@—[KO,V@]}

2
+e, a—2+a2 %g¢+(0{2—a)§)éi¢ ,
ot c ot Ot Ox,

kde je funkce @(x,f) feSenim diferencidlni rovnice

0 1 of &° 0
S —@®|=|———-—L —-L | —®=0 13.93
[at } Lz ot ot l}at ’ ( )

Ly=A,+2B0/0x,—a’ /°,

L =w)A, +a’(0°/0x; +20/ ox,),
3 62 2 62

A3 = —2, 2 = —2

i=1 axl' i=1 axl'

Plati i obracené tvrzeni: libovolné feSeni rovnice (13.93) v oblasti 2 ve
tvaru (13.92) je feSenim systému (13.90).

Vsimnéme si, ze (13.93) je rovnici 5. fadu. Jeji fad vSak mizeme snadno
snizit. Kdyz polozime u(x, f) = (0/0t)@ (X, t) exp(fx3), pro funkci u(x,t)
dostavame rovnici

100 o
CT?MZ?KOM +K1u, (13.94)
kterou nazveme rovnici dynamiky stratifikované rotujici stlacitelné tekutiny.
Operatory Ky a K; v (13.94) jsou definovany zapisy

346



K, =A, (B +a’lc?),
K, =\, +a’0” 1 0x; —a’ B,

Vénujme dale pozornost nékterym zvlastnim ptipadim rovnice (13.94),
majicim vyznam pro praxi.

Necht' je stratifikovana rotujici tekutina nestlacitelna, tj. ¢ =o. Tehdy
(13.94) prechazi na rovnici

2
M [u] E%[A3 —,szu +oyAu+a’u,, —a’fu=0  (13.95)

gravita¢né setrvacnych vin, ktera je zakladnim matematickym modelem pro
studium linedrnich vnitnich vin v ocednu.

Jestlize se zaméfime na dynamiku slabé stratifikované tekutiny, kde se
uplatni Boussinesqova aproximace, v operatorech Ky, K; rovnice (13.94)
vymizi ¢leny tm&mé S a (13.95) nabyva tvaru

2

M, [u]= %AW +@Autaiu, =0 (13.96)

a pak mluvime o rovnici gravita¢né setrvaénych vin v Boussinesqové apro-
ximaci.

Kdyz déle uvazime nestlacitelnou stratifikovanou nerotujici tekutinu, tj.
klademe ¢ = w0, o= 0, dostavame rovnici

2
N[u]s%[A3—ﬁ2]u+w§Azu=o, (13.97)

nazvanou rovnici vnitinich vin a jeji analogii v Boussinesqove aproximaci

2

N, [u] E%Aﬂ%—&)ozAzu ~o0. (13.98)

Tyto rovnice ziskame z (13.95), (13.96), kdyz polozime o= 0.

Driive nez ptikro¢ime k dalSimu tématu, feknéme si, ze okrajové ulohy
pro rovnice (13.94), (13.95) az (13.98) dostaneme z podminek p| = ¢|;
(n,v)|=0, dp/ot—p,(x;).g(n,v) =0, ptihlédneme-li k predpokla-

dim tykajicich se veli¢in ¢ a a. Vedle okrajovych podminek je tieba
formulovat pocatecni podminky a v pfipadech rovnic (13.95) az (13.98)
uvazovanych v neohrani¢enych oblastech, je tieba vytvofit podminky
v nekonecnu. Jednotlivé piiklady takovych podminek budou piedlozeny
v nasledujicich oddilech.

X3=17(x;,%,)
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Nasim nejbliz§im tkolem jsou nyni otazky spojené s existenci zobec-
nénych feseni zdkladnich smiSenych uloh pro rovnice (13.94), (13.95) az
(13.98).

Vyjdeme z nasledujici ulohy:

S(x,D)u = s—;[% —Lo(x,D)u} - L (X,Dyu = f(x,t),

m

u| =0, a—u(x,0)=0, m=0,1,2,3, (13.99)
r ot
xeQcR’, te<0,T> T>0.

Zde jsou Lo(x,D) a Li(x,D) linearni diferencialni operatory 2. fadu, pro néz
plati

3

0 Ou S| 0 ou
LD =Y | 4, (x) == |+ 3| == (B.(x)u)— B,(X)—= |+ c(x)u,
of i l; Ox, il )8xj ; 8x,-( ()= B )6xl} (X

3.0 ou 3 ou
L(X,Du= —la,(X)— |+ > b(x)—+d(x
(X, D)u Z . a,( )ax]. Z ( )axl_ (X)u

a které maji nasledujici vlastnosti:
©) .
a) 4;(x),a;(x)eC(£2);
Bz’ (X)a bi (X)a C(X), d(X) € C(O) ('Q)’

b) operator Lo(x,D) je symetricky a stejnomérné elipticky;

c¢) operator Li(x,D) je libovolny, zejména miize byt degenerovany
a také operatorem smiSeného typu.
Poznamka 21: zapis fAx)e C'”(£2) znamen4, Ze funkce f je spojita v £2. Symbolem C¥()
rozumime mnozinu funkci f{x), jejichz parcialni derivace do k-tého fadu vcetné jsou spojité
v 2. Hilberttv prostor s prvky z L*(£2), které maji v oblasti £2 zobecnéné derivace do k-tého
fadu veetng, oznacime W,V (£2). Je-li C{*(£2) mnozina funkci s kompaktnim nosi¢em v
0, pak W(2) je uzavérem mnoziny C\”(£2) v metrickém prostoru W, (02) a

C\”(£2) je mnozinou vech funkci z (), pro n&z je supremum téchto funkci podmno-

0
zinou 2. W, (£2) je uzavér mnoZziny C{™(£2) v metrice prostoru W,*(£2), tj. )P =

Lo e C?(2),kde 0 je uzavér oblasti 2

(ua V)Wz(k) = ||M - V|
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Povazujme f(x.,t) za abstraktni funkci t€<0,7> s hodnotami v jistém
Banachové prostoru B a zavedme si prostor C{”[0,7;B] funkci fix.f)
s normou
o' f
ot*

[ /lr =

a to funkci f'takovych, ze (0"/0f") fix,0)=0prom =0, 1, ..., k— 1.
Uvazme operator R, ;. v = R, f, zadany na funkcich

fx,ne C(O)[O,T;V;zl(ﬂ)]

a definovany jako operator zadavajici zobecnéné feSeni pomocné ulohy pro
vlnovou rovnici

o*v/ot’ = L,(x,Dyv+ f(x,1),
v|F =0, v(x,0)=0[v(x,0)]/0t =0, (13.100)
xe, te<0,T>.
Pomoci operatoru R, Ize tlohu (13.99) piepsat takto:
O'u/or =R,_L(X,Dyu+R_f,

(13.101)
=0.

”|t:0 =0, u|.

Nyni (13.101) chédpeme jako Cauchyho ulohu pro abstraktni diferencidlni
rovnici s operatorem U(¢) = R, ,Li(X,D).

Podotknéme, Ze fesenim ulohy (13.99) z C"’[0,T; W ()] pro p>3
budeme rozumét zobecnéné feseni ulohy (13.99).

S ulohou (13.99) je spojena platnost nasledného teorému:

0
Teorém 2. Pro libovolnou funkci f(x,t)e CV[0,T;W, (£2)] existuje

0
jednozna¢né feSeni zobecnéné tlohy (13.99) nalezejici C{'[0,T;W, (£2)].
O hladkosti ziskaného zobecnéného feSeni vypovida:

0
Teorém 3. Jestlize fix,H)e C"[0,T;W, (£2)], zobecnéné feseni Glohy

0
(13.99) je z C\"*V[0,T; W) (£2)].
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Ditikaz teorémti 2 a 3 je zalozen na dikladné analyze vlastnosti operatora

0
R, a U(t) v prostorech C\"[0,T; W, (£2)].
Popsanym postupem je dokdzéna existence zobecnénych feSeni prvé
okrajové ulohy p| = @ |, pro rovnici (13.94). Diskuse zobecnénych feseni
druhé a tfeti okrajové ulohy ((n,v)| =0, op/ot—p,(x;)g(U,v)|

w1 = 0)
pro tuto rovnici je znacné¢ komplikovana s ohledem na charakter okrajovych
podminek obsahujicich ¢asové derivace.

Obrat'me pozornost ke smisenym tloham pro rovnice (13.95) az (13.98).
Nejprve uvazime prvou okrajovou tlohu pro rovnici (13.95):

M[u]= f(x,0),
M(X,O):UO(X), uz(xao):ul(x)a (13102)
u|F=O, xXe, te<0,T>.
0 0 0
Necht uo, u; € W) (2) a fix,y) e CV0,1; W,'(2)], kde W, (2) =

0 0
=[W}(£2)]" je prostor dulni k prostoru W, (£2) vzhledem ke skalarnimu

soucinu v Ly(£2). Necht G je Greeniv operator prvé okrajové ulohy pro
Laplacetv operator. Poté rovnici (13.102) piepiSeme do tvaru

2
y[u — BGu |+ ) (4 + A)u+a’ du—a’ f*Gu = Gf |
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), (13.103)
0
u(at) € WZI(Q)a
kde operatory Ay jsou dany vztahy 4, = G(0°/éx;), k=1, 2, 3. Tyto opera-

0
tory jsou ohrani¢enymi samoadjungovanymi operatory v W, (£2). V prosto-
ru W, (£2) k operatoru E = £'G, kde je E jednotkovy operator, existuje
0
inverzni operator a uvazime-li, ze Gfe W, (£2) pro t>0 misto (13.103)
piSeme
o'u/ot’ = Au+F
. wr (13.104)
u(x,0)= uo(X), u,(X,O) = ul(X),

kde

350



A=(E-FG)'|0)(4 +4)+a* 4, -’ FG |,
F(x,t)=(E-B°G)"'Gf (x,t)e C” {o, T; wg; (.Q)}.

Refenim ulohy (13.104) budeme nazyvat zobecnéné feeni ulohy
(13.102). Teorie diferencialnich rovnic v abstraktnich Banachovych prosto-
rech nés piivadi k naslednému vyroku:

0 0
Teorém 4. Pro libovolna ue(X), u1(X)e W, (2) a fix,))eC[0,T; W, (2)]
0
existuje jediné feseni ulohy (13.102) v prostoru C2[0,T: W, (Q)]. Jestlize

0 0
Ax,p)eC™[0,T; W, (£2)], toto feseni je z C™[0,T; W, (£2)].
Obrat'me pozornost k smiSené uloze (13.96), tykajici se gravitacné setr-
vacnych vin v Boussinesqové aproximaci. Bude to uloha

= Au+a)Au+au :O,
M, [u] =2 ;

M(X,O) :uo(x)7 MI(X,O) :ul(x)a
0” Ou (13.105)

58_-'_60 (elan)” + @, (ez’n)” ta (e3’n)u

=0.

xel”

[ n,k ]Vg——a) j n kO]Vu(X 7)d7r

Okrajové podminky v (13.105) odpovidaji druhé okrajové tloze (n,v)|- =0
a odtud je dostaneme na zaklad¢ vztaht (13.92) v Boussinesqové aproxi-
maci.
Oznatme W, (£2) prostor W, () tvofeny funkcemi splitujicimi pod-
minku J.udx=0. V prostoru W, (£2) zavedme skalarni soudin (u,v)=
Q

=(Vu,Vv), ., ekvivalentni ve smyslu normy skalarnimu soucinu ve vycho-

(©)’
zim prostoru W, (£2).

Necht' u e C?(2)NC(2) W) (£2). Na této mnoziné definujme ope-
ratory B a C (v = Bu, w = Cu) jako operatory zadavajicimi feSeni nasleduji-
cich okrajovych tloh:

_ 2 2
Ayv=-oyAu-a‘u,,, xel,
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ov
% = _a)()2 (elan)uxl - a)()z (927n)ux2 _az(e37 n)u

x3‘x€[‘;
Aw=0, xel2,
ow/on=[n,k,|Vul|..., k,=(0,0,a).

O téchto operatorech lze vyslovit:

Lemma 1. Operatory B a iC (i je imaginarni jednotka) pfi jejich spojitosti
pfechézeji do ohrani¢enych samoadjungovanych operatorti v W; (£2) (jsou
rozsifenim operatorii B a iC), pficemz

_ 2 2 _
”B”W; —max{a > @ } ”C”W; = o

Pouzijme operatort B a C pro redukci ulohy (13.105). Polozme u, =v +

t
+wy, kde v=Bua w, =Cu, +a)02.[Cu(r)dr. Tim dostavame
0

0’ ou 5

—u=C—+Bu+w,|Cu(r)dr,

or’ ot O!)-

u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), (13.106)
u() e W, (), te<0,T>.

Reseni tlohy (13.106) nazvéme zobecnénym fesenim (13.105). Nahli-
zime-li na (13.106) ze zorné¢ho uhlu teorie diferencidlnich rovnic v Bana-
chovych prostorech, dospivame k tvrzeni:

Teorém 5. Pro libovolna uy(X), u;(X)e Wzl (£2) existuje jediné zobecneéné
feseni ulohy (13.105), nalezejici C"™[0,T; W, (£2)] pro libovolné m > 2.

Poznamka 22: podle [29] dikaz teorém o existenci feSeni ma nekonstruktivni charakter
aneumoznuje efektivné fesit uvazovanou ulohu. V tomto ohledu tento nedostatek
odstranime aplikaci metod zalozenych na teorii potencialu, které jiz jsou konstruktivni
a ukazuji cestu, po niz lze dospét k vytvofeni algoritmil pro feSeni smiSenych uloh, tyka-
jicich se dynamiky stratifikované tekutiny.

Je znamo, ze pravé metoda potenciald je jednou z nejrozsifenéjSich me-
tod studia jak okrajovych, tak i smiSenych uloh. Na tomto mist¢ podame
zaklady teorie dynamickych potencialii na piikladu rovnice vnitinich vin ve
stratifikované tekutiné, a to v Boussinsqové aproximaci. Na téchto zakla-
dech poté vyslovime tvrzeni o existenci klasickych feseni.
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Nejprve obratime pozornost k funkci

1 5
W(X,f)——m}[%(ﬂ)dﬂ,

&= ayt|x|/|x

, |X| :(xl2 +x§ +x32)”2,

kde je Jo(1) Besselova funkce nultého fadu. Plati:

Lemma 2. Pro | x| #0 je funkce w(x,f) feSenim rovnice (13.98) a pfitom
w(x,0) = 0, (8/0f) w(x,0) = —1/(4n| x |).

Na funkci w(x, ¢) tak miizeme nahlizet jako na singularni feSeni rovnice
(13.98).

Dale budeme piedpokladat, ze /™ = 042 je plocha, s niz spojujeme jméno
Ljapunovovo a vénujeme pozornost nasledujicim ploSnym dynamickym po-
tencialim

o 1
A[u](x,1) —iu(y,t) on, (4n|x—y|JdFY’

B[,u](x,t):jjy(y,r)Nr,yw(x—y,t—r)dFy dr,

W[,u](x,t):J-.[,u(y,r)w(x—y,t—r)dfydr,

kde
u(y.0) e C[0,00,CO(I) ]

Vsimnéme si, Ze A[u] je potencial slupky zéavisejici na Case jako na
parametru a linearni kombinace B[ u](x, t) - A[ u](X, ) vSude na I~ vyhovuje
rovnici (13.98).

Zaklady teorie potencialu pro rovnici (13.98) tvoii nasledujici dvé
lemmata:

Lemma 3. Necht /"je Ljapunovovou plochou a dale plati, Zze u(x,?)e

e Cy[0,00,C”(I") . Pak:
B.[u](x.0) =32 [S(@(t - 0)ulx. D) de
0
+B[,u](x,t)e c¥ [O,OO;C(O)(F)}, pro xe [l
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Lemma 4. Necht /”je Ljapunovovou plochou, u(x,t)e C{” [O,OO;C(O)(F )].
Poté bude:

[N, [a]], (6,0) =3 X052 [ S(0, 1= r)u(x,r)d -

0 1
—lﬂ(y,l)%mdry +

+J-.[,u(y,r)Nt,xw(X—y,t—T)dFy dreCy [0, o0; C(O)(F)].
or

Indexy + a — v téchto lemmatech oznacuji limitni hodnoty v bod¢ x € 7,
sméiujeme-li k tomuto bodu po vnitini a vnéj$i normale oblasti (2. Pro
funkci S(anf) mame

wot

S(@i)= [ Ji@ 2,

kde je Jo( ) Besselova funkce nultého fadu.
Vénujme pozornost uloham
N, [u] =0,u(x,0)=u,(x,0)=0, x € 2,
. = o(x,t)eCy” [O,w;CO(F)], xel;
N, [u]=0,u(x,0)=u,(x,0)=0, x € 2,
N, =o(X,1) € CP [ 0,00,C(I) |, x e I

a jejich vn&j$im analogiim S a §,, uvazovanym v R*\ Q. P#i formulaci
vngjSich tloh S, poZadujeme splnéni podminek regularity v nekonecnu:

L niad
x x
k
§7Dx‘_Dx,u < Tk O k-0,1,2.
’ X

Zde jsou Ak(?), Bi(?), C«(?) spojite funkce v ¢ase + a D, =0/0x,. Podot-

knéme, Ze okrajové Uiloze s operatorem N,y v ulohach S; odpovida neho-
mogenni okrajova uloha druhé okrajové ulohy (viz rovnice (13.98)).
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Reseni uloh S budeme hledat ve tvaru
u(x,t) = Blu)(x,t)— A[u)(x,t) (13.107)
a pro Glohy S piseme
u(x,t) =W{u)(x,1). (13.108)

Funkce (13.107) a (13.108) vyhovuji rovnici (13.98) i pocatecnim podmin-
kém pro u(x,t)e C? [0,00; cor )]. Jestlize nyni piihlédneme k lemma-

tm 3 a 4, dosp&jeme k nésledné integralni rovnici pro ulohy S :

+(1/2)p(x,0) = A[ 1] (X, 0)+ B[ 1] (X, 0) F (1/ 2)@, S [ ] (X, 1) = (X, 1)
(13.109)

auloh S se tyka rovnice

F(U/ 2 p(x,0)= A [u](X,0)+ B [ ] (x,) F (1) D)@, S[ 1] (%,1) = (X, 1).
(13.110)

Horni znaménka v (13.109) a (13.110) odpovidaji Gilohdm S/, a dolni pfi-

slusi §},. Symboly A", B a pismenem S oznaéme operétory

« 0 1
A [u](x,1) —iﬂ(yaf)%mdfy,

B [y](x,t) = '”,u(y,r)Nt,xw(X—y,t—r)dfy dr,
S[u](x,0) = j S(w,(t - 1) u(x,7)d 7.

Poznamenejme, ze rovnice (13.109) a (13.110) jsou zvlastnimi piipady
obecné rovnice

,u—A,u—i—jB(t—r),u(r)dr:(o(X,t) (13.111)

v Banachové prostoru C\” [O,T;H], kde H = C(O)(I'). V rovnici (13.111) je A
na Case nezavisejici ohraniceny operator v H a B(f) na Case zavisejici ope-
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rator, ohrani¢eny v H. Konkrétni tvar operatori A a B(¢) vyCteme z rovnic
(13.109), (13.110), pticemz B(0) = 0.
Reknéme si, s jakymi pfipady se muzeme setkat v pfipadé rovnice

(13.111) s operatory A a B(¢) v ulohach szz

1. V prostoru H existuje k operatoru E — A operator inverzni. Kdyz
rovnici (13.111) vynasobime (E — A)_1 a pouzijeme metody postupnych
aproximaci, dochdzime k zavéru, Ze pro libovolné ¢(x,t) e C\* [O,T H ] je
rovnice jednoznaéné fesitelna v C?[0,7;H] pro libovolné T>0. Tak tomu
je v ptipadé uloh S a S ;

2. Koperatoru E — A neexistuje operator inverzni v H a defini¢ni
oblast operatoru

B(1)* (1) = [ B( - D)u(z)d

lezi v oblasti, v niz je definovan operator E — A, tj. R(B(¥)*) c R(E — A).
V tomto ptipad¢, pokud ¢(x,f) € R(E — A) pro libovolné 7> 0, metodu
postupnych aproximaci Ize pouzit v podprostoru prostoru H, kde kE — A
existuje operator inverzni a tak je dokazana tesitelnost rovnice (13.111) pro
piipad ¢(x,f) € R(E — A). Mame-li na zfeteli ulohu S, , v niz se setkavame
s popsanou situaci, operator A je totalné¢ spojity a doplnck R(E — A)
v prostoru H je jednodimenzionalni a podminku ¢(x,f) € R(E — A) formu-

lujeme v terminech podminek ortogonality (1,¢) . = 0 pro vSechna ¢ > 0.

Ptipomenime si, ze doplitkem (komplementem) jisté mnoziny M v prostoru
P rozumime mnozinu P\ M, tj. prostor P, z néhoz jsou vynaty body nale-
zejici mnoziné M.

Poznamka 23: symbolem R(E — A) znac¢ime obraz mnoziny D (E — A), tj. obraz defini¢niho
oboru operatoru E — A. Pfi vzdjemné jednoznacném (prostém) zobrazeni D (E — A) do R (E
— A) existuje inverzni operator (E — A)™' s defini¢nim oborem R (E — A), ktery kazdému
x'e R(E—A) pfitazuje pravé jedno x € D(E — A), a to pravé to x € D(E — A), pro které
plati x'=(E—A)x. Tehdyx=(E—-A) 'x, x’ =(E—A) (E-A) ' x";

3. K operatoru E — A neexistuje operator inverzni a defini¢ni oblast
operatoru B(¢)* nenalezi R(E — A). Nicméné, v ptipad¢ tlohy S, (rovnice
(13.109) s dolnimi znaménky), kde dochazi k této situaci, s (13.111) sdru-
7ena (koadjungovand) rovnice v prostoru L[0,7:L*(1)] je rovnici vyhovujici
podminkam piedchoziho piipadu. Tim méame moznost studovat otazku o jeji
feSitelnosti a také feSitelnosti rovnice (13.111).
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Ukazuje se, Ze rovnice (13.111) pro ulohu S|, tj. rovnice (13.111) s dol-
nimi znaménky, je feSitelnd jen pfi splnéni podminky ortogonality pravé
strany ¢(X,7) a jisté funkce s(x,f) v L*[0,T:L*(I)]. Aviak nejde o podminku
nutnou pro feSitelnost ulohy S, a je podminéna toliko specidlnim tvarem

zéapisu feSeni ve tvaru potencidlu (13.107). Mame-li misto (13.107) na
zieteli vztah

u(x,0) = Blu)(x,0)— Alu]0x,0)+ [ e(ryw(x —a,t - 7)d,
0
kde @ € Qa c(f) e CP<0,%0), misto (13.77) mame rovnici

,u—A,u+jB(t—r),u(r)dr+jc(r)w(x—a,t—r)dr =p(x,t). (13.112)

Operatory A, B(¢) jsou zadany rovnici (13.109) s dolnimi znaménky. Na
vrub volby funkce ¢(¢) 1ze vyhovét zminéné podmince ortogonality a dospét
bezpodmineéné k fesitelnosti (13.112) pro libovolnou funkci ¢(x,z).

Uvahy o fesitelnosti (13.111) s operatory v (13.109), (13.110) v tlohach
S;, nam umoziuji dokazat nasledny teorém o fesitelnosti:
Teorém 6. Jestlize ¢(x,t)eC? [0, o0; C(O)(F)], tlohy S a S, jsou

fesitelné v klasickém smyslu. Je-1i kromé toho, (1,¢)
t >0, uloha S, je rovnéz fesitelna.

2y =0 pro vsechna

Nas dalsi krok bude spocivat v aplikaci teorie potencidlu s ohledem na
dikaz o teorému klasické fesitelnost zakladnich smisenych tloh pro ptipad
rovnic (13.98). Obdobna teorie potencidlu spolu steorémy o klasické
fesitelnosti mize byt predlozena i pro rovnice (13.95) az (13.97) a také pro
jejich dvojdimenzionalni analogie. Uhrnem vzato na§ po&in budou ramcovat
nékteré explicitni tvary feSeni nestaciondrni ulohy, které nabyvaji zaklad-
niho vyznamu v matematickych modelech Cetnych fyzikalnich jeva. Je to
déano tim, Ze tyto tlohy maji postaveni jistych ,,etalonii*, umoznujicich ndm
pochopit podstatu navrhovanych modeli a také zhodnotit rizné asympto-
tické a pfiblizné metody uzivané pfi numerické analyze.

Vyjdeme z Cauchyho tulohy pro rovnici gravitatné setrvacnych vin
(13.96) v Boussinesqov¢ aproximaci

2
— 2 2 —
M, [u]= = Au+aogAyu+a‘u,, =0,
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nalezneme jeji explicitni feSeni a budeme se zajimat o jeho chovani pro
velka ¢. Posuzovano z fyzikalniho hlediska, tato iloha vede na matematicky
model dynamiky malych pohybt rotujici slabé stratifikované tekutiny, vy-
plnujici cely prostor R".

Avsak jesté diive nez pristoupime k formulaci Cauchyho tlohy, zastavi-
me se u fundamentélniho feSeni diferencidlniho operatoru My v rovnici
(13.96). V tomto ohledu plati vztah

E(x,1) = —#X' [Jo(@yt=)J (A7) d T =

1 ( sin w,t
- P .[ ) ) 0/’2[ 5 2 d/ua X¢(0,0,X3)
) X [a- e -2 )]
1 sma)otj X=(0,0,x,),
4n|X| @,
A=200=|x|./|x|; |x|.=[a* G+ +ei]s
(13.113)
Jo(?) je Besselova funkce.

V limité¢ ey — 0 v prvém tadku zapisu (13.113) dochdzime k fundamen-
talnimu feseni Sobolevovy rovnice (citujeme podle [29]) a pii @ — 0 dosta-
neme fundamentalni feSeni rovnice (13.98). PovSimnéme si, ze z (13.113)
vyplyva, ze v uvazovaném modelu tekutiny ma misto ,,ptisobeni na dalku*,
tj. pertubace se v tekutin€ z bodového zdroje okamzité rozsifi do celého
prostoru. Pravé studium asymptotického chovani (¢ — o) vzbuzuje zijem
nejenom matematikd, ale je uzitecné i z fyzikélniho hlediska.

Nejprve uvazime piipad, kdy |1 - o, RZ 0 >0. Po ptechodu ke sférické-
mu soufadnicovému systému pro A=|x|, /|| dostavame 1= (a’sin’ 0+
+w; cos” 8)"? a podminka |1—a)0| >85>0 ma nyni tvar 0 € <&, ©— &>,
kde &, > 0 a zavisi na 6.

Ptihlédneme-li ke standardnim asymptotickym metodam (opét citujeme
podle [29]), pro fundamentalni feSeni (13.113) pti ayt >> 1 mame

T sin(At—n/4)
E(X,1)=— g -
G0 \ 22|} - &’| 22|x|sin O fa,t
B T sin(w,t —m/4) +A(|X,a)0t)
2‘0)5—0{2‘ 2n2|x|sint9\/a)_ot x| (o)

(13.114)
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jestlize |2 —@y|> & >0. Pro A v (13.114) plati [A(x
nabyvé obecné neomezenych hodnot pii 6 — 0.
Podle (13.114) pro velkd ¢ fundamentéalni feSeni E(x.f), tj. perturbace
odvijejici se od bodového zdroje, v oblasti [A—w,|2 6 (&i 0 <&, n— 6>)
12

Lo,t)| < C(8), kde C(6)

klesa v case jako funkce (ant) '~ a sklada se z perturbaci dvou typt. Prvou
popisuje druhy scitanec v (13.114) a odpovida ji stojaté vinéni s oscilacemi
o frekvenci ay, které je v Case tlumeno. Druhou perturbaci modeluje prvy
s¢itanec v (13.114) a pfedstavuje ponckud svérazny vlnovy proces. Plochy
stejné faze téchto vin (hiebeny) A = (a’sin’ @+ w, cos* §)"* = konst.t "' jsou
konické rotacni plochy s vrcholem v bodé x = 0 a s osou Oxs.

Jestlize ptepiseme fazovou relaci pii ey > a do tvaru (@’ +(a) —a’)
cos’ 0)"* =konst.t™" avpro a< aje (o, +(a’ —w;)sin’ #)"* =konst.t ™',
objevi se pied nami nasledujici obraz evoluce fazovych konickych ploch:

Pokud an>a, tyto plochy vznikaji pobliz osy Ox;, v Case se postupné
rozviraji a degeneruji v horizontalni rovinu x3 =0. KdyZ ay > «, je tomu
pravé naopak: fazové konické plochy se objevuji v horizontalni roving,
v ¢ase se postupné stlacuji a degeneruji ve vertikalni soufadnicovou osu
Ox;. Z naznaceného geometrického obrazu evoluce zminénych ploch docha-
zime k zavéru, ze vertikalni osa Oxs, odpovidajici hodnoté 4 = ay, je vlastné
mnozinou singularnich boda systému fazovych ploch. Z pohledu matema-
tiky to znaci, Ze asymptoticky vztah (13.114) prestava platit.

Chovani fundamentalniho feSeni na ose Oxj; popisuje vyraz v druhém
fadku (13.114). Odtud nahlédneme, ze na ose Ox; ma fundamentalni feSeni
tvar stojatych vin s frekvenci ay v Case neklesajici.

S pfihlédnutim k poznatkiim o fundamentalnim feseni pfistoupime k for-
mulaci feSeni Cauchyho ulohy pro rovnici gravitacné setrva¢nych vin
(13.96).

Zabyvejme se tlohou

M, [u](x,0)= f(x,1), xeR’ >0,

(13.115)
u(X,0) =u,(x), u,(x,0)=u(x);

funkce u(x,t) je regularni v nekone¢nu (viz ulohy pro rovnici (13.98)). Po-
7adujme, aby uo(X), u,(X)eC;(R*) a f(x,/)eC” [R3>< <0, oo)] necht’ je

finitni funkci v proménné x.
Teorém 7. Za uvedenych podminek o funkcich uo(x), u;(x) a fix.)
klasické feSeni Cauchyho tlohy (13.115) existuje, je jediné a plati
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u(x,t):j”E(x—y,t—r)f(y,r)dydr+
0R (13.116)

5
+ ~E(x-y.00u(y)dy + [E(x-y,0au(y)dy.
R R

Poznamenejme, Ze pozadavky na hladkost a finitu pocatecnich hodnot
funkei v (13.115) mohou byt zna¢né omezeny.

Se znalosti explicitniho feseni (13.116) Cauchyho ulohy miizeme posou-
dit otazku o existenci limitni amplitudy v tom pfipad¢, kdy funkce f(x,f) na
pravé strané€ rovnice (13.115) se v ¢ase chova podle harmonického zékona.

Obrat'me pozornost ke Cauchyho tloze ve tvaru

M, [u]= (0 - @) f(X)exp(-iat), xeR*, >0, (13.117)
u(x,0)=u,(x,0)=0,

v némz je funkce u(x,t) regularni v nekonecnu.
Zde je w# ax a faktor (@’ —w,) na pravé stran& (13.117) umoZziiuje vy-
hodnéjsi zapis nasledujicich vztahd. Predpokladame, ze f(x)e Cy (RY).
Pro kazdé x € R® definujeme funkci w(x) zapisem
w(Xx)=limexp (lot)u(x,t),
vnémz je u(x,t) feseni tlohy (13.117), kterému ptisoudime ulohu limitni

amplitudy v (13.117). Na zaklad¢ (13.116) teseni Glohy (13.117) lze zapsat
ve tvaru

u(x,t)=exp(ian) [ f(YIR(X-y,0)dy,

kde R(x,t)=—(@’ —a)oz)jE(x, r)exp(ior)dr.

Teorém 8. Pfi w# ay pro Cauchyho tlohu (13.117) existuje limitni am-
plituda w(x), pro niz dostdvame

w(x) = [e(x-y)f (y)dy

R3

a kterd vyhovuje v klasickém smyslu rovnici
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2 2
Aw+Z =% = f(x). (13.118)
o -w, 7

Ve vztahu pro w(x) je e(x) fundamentalni feSeni rovnice (13.118). Funkce
R(x,f) tém&F viude v R® pro ¢ — oo konverguje k e(X), tj. pro témsf viechna
x (ve smyslu lebesgueovské miry) v R? plati

e(x)=1limR(x,?).

Je tteba uvést, ze rovnice (13.118) pro limitni amplitudu w(x) a frekvenci
o nelezici v intervalu <min (@, @); max (ay,)>, je rovnici eliptického typu
a pro @ z tohoto intervalu je rovnici hyperbolickou. V obou piipadech fun-
damentalni feSeni (13.118) nabyva tvaru

) 2 -1/2
e(X)=—ﬁ[x§ +(%j(xf +x§)} . (13.119)

0

Avsak je na misté€ fici, ze v pripad¢€ hyperbolické rovnice v (13.119) vybi-
rame tu vétev kofenu, pro niz ()" =-ia pro > 0. Nasim nejbliz§im
ukolem je detailngj$i posouzeni otdzek, tykajicich se typl rovnic pro
amplitudy generujicich se oscilaci a jejich feSeni.

v w

rovnici gravitaéné setrvacnych vin v Boussinesqove aproximaci:

2
Fr Au+aoqu,, +a’u,, =0, (13.120)

kde je A, Laplacelv operator zapsany v proménnych x; a xs.

Necht' v tekuting, jejiz dvojdimenzionalni dynamika je popséna rovnici
(13.120), se nachazi pro tekutinu nepropustnad nekonecné¢ tenka desticka 7,
umisténa pro thlem ¢ kose Oxy, tj. I"=1{(x,,x,)eR*:x, =scosp, x3=
=ssing, s € (-1,1); ¢ € (0, n/2)}. Predpokladejme, ze pocinajic ¢ =0 body
I"vykonavaji malé pohyby ve sméru kolmém k desti¢ce /. Takové pohyby
1ze popsat zadanim normalovych rychlosti k /7~ ¢astic tekutiny na useku 7
Odtud dospivame k nasledujici matematické tloze o pertubaci vin v tekuting
s kmitajicim usekem 7

Pro t>0 a R®\/" hledame spojitou funkci u(x,f), X = (x1, x2) a Co(?)
takové, aby funkce u(x,f) pro ¢t > 0 vyhovovala v klasickém smyslu rovnici
(13.120) v oblasti R*\7 splitovalo po&ateéni podminky
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u(x,0)=u,(x,00=0 (13.121)
a na useku / platily okrajové podminky
”(Xat)\xy— =f(s,0)+Cy(t), se<-11>. (13.122)

1/2

Navic pozadujeme, aby funkce u(x.) (|x|=(x} +x;)""*) splitovala podmin-

ky regularity v nekone¢nu a také podminky

ak
qu

~0(r;,?), k=0,12 (13.123)

v okoli koncovych bodi 7; kde 7 » je jejich vzdjemna vzdalenost.

Poznamka 24: podle zpuisobu zavedeni funkce u(x,?), je u proudovou funkci toku, je tedy
zadanou az na libovolnou aditivni konstantu zavisejici na Case. Je to dano zaclenénim
konstanty Cy(?) v zapisu (13.123) a odtud plynouci moznosti docilit volbou této konstanty
jednoznacného feseni nas zajimajici ulohy.

Oznaéme nyni symbolem C\" (") mnozinu funkci z4s), s € <-1,1> na I}
vyhovujici ve vnitinich bodech /7 "Holderové podmince s exponentem /4 a ni-
koliv nutné ohrzanigzen}'/ch v okoli koncovych bodli 7, kde plati odhad
| 1(s)| < C|1-57| "% Dale necht je €[ 0.T:C/%5" (1) | mnozina funkci

{,u(s,t) eC[0,7:C ()]s p(5.0) = p1,(5.0) =0, [ u(s,1)ds = o}.

Poté plati:
Lemma 5. Jestlize u(s,t) e C” [0,00 i )}, funkce

u(x,t) = j[,u(s,t) In|x -y (s)|ds +

+J:jly(s, t— r)%{l - cos(r%ﬂ dsdr,

kde X = (x1, x2), Y(s) = (s cos, s sing),| x|, = (a*x + wix?)"*je spojita v R?,
vné [ vyhovujici rovnici (13.120), poc¢atecnim podminkam (13.121) a rov-
néz podminkdm regularity v nekone¢nu i podminkdm (13.123).

Uvazime-li feSeni ulohy ve tvaru (13.124), s pfihlédnutim k okrajové
podmince (13.122), dochézime k nésledujici integralni rovnici:

(13.124)
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jy(a,t)1n|s—a|da=f(s,t)+co(t). (13.125)

Vyslovme pozadavek, aby f(s,/) € CP[0,00:C""(D] a f{s,0) = fi(5,0) = 0.
Tehdy feseni rovnice (13.125) ve tidé C” [O,OO;CI(/O;”(F )] existuje jen pro
jisté Co(2), je jediné, ma tvar

1-
0= 5 = CUT R ED
1-s% 2,
a pro Cy(¢) dostavame
C, (t):—lj-f(s t)ds+ljy(s H2(s)ds (13.127)
0 271 ’ 271 ’ 9 .

kde ) = (1 — s)In((1 — s)/e) + (1 + s)In((1 + s)/e). Poté plati:
Teorém 9. Pro libovolné f(s,r)e C®[0,00: C*" (1) | af(s5,0) = £i(s,0) =

= 0, existuje feSeni ulohy (13.120) az (13.123), je jediné a dané explicitnimi
tvary (13.124) a (13.127) s funkei z4(s,t) ur€enou rovnosti (13.126).

Tvrzeni o jednoznacnosti feSeni v teorému 9 dokdzeme pomoci energe-
tické identity pro rovnici (13.120).

Pfenesme dale nasi pozornost na otdzku o chovani feSeni nas zajimajici
ulohy pro velka ¢. V tomto piipade z (13.124), (13.126) a (13.123) dospiva-
me k dal§imu teorému:

Teorém 10. Jestlize funkce f{s,f) splituje podminky teorému 9 a je funkci
finitni v Case, tj. existuje #, takove, ze pti ¢ > £, > 0 je f{(s,f) = 0, feSeni tlohy
(13.120) az (13.123) pro ¢ — o, x € R*\I" stejnomémé& konverguje k nule
(stabilizuje se) a pro rychlost stabilizace dostavame

sup |u(x,1)|<C, /t,

xeR\I
kde konstanta Crzavisi jen na f{s,?).

Necht’ f(s,f) v okrajové uloze (13.122) ma tvar f(s,f) = n(¢) exp(—iat) fo(s)

s funkei 7(f) € C#<0,00) ,.pfechodného rezimu®, vyhovujici nasledujicim
podminkam. Pfi 0 <¢<¢ je funkce 7(f) zcela libovolna s pocatecni pod-
minkou 7(0) = 7(0)=0 a pti > ¢, bude 7(f) = 1. Poté otdzka o existenci
limitni amplitudy pro ulohu (13.120) az (13.123) nés pfivadi v potadi jiz
k jedenactému teorému:
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Teorém 11. Budiz fy(s)eC""(I). Tehdy pti libovolném o +# w,,a
a (a’cos’ ¢ + w]sin’ @)"* pro tilohu (13.120) az (13.123) existuje limitni
amplituda w(x) = lim exp(iat)u(x,t) ve tvaru

a)Z _a)z 1/2
2(X3—y3(s))2} ds. (13.128)

w(X) = [ () In] (x, = 3,(5))" +=
] w0 —-a

Zde je pu(s) funkce definovana zapisem (13.126), vnémz f/(¢,t) nahra-
dime funkci f;(&). Vétev logaritmu v (13.128) je ddna vztahem mezi para-
metry @ a ay. Pro z=0 mame Inz=Inlz| a kdyZz z <0, plati Inz=In|z| +
+ insign(ay — @). Limitni amplituda w(x) viude v RA\Z vyhovuje rovnici

2 2
o — o,

X343 xx (13129)

o -a’
vytvarejicich se oscilaci; pfi @ ¢ (min{an,}, max{aya}) spliiuje tuto
rovnici v klasickém smyslu a jestlize min{aa} < @ <max{ay,a} pak ve
smyslu teorie zobecnénych funkci. Kromé toho limitni amplituda vyhovuje
na /" okrajové podmince w(x),. = f;(s)+ C, s konstantou Cy danou vztahem
(13.127), v némz je tteba y(s,tg zameénit funkei 4(s) a f(s,f) funkei fo(s).

Po vysloveni teorému o existenci limitni amplitudy v ptipadé¢ tlohy (13.120)
az (13.123) je tteba uvést n€kolik poznamek. Jak vyplyva zteorému 11,
feSeni ulohy (13.120) az (13.123) v nami uvazovaném piipadé pii ¢t —> ©
popisuje ustanovujici se oscilace o frekvenci @ (# ey, a (&’ cos’ g+
+a; sin’ )""?) s amplitudou w(x), fesenim rovnic (13.129). Pokud o ¢
¢ (min{a, o}, max{m,a}), (13.129) je standardni rovnici klasické tlohy
generujicich se oscilaci rovnici eliptického typu.

Nas predevsim zajima piipad min{m,a} < @ < max{m,a}, kdy rovnice
je hyperbolického typu a podava obraz svéraznych vnitinich pohybt teku-
tiny. Jmenovité, limitni amplituda (13.128) je nespojitou funkci v R?,
nicméné jeji prvé derivace maji vyznam slozek vektoru rychlosti Castic
tekutiny, nabyvajicich neomezenych hodnot v okoli pfimek x, =+singp+
+a(x, +cosp)a = (o’ —@*) (@” — w}))"?), které jsou charakteristikami rov-
nice (13.129), prochézejicimi konci useku 7 Ukazuje se, Ze

Vuf ~ C[(x3 +sing)’ —a’(x, iCOS(p)Z]AM

a tak se zde setkavame s jevem, ktery je v [28, 29] oznacen jako ,,expanze
podél charakteristik v okoli koncovych bodu 7
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V teorému 11 nebyl bran zfetel na piipady = a, ay a (a’cos’ @+
+ @} sin’ @), Tehdy hovoiime o singularitich ulohy tykajici se limitni
amplitudy. Neni naSim zdmérem zde posuzovat piiciny, majici za nasledek
vznik této situace, a to jak z matematického, tak i1 fyzikalniho pohledu.
Toliko si feknéme, Ze pii = a a @= ay rovnice (13.129) ma tvar u, =0
¢iu, =0, ktery sebou pfinasi fadu matematickych obtizi.

Poznamenejme pii této prilezitosti, ze ve fyzikdln¢ zajimavém piipade,
kdy usek /" osciluje jako celek (tehdy f/(s)=1), lze spocitat hodnotu li-
mitni amplitudy v explicitnim tvaru, a to jen pomoci elementarnich funkci.
Abychom se o tom piesvédcili, je tieba fici, ze pti fj(s)=1 pro hustotu
Ho(s) dostdvame

Hy(5)=— 1 zj“l_éz dg-——5 14 7o
Y

V-5 &5 ml-s> mds

Po dosazeni p(s) do (13.128) a integraci mdme moznost dale pracovat
s integralem typu Cauchyho, ktery lze spocitat pomoci znamych metod teo-
rie funkce komplexni proménné. Nebudeme se zde poustét do podrobnosti
a v§imnéme si na tomto mist¢ jen konecnych vyrazi.

Nejprve nas bude zajimat, kdy o < min{a,an} ¢i @ > max{a,ayp}. Tehdy
rovnice (13.129) je eliptického typu. Pti volbé
. bx *ix

Zp

bcosptising’

a)z _az 1/2
b=|— 2
o’ -,
pro limitni amplitudu mame
w(x):—(i/z){,/l—(z,;)2 tiz 1= (2 ) +iz;} .

Vétev kofenu v1—z° zde vybirame nasledujicim zptisobem: rozvétvovaci
body z = %1 jsou spojeny fezem, kterym je usek redlné osy z a na hornim
dilu fezu V1-z> =1 piiz=0.

Dale uvazme ptipad, kdy min{a,an} < @ <max{a,an} a rovnice (13.129)
je hyperbolického typu. Polozme
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. ax, +x, {az -’ Tz
Za T .., a= 2 2
acosptsinge 0" -,
a pro urcitost pozadujeme, aby ay > a a cos@—sing > 0. Charakteristiky
rovnice (13.129) prochazejici bodem x(1) = (cos¢@, sing) useku /" mohou
byt nyni zapsany ve tvaru rovnosti z, =1,z, =1 a pro x(-1) = (—cose,
—sing) dostivame z' =-1,z, =—1 (viz obr. 13.11). Tyto charakteristiky
rozdéluji R?\/"na oblasti oznatené na tomto obrazku &islicemi I az VIII,
arovnéz na dva trojuhelniky ABC a ACD. Poté pro limitni amplitudu w(x)
dostavame

wx) =z +Za)/2+1/2{;(1 (-] + 2 Dl—(za)ﬂm} ,

kde veli¢ina X = (y1,%2) zavisi na poloze bodu x = (x;,x3):

x € obL.l, x=(1,1); x € obl.VL, x = (-i,-1),
X € obl.Il, x=(i,1); x € obl.VIL, ¥ = (1,-1),
X € obl.III, x=(-1,1); x € obl.VIIL, x = (1,1),
X € obLIV, x=(-1,-); x € AABC, x = (i,-1),
X € obl.V, x=(-1,-1); x € AACD, x = (-i,1).

Na zaklad€ téchto vztahii se miizeme piesvédCit, ze limitni amplituda
v oblastech I, III, V a VII klesa jako O(p ), kde je p vzdalenost od nejblizsi
charakteristiky z; =+1. Pro oblasti II, IV, VI a VIII plati odhad

w=1/2+0(x").

Kapitolu vénovanou matematickym tlohdm dynamiky stratifikované
tekutiny zakon¢ime stati o vznikajicich vlnovych pohybech ve stratifiko-
vané rotujici a stlacitelné tekutiné a podame jejich klasifikaci. Ziskame ji
porovnanim typt rovnic pro amplitudy generujicich se vin a charakteru
fundamentélnich feSeni v ivahu pfipadajicich rovnic.

Dochézi-li v tekutiné k oscilacim, funkce u(x,f) se v Case chova podle
zékona exp(—iat), tj. u(x,t) = u(x)exp(—iax), kde amplituda u(x) vyhovuje
rovnici

82 a)Z_a)Z 0)2
6x2u+a)2—ag A — c—z—ﬂz u=0, (13.130)
3

kterou ziskdme zrovnice (13.94) s pfihlédnutim k (13.95). Pii analyze
rovnice (13.130) nebudeme vénovat pozornost piipadu, kde o= ay, c.
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Obr. 13.11 Rozklad mnoziny R/ na oblasti s riiznou limitni amplitudou w(x) [29].
Oznaéme a” a y* tyto veliciny:
1 |0 -o; , |o*
—=F7—3 a x =75
a 0 - c
Piihlédneme-li ke vztahiim mezi parametry v koeficientech rovnice (13.130),
tuto rovnici lze zapsat v jednom z nasledujicich ¢tyt tvari:
o’u

1 2
—+—Au+ yu=0, 13.131
8)632 202 X ( )
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’u 1

er?Azu—;(zu:O, (13.132)
3

o’u 1

w—?gnzu—;/u:o, (13.133)
3
2

%—aizazuwzu:o, (13.134)
3

které pfichazeji v Givahu pfi urcitych hodnotach parametrt @, ay, aa f ¢ (viz
dale). M&me stale na zieteli, ze @, =2fg—g’/c* < p*c?, nebot Bt -
—2Bg+g*/c* =(Bc—g/c)* >0. Dalsi uvahy se budou vztahovat k pii-
padiim akustickych vIn, povrchovych vin (jejich ,,nositelem* je velmi tenka
vrstva elastického prostiedi pfiléhajici k rozhrani; tyto viny sahaji jen
nepatrné pod povrch prostfedi) a ve dvou piipadech k vnitinim vlnam,
oznacovanych v [29] jako hyperbolické viny dvou rliznych tiid.

1. Akustické viny. VInové procesy zde popisuje rovnice (13.131), a to
tehdy, kdyz @ > max(fc,a). Vytvarejici se viny pfi¢itdme na vrub stlaci-
telnosti tekutiny, tj. kone¢né rychlosti zvuku c v tekuting. Jestlize ¢ — oo,
ptjde o nestlacitelnou kapalinu a rovnice (13.130) v zavislosti na hodnotach
parametri o, Doy = 2g ac, muze nabyvat tvaru (13.132) i (13.134). Tim
chceme naznacit, Ze viny vytvarejici se v nestlacitelné tekutiné pii zadnych
hodnotach parametri nemiize popisovat rovnice (13.131). Naproti tomu, pii
an =0 a a=0 v nestratifikované a nerotujici tekutiné¢ zachovava rovnice
(13.131) svijj tvar pro a> = 1 a > = &/c” a je klasickou rovnici akustiky.

Fundamentalnim feSenim (13.131) je funkce

E (x)=—(a’ /4m)exp(i ZR(X))/ R(X),

kde R(x)=(a’x+a’x; +x;)"?. Protoze takové fedeni interpretujeme jako
feSeni popisujici vlnovy proces generovany bodovym zdrojem, tvrdime, Ze
se zde na rozdil od klasického piipadu nesiti od bodového zdroje sférické
viny, ale viny, které Ize oznacit jako eliptické. Tehdy je plochou stejnych
fazi ¢i hiebent vin elipsoid, jehoz tvar se méni v zavislosti na parametru a.

2. Povrchové viny. Ktomu piipadu dochazi, pokud parametry
v (13.130) vyhovuji jednomu ze vztahii

pc 2o >max(w,,a),o <min(e,,a) (13.135)
a je popsan rovnici (13.132).
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Avsak je nezbytné nutné fici, Ze principidln€ praveé tato rovnice vlastné
nemuze popisovat vinovy proces. Ukazuje na to i explicitni tvar jejiho
resSent

E,(x)=—(a’/4m)exp(—xR(x))/ R(x).

Jiz proto je tieba tento vyrok uptesnit. Vime, Ze pokud oblast vyplnéna te-
kutinou neni celym prostorem R’ a tedy je oblasti s jistou okrajovou plo-
chou 7; pak pfi splnéni urcitych okrajovych podminek na 7 miZze dochézet
k tvorbé pravé povrchovych vin. Tyto viny se $ifi podél plochy a dochézi
k jejich Gtlumu (exponencialng) pfi rostoucich vzdalenostech od 7. Uved’'me
si ptiklad, ktery je ilustraci tohoto tvrzeni. Necht stratifikovana rotujici
stlacitelna tekutina popsana rovnici (13.132) zaujima poloprostor
R’ ={x eR’:x, <0} ana hrani¢ni plose x; = 0 plati (viz zékladni okrajové
apocateéni ulohy Op/0t— p,(x;)g(n,v) o) = 0). S piihlédnutim
k (13.92) a se zfetelem na Casovou zavislost exp(—ia¥) v terminech funkce
u(X) ma okrajova podminka tvar

Ou/ox, +(B- I gu| =0, (13.136)
Muzeme se piesveédcCit, ze pii splnéni prvé z nerovnosti (13.135) s ohledem
na (13.136) ma rovnice (13.132) partikularni feSeni

u=Aexp(px, +iax,(u” — y*)"?), (13.137)

kde u=—p+at/g. Odpovidajici feSeni pro vektor rychlosti &astic tekutiny
(13.137) dostavame ve tvaru

v=v(4,uy)exp(@’/g)x, tiax, (1’ — y*)"?); (13.138)

v(4,1y) je vektor amplitudy. Vyrazu (13.138) odpovidaji povrchové viny,
exponencialné se tlumici v hloubkéach tekutiny. A tak, vyhovime-li jedné
znerovnosti (13.135), miize dochazet ve stratifikované rotujici tekuting
toliko k generaci povrchovych vin.

3. Vnitini viny ,tfidy 4,“. Pfedpoklddejme, Ze parametry rovnice
(13.130) spliuji systém nerovnosti

min(a,®,) < ® < max(a,,), ® < fc.

Poté tato rovnice nabyva tvaru (13.133). Pravé tato rovnice spolu s (13.134)
budi nas zajem; jsou to rovnice hyperbolického a nikoliv eliptického typu,
na ktery jsme zvykli v klasickych ulohach teorie generujicich se oscilaci.
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Zajem je podnicen nejenom typem rovnice, ale rovnéz fyzikalnimi dasledky
s ndzornymi projevy vlivil stratifikace a rotace na chovani vytvéaiejicich se
oscilaci v tekutiné blizké nestlacitelnému prostiedi.

Abychom poznali charakter vInovych procestt popsanych rovnici
(13.133), vsimnéme si jejiho fundamentalniho feseni:

E,(x) = (ia” /4m)[exp(i zR.(x))]/ R.(x), (13.139)
kde

\/az(x12+x§)—x32 pri |x3|Sa\/x12+x22
i\/xf—az(x12+x22) pii |x3|2a\/x12+x22.

Reseni E3(x) odpovida podminkam radiace v tom smyslu, Ze popisuje viny
pfenasejici energii do nekonecna. Pfesvéd¢ime se o tom tak, Ze stanovime
vektor hustoty toku energie [/ =Re(pv), kde Re znali realnou ¢ast
prislusného argumentu, toku odpovidajiciho fundamentalnimu feSeni E5(x).

R(x)=

Poznamka 25: vektor hustoty toku energie ur¢ime z lokalniho zakona zachovani energie
Oe/ot+div ][] =0,

kde je £hustota energie. Pro systém (13.90) veli¢iny ¢ a //udavaji vztahy

I =pv, e=1/2)p, V[ +(g/2p,0,U(p.p),
Up.p)=(pi|/ p)P” —2gpp + 8 p;.

Déle mé&me na zieteli charakteristicky kuzel K rovnice (13.133), tj. K E{(xl,xz,x3):

xia (x] +x; )} a zajimejme se o nékteré charakteristické vlastnosti vin s fundamentalnim

feSenim rovnice (13.133).

Kuzel K d&li prostor R’ na dva podprostory s rozdilnymi vlnovymi
pohyby. Prvni podprostor je sjednocenim dutin kuzelu, tj. mnozinou boda

{x:x32 >a’(x; +x§)}. Podle (13.139) se v tomto podprostoru nesetkavame

s vlnovymi pohyby — amplituda oscilaci rychle klesd se vzdalenosti od
pocatku soufadnicového systému. Tok energie je nulovy, k transportu
energie bodového zdroje nedochdzi. Protikladem je amplituda oscilaci
v okoli povrchu kuzelu K. Ta zde neomezené vzriistd tim vice, ¢im blize je
k povrchu K vné jeho vrcholu. Dé&je se tak podle zavislosti r''*, kde
r1 = p(x,K) je vzdalenost od povrchu kuzelu. V okoli jeho vrcholu roste
amplituda oscilaci jako ! (r= |X | ).
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Nyni se zaméfme na oblast vné¢ kuzelu K. Dochéazi zde k svéraznym
vlnovym pohybiim se zajimavymi a neobycejnymi plochami stejnych fazi
(hiebeny vln). Tvoii je tfida rotacnich jednodilnych hyperboloidii s asym-
ptotickym kuzelem, k némuz plochy smétuji (jednodilny hyperboloid ma
vnitini asymptoticky kuzel). Generujici se viny stakovymi plochami
stejnych fazi budeme nazyvat hyperbolickymi vlnami ttidy 4, (terminologie
je prevzata z [29]). V nés zajimajicim piipadé zejména tyto viny ptenase;ji
energii az do nekonec¢na a pfitom jejich amplituda klesa jako | x|

4. Vnitini viny ,,tiidy /4, Z matematického hlediska je k (13.133) velmi
blizka rovnice (13.134), k niz dospivame z (13.130) volbou parametra

w, < fc<o<a.

Jak jsme jiz podotkli, rovnice (13.134) je rovnici hyperbolického typu. Jeji
fundamentélni feSeni ma tvar

E,(x)=~(ia’/4m)exp(~7R.(X))/ R.(X),

kde pro R«(x) plati (13.139) a pruh nad R+(x) znaci veli¢inu komplexné
sdruzenou.

Jako diive zaved’'me charakteristicky kuzel K a popiSme obraz vinovych
pohybii, Sificich se od bodového zdroje, popsané¢ho fundamentdlnim
feSenim E4(x). Ukazuje se, ze v tomto piipadé obraz vinového procesu bude
v jistém smyslu opacny k tomu, ktery jsme popsali diive. Jmenovité, v obla-
sti vn¢ vnittku K vinovy pohyb vymizi — amplituda oscilaci exponencialné
klesa se vzdalenosti od pocatku soutradnicového systému. A naopak, v du-
tiné¢ K dochazi ke generaci vinovych pohybti s plochami stejné faze tvofi-
cimi tfidu dvojdilnych rotacnich hyperboloidii s asymptotickou plochou
danou kuzelem K. Takové viny nazvéme hyperbolickymi vinami ,,téidy 4,
Stejné jako diive, dochazi k pfenosu energie bodového zdroje do nekonecna
s ubytkem amplitudy jako | x| Opét je kuzel K nositelem singularit fun-
damentalniho feSeni E4(X).

Uhrnem miZeme fici, Ze v zavislosti na hodnotach veli¢in parametri-
zujicich stratifikovanou rotujici stlacitelnou tekutinu dochazi k podstatné
riznym matematickym i fyzikélnim situacim. V poslednich dvou piipadech
jsme se setkali s rovnicemi hyperbolického typu. To nas pfivadi k novym
netradicnim formulacim uloh, k okrajovym tloham pro hyperbolické rov-
nice. O tom, s jakymi zvlaStnostmi se pfitom setkavame a k jakym vysled-
kiim tehdy dochazime, méme moznost se presvédcCit na piikladech difrakce
ustavujicich se hyperbolickych vin ,tfidy 4,“ v stratifikované tekutiné [29].
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13.12 Tichonovovy systémy. Pomala a rychla dynamika

Definici téchto systéml podame ve tvaru, vnémz je uvedena v [30].
Vyjdéme z rovnice autonomni dynamiky x = f(x,u) a interpretujeme ji tak,
Ze x popisuje ,,vnitini stavy jistého objektu (systému) za okolnosti chara-
kterizovanych veli¢inou u. Nyni veli¢inu u, kterd vystupovala jako para-
metr, pojmeme jako proménnou veli¢inu, pficemz jeji zmény se fidi
diferencialni rovnici tvaru u = g(x,u). Na autonomni dynamice veliiny u je
nejpodstatnéjsi, ze ,,dava pohyb* tutvaru, napt. prechodovému metabolic-
kému systému, ktery sam obsahuje teprve moznost pohybu; to, ze jde o dife-
rencidlni rovnici, neni tak diilezité. Podstatnd je téz ,,autonomnost™ dyna-
miky. To znamena, Ze mozné pohyby jsou pevné urovany lokalni situaci
v jednotlivych bodech prostoru.

Vyjdeme-li nyni ze soustavy f:B — V(M), kde B je jista oblast prostoru
R" a V(M) prostor vSech hladkych vektorovych poli na M (je-li M = R", jde
vlastné€ o prostor vSech hladkych f:M — R"), dostavame dvojici (f,g), kterou
Ize chapat jako hladké vektorové pole na B x M. Uvazime-li dale soustavu
£, tj. soustavu fur€enou ,,az na vynasobeni kladnym ¢initelem*, dostavame
dvojici (£, g), jiz lze chapat jako Tichonoviv systém. Pak g se v téchto
piipadech Casto nazyva pomalou dynamikou (autonomni dynamikou), pole f
rychlou dynamikou. Diivod tohoto pojmenovani je v tom, Ze v dilezitych
piipadech je g skutené ,,pomalé* vici f; v tomto pripad¢ feSeni soustavy
x=f,u=g afeSeni pfislusného Tichonovova systému jsou si (za jistych
predpokladil) blizké a jedno muze slouzit jako aproximace druhého.
Tichonovovy systémy lze ziskat ze soustav poli (ur¢enych ,,az na kladného
Cinitele®) pfidanim pomalé dynamiky. Asi nejdulezitéjsi je to, ze tyto
systémy zprostfedkuji aproximaci prechodového metabolického systému
pomoci feseni soustavy diferencialnich rovnic.

O metabolismu zde hovofime ve smyslu jisté zékonitosti, ktera kazdé
hodnoté parametru, pro niz je to mozné, ptifazuje urcité¢ ustdlené chovani,
jez se uskuteciiuje za podminek a okolnosti popsanych touto hodnotou.
Ptesnd definice je tato: metabolicky model (v Thomové smyslu) je soustava
poli /B — V(M) spolu se zobrazenim o, jez kazdému u € B pro néz pole
x — f(x,u) ma alespon jeden atraktor, pfisuzujeme jeden z téchto atraktort;
takovému zobrazeni budeme fikat ,,vybér atraktora. Jde o popis velice
Siroky, zejména proto, ze zminéné zobrazeni o neni vlastné jako celek
zadnym zpusobem vazano na f, a pouze jeho jednotlivé hodnoty jsou ur¢eny
pomoci jednotlivych poli x — f{x,u). Skutecné dulezité jsou jen ty meta-
bolické modely, jez jsou vjistém smyslu stabilni. Obvykle se pole f
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povazuje za stabilni, jestlize kazdé dostatecné blizké pole f; je snim
v urCitém smyslu ekvivalentni. ,,Dostatecné blizké*“ se nejcastéji chape ve
smyslu topologie prostoru V(M). V tomto piipadé¢ méame: f je stabilni,
jestlize ma takové okoli U v prostoru V(M), ze kazdé f; € U je ekvivalentni
s f (v urCitém smyslu, jenz je specifikovan). Ekvivalence se chape rizné, pro
ilustraci uvedeme tuto verzi: pole fna M a pole f; na M, jsou ekvivalentni,
jestlize existuje difeomorfismus ¢ : M — M,, jenz ptevadi feSeni rovnice
X = f(x) vteSeni rovnice y = f,(y). Piklad: pole x> —x na R" je stabilni,
pole x> —x* na R! neni stabilni, nebot’ pole x> —x° ma jeden atraktor
a kazdé pole x> —x’+ &x, kde £> 0, ma dva atraktory.

ProtoZe se ¢tenaf této publikace v ni dosud nesetkal s pojmem ,,atraktor*,
na tomto misté podame jeho definici, sledujice textovou souvislost.

M¢éjme danu rovnici x = f(x,u), kde je u parametr a necht’ @ je jeji tzv.
obecné feSeni, tj. zobrazeni @y: U —> M, kde U c B x M x R, B je varieta
apro u € B, x € M plati o t+— @(x,u,t), ze je definovano pro ¢ z jistého
otevien¢ho intervalu, je na ném feSeni zminéné rovnice a nedd se rozsitit
(jako feSeni) na vétsi otevieny interval. Obvykle ml¢ky predpokladame, ze
timto intervalem je celé R'. Mnoziny tvaru {@(x,u,t) > T}, prip.
{@(x,u,t) it < T} budeme nazyvat @-polotrajektoriemi, pfip. a-polotrajekto-
riemi (prislusnymi k u € B, x € M, 7 € R"). Ozname prinik uzavér viech
w-polotrajektorii symbolem @(x) a obdobné a(x). Body y € w(x), pfip.
y € a(x) nazyvame «-body, pfip. a-body feSeni 7> ¢, (x,f). MnoZinu

X c M nazyvame invariantni (vzhledem k poli f), jestlize x e X, t>20=
= @, (x,t) € X. Atraktorem pole f nazyvame neprazdnou uzavienou mnozi-

nu A c M takovou, ze 1. 4 je invariantni; 2. Existuje oteviena mnozina U > 4
takova, ze xelU = w(x)c 4; 3. Kdyz a(x)nA4#0, pak @(x,t)c A pro
viechna ¢ € R'; 4. Kdyz @+ W< A, W je oteviena v 4, pak existuje x € W
tak, ze w(x) = A, tj. kazda w-polotrajektorie prochazejici bodem x je husta
v A. Ustélené chovani muzeme definovat napi. jako soubor téch feSeni
D(x,u,t), ktera probihaji v daném traktoru pole f(x,u) a vypliluji jej huste.
Poznamka 26: v geofyzikalni hydrodynamice se s Tichonovovymi systémy setkdme napf.
pii popisu mechanismu generace a ustaveni velkoperiodickych oscilaci na modelu atmo-
sféry (se zapocitanim orografie), chapanym jako soubor vzajemné mezi sebou pusobicich
nelinearnich oscilatord. Amplitudy oscilaci jsou pomalymi proménnymi, jejich faze
rychlymi proménnymi [21].
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ZAVERECNE POZNAMKY

Zabyvat se v hydrodynamice aproximaci vychozich prognostickych rovnic
(disipace energie jim dava charakter parabolickych rovnic) v naSem piipadé
znamena vytvaret jejich konecnédimenziondlni modely pii zachovani
matematickych i fyzikalnich rysa téchto rovnic. Problémy hydrodynamiky
nevidime jen v feSeni jednotlivych ptipadi. V SirSich souvislostech je cha-
peme jako nedilnou souc¢ést uplatiiovani metod nelinedrni mechaniky v fadé
fundamentéalnich chovani fyzikalnich systéml a obecnéji chovani nezivé
ptirody. Neni pochyb, ze pfitom dochdzi k opétnému sristani teoretické fy-
ziky a matematiky. Jsme svédky toho, jak matematické formulace hluboce
poznamenavaji terminologii soudobych pfirodnich véd, v¢etné véd o Zemi.
Dokladaji to i vysledky, zahrnuté do této knihy. K roztrzce mezi matematiky
a fyziky a k odd¢leni od jinych véd doslo na zacatku minulého stoleti. Podle
Arnolda to byl sebeznicujici demokraticky princip, zvlasté u Hilberta, podle
n¢hoz maji vS§echny axiomatické systémy stejna prava na to, aby byly ana-
lyzovany. Hodnota matematického vysledku je podle tohoto principu urco-
véna nikoli jeho v§znamem a uZite¢nosti, ale pouze jeho obtiznosti .

Jsou to pravé nelinearni systémy hydrodynamického typu, nabyvajici na
vyznamu i v mnoha tlohach matematické teorie klimatu. Pfedpokladame, ze
evoluce klimatického systému je determinovand a modelem klimatu je ne-
kone¢nédimenziondlni disipativni systém. Tato problematika tizce souvisi
také se studiem otdzek o atraktoru rovnice vorticity na rotujici kulové plose.
Tim vlastné ptfechazime do problematiky téchto rovnic a do otazek predikce
chovani barotropni atmosféry pfi pisobeni vnéjSich pertubaci a jeji mozné

" Hilbert se pokusil ukézat, 7e kazdy teorém miize byt odvozen pomoci logickych kroki z postulatt daného
axiomatického systému. Hilbertiv formalismus utrpél tézkou ranu, kdyz rakousky logik Gddel publikoval svoji
slavnou vétu o netplnosti. Dokazal v ni, ze kazda, dostate¢né bohatd, bezesporna a rekurzivné axiomaticka
teorie je neuplnd. Prace Caludeho a dalSich jde ve svych tvrzenich jesté dal, kdyz pravi, ze — v celkovém
obecném topologickém smyslu — netplnost je obvykly jev: vzhledem k libovolné rozumné topologii je mnozina
pravdivych a nedokazatelnych vyrokd husta v mnozing vSech vyrok.
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nestabilité. Z hlediska matematiky klimatu (mathematics of climate mode-
ling), chapajici studie o klimatickych systémech jako soucast kvalitativni
teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, prioritnim ukolem je vyhledani
operatoru odezvy klimatického modelu na vnéjsi pertubace.

Chceme-li v souhrnu vytipovat n€které hlavni sméry v nelinearni analyze
atmosférickych jevi, jimz je tfeba se v budoucnu vénovat, je na misté fici,
Ze soustavnou pozornost si zaslouzi sméry, vyty€ené jiz v nelinearni ana-
lyze: 1. Studium dynamickych systému s diirazem na asymptotické chovani
feSeni; 2. Teorie singularit (bifurkace, katastrofy); 3. Geometrizace neli-
nearni analyzy; 4. U¢inné numerické metody feSeni nelinearnich aloh.

S vyjimkou bodii 2 a 4 jsme zbyvajici dva sméry sledovali na ptikladech
nelinearnich systémt hydrodynamického typu, kde jsme se snazili o uce-
len¢j$i pohled na kone¢nédimenzionalni aproximace vychozich parcidlnich
diferencialnich rovnic mechaniky tekutin. Pfitom jsme se dostavali do obla-
sti nékterych specidlnich odvétvi matematiky (jako jsou naptiklad teorie
reprezentaci grup a zobecnénych systémit Hamiltonovy dynamiky). Hledani
ucinnych metod feSeni nelinearnich uloh je véci spiSe numerickych mate-
matikd, tthnoucich ke konkrétnim technickym aplikacim matematiky.

Teorie singularit, jejiZ spojeni s teorii bifurkaci volnéji chapeme jako
teorii katastrof, datujeme Whitneyho praci o singularitich zobrazeni roviny
do roviny. ,,Skoro vSechny* singularni body zobrazeni roviny do roviny jsou
ptehyby (cusps) nebo zédhyby (folds) a kazda jina singularita se pfi vhodné
libovolné zméné na né rozpada. V geofyzikalni hydrodynamice se mizeme
setkat se singularitami typu Whitneyho pfi analyze matematického modelu
horizontaln¢ baroklinni atmosféry v tzv. f-aproximaci (beta plane approxi-
mation). V zobecnéném prostoru parametri a fazovych soufadnic spojujeme
s Whitneyho zdhybem mechanismus vzniku intermitence pii nelinearni
interakci planetarnich atmosférickych vin se zondlnimi toky. Intermitenci
rozumime nepravidelné stfidani laminarni a turbulentni faze v rezimech
atmosférické cirkulace.

Obdobné jako u jinych dynamickych systémil také v matematickych
modelech atmosférickych jevii mize nabyvat dilezitosti problém rozvétveni
feSeni pro rovnice (obecnéji i nerovnice). Tehdy postupnou bifurkaci ptes
zdvojovani frekvence dochézi k chaotickému chovani. S timto fenoménem
se setkdvame napt. v kvazigeostrofickém modelu atmosféry idealizované
dvéma nemisicimi se vrstvami tekutiny, v nichz charakteristiky proudéni
nezavisi na vyskové soufadnici. Kvalitativni analyzu tohoto modelu provedl
poprvé Lorenz. Byla zde zjisténa shoda mezi bifurkacnim diagramem tzv.
logistické rovnice a grafem v oblasti pfechodu od limitniho cyklusu s perio-
dou ,,jedna®, k rozvinuté stochasti¢nosti.
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Logistickd rovnice (obr. 13.11, 13.12) je pfikladem jednodimen-
zionalniho neinvertovatelného (jednoznac¢ného a spojitého) zobrazeni Xn+ =
=FXn,u). =0, 1, 2, ... intervalu 0 <x <1 do sebe; i je parametr. Pone-
chame-li u F(X) toliko kvadratickou cast, dochazime k rovnici Xps =
= 1Xn(1 — Xn), 0 niz je znamo, ze popisuje napiiklad evoluci dynamického
biologického systému. Pfi zdvojovani period feSeni se vySetiuji vSechna
periodicka feseni s periodou p =2", m=0, 1, 2, ...(nebo s periodou ¢, ktera
déli p). Po jistych tpravach této rovnice dochdzime k velmi zajimavému
vysledku, ktery ukazuje, Ze diky novym spojenim jsou dnes oblasti, kter¢, a¢
vidéné jako zcela oddé€lené, soucasti jednoho celku. Jde o souvislost Fer-
matovych ¢isel s matematickou teorii chaosu. Uvédomme si, ze geome-
trickym obrazem chaosu v logistické rovnici je aperiodicky atraktor, inva-
riantni pfitahujici mnozina, chapana jako periodicka orbita s periodou 2.

0 1 2

Obr. 13.11 K logistické rovnici.

Obr. 13.12 K logistické rovnici.
Fermatova ¢isla jsou vSechna ¢isla tvaru Fy = 2°M+1 prom=0,1, 2, ...

Exponent v logistické rovnici Ize napsat jako soucin Fermatovych cisel
aproto lze rozlozit polynom na levé strané této rovnice na ireducibilni
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cyklotomické polynomy nizsiho fadu. ProtoZe existuje jednoznacny vztah
mezi bifurkacnimi vétvemi a cyklotomickymi polynomy, souvislost mezi
teorii ¢isel a teorii chaosu je ziejma.

Do stejného okruhu myslenek spojenych s ulohou Fermatovych cisel
v chaotické dynamice nalezi poznatek, ze nékteré fraktalni objekty v kom-
plexni roviné jsou popsany pomoci stejné rovnice jako chaos v realné pro-
ménné. Pak ovSem stoji za povSimnuti skute¢nost, Ze mnozina vSech kom-
plexnich ¢isel A, pro néz posloupnost X;(1) = 0, X2(4), X3(4), ..., definovana
vztahem X,, =X, +A4 , kde A=pu/2— 4> /4, je ohranicena. Tvoii ji Man-
delbrotova mnozina znama z fraktdlni geometrie: M :{/1 € C|EIC >0
vne{l,2,..}:|x,(A)|<c}, kde C je komplexni rovina (obr. 13.13).

Obr. 13.13 Mandelbrotova mnozina.

Chceme-li zcela na zavér vyzvednout Ulohu nelinearni analyzy v hydro-
dynamice (typickym piikladem je zkoumani Navierovy-Stokesovy rovnice
pro proudéni kapalin) a v geofyzikéalni hydrodynamice (jmenujme zde rov-
nici vorticity na rotujici plose kulové), neznamena to, ze se vSechny otazky
tykajici se mechaniky tekutiny budou fesit aplikaci metod nelinedrni me-
chaniky. Stale zlstavaji ulohy, které¢ se fesi a budou se feSit uzitim
linearnich te¢nych prostorti. Dokladem toho je prva ¢ast knihy vénovana
hydrodynamické nestabilité.
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